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RESUMEN

Con base en los planteamientos de Von Bertalanffy (1976), se propone un modelo matemdtico para el estudio
del crecimiento de organismos vivos, el cual permite analizar el efecto de variables exdgenas, relacionadas con
la disponibilidad y capacidad de aprovechamiento por parte del organismo de recursos medioambientales, en la
tasa de crecimiento y en las constantes de proporcionalidad del anabolismo y catabolismo. El modelo permite
hacer proyecciones del tamano del organismo a partir de unas condiciones iniciales y muestra como su valor
asintotico varia de acuerdo con la disponibilidad de recursos medioambientales y de qué manera el crecimiento

es un factor determinante para la sobrevivencia de los individuos.
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ABSTRACT

GENERALIZATION OF A DETERMINISTIC MODEL TO ANALIZE THE GROWTH OF LIVING ORGANISMS

Based on Von Bertalanffy (1976) schemes, a mathematical model to study the growth of living organisms is
proposed. With this model it is possible 1o analize the effect of exogenous variates dealing with organism’s
capacity and availability to exploit the environmental resourses in the growth rate and in the anabolism and

catabolism proportionaliry constants.

. The model lets make proyections of the organism size and shows how its asymptotic value changes in
accordance with the availability of the environmental resourses and in what way the growth is a determining

factor to individuals surviving.
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Para ]a modelacién matemitica del crecimiento de organismos vivos se han utilizado gran cantidad de ecuaciones,
las cuales han sido exhaustivamente analizadas a través de estudios biométricos, tal como lo reportan Prodan (1968)
y Sokal y Rohlf (1969). De dichas ecuaciones, las mas ampliamente utilizadas se conocen con los nombres de
Mitscherlich o autocatalitica, logistica y Gompertz. Estas tres ecuaciones se fundamentan en hipétesis planteadas
en términos de ecuaciones diferenciales que expresan la tasa de crecimiento en funcién del tamafio o peso del
organismo y de su valor asintético (el maximo tamafio 0 peso gue es posible alcanzar). Andlisis de estos modelos
malematicos y en algunos casos aplicaciones para el estudio del crecimiento de arboles y de otros organismos
vegetales son reportados por Somers y Farrar (1991), Osumi (1983), Sweda y Koide (1981), entre otros.

Von Bertalanffy (1941) citado por Richards (1959), propuso un modelo matematico para el andlisis del
crecimiento de organismos vivos, el cual es deducido a partir de principios biolégicos. Segin Von Bertalanffy el
crecimiento de un organismo resulta de la accién encontrada de procesos metabdlicos. Asi, un organismo crece
cuando el metabolismo contructivo (anabolismo) supera al metabolismo destructivo (catabolismo) y se detiene cuando
estos dos procesos son de igual magnitud. Von Bertalanffy parte de la existencia de relaciones alométricas a través
del proceso de crecimiento, las cuales relacionan la tasa metabolica de un animal Y su peso, argumentando que la
pendiente de la linea alométrica es dos tercios (2/3) para aquellas especies para las cuales se cumple la "regla de
superficie del metabolismo”, uno (1) cuando el consumo de oxigeno es proporcional al peso del animal y no al drea
de su superficie y algunas veces valores intermedios entre estos extremos, reconociendo para los animales ires 11pos
"metabdlicos”. El autor argumenta gue la tasa de anabolismo es proporcional a la potencia m del peso, mientras
que la tasa de catabolismo es proporcional al peso mismo, por lo cual la tasa de crecimiento en peso resulta de la

diferencia entre el anabolismo y el catabolismo, asi:

dw/dt=nW"-yW,

donde:

aWidt = lasa de crecimiento en peso

W=w(1) = peso del organismo al tiempo t, 1 = 1,
w(1)=w, = peso inicial

n = constante de proporcionalidad del anabolismo
Y = constante de proporcionalidad del catabqlismo
m = constante alométrica
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Tal vez la primera aplicacién del modelo propuesto por Von Bertalanffy al crecimiento de plantas fue hecha por
Richards (1959). En el trabajo Richards plantea una generalizacién del modelo en el sentido de solo restringir al
campo de los reales positivos el rango de variacién de la constante alométrica, lo cual le da una gran flexibilidad.
Este autor, sin embargo, propone que ¢l modelo asi planteado sea utilizado solamente desde un punto de vista
empirico, debido a que los signos de las constantes de proporcionalidad (n y «y) dependen del valor de la constante
alométrica m. Asi, cuando m > 1, ambas constantes son negalivas, lo cual impide su interpretacion bioldgica.
El autor, ademas de deducir un modelo de rendimiento a partir del modelo de tasa de crecimiento y de interpretar
biolégicamente pardmetros del modelo, plantea que si el modelo es aplicable al crecimiento de una variable tal como

biomasa viva, entonces es aplicable a cualquier otra variable que se relacione alométricamente con ella.

La versatilidad del modelo de Von Bertalanffy, generalizado por Richards, 1959, ha sido comprobado por varios
autores. Inclusive Osumi, 1983, plantea que este modelo puede representar todos los tipos de crecimiento, los
cuales son clasificados en dos categorias: tipo Mitscherlich (m < 1) y tipo logistico (m > 1), separados por "el
muro de Gompentz™ (m = 1). El andlisis matematico del modelo en consideracién realizado por Osumi, 1983,
plantea que de acuerdo con el valor de m, la funcién de Richards se parte en dos tipos de modelos; uno para 0 <

m < | yotropara m > 1.
Para los modelos tipo Mitscherlich (0 < m < I):

dwidt=nqw"~-yW,

Para los modelos tipo logistica (m> 1):

dwldi=y'w-n'w";

siendo v = -y y 7 =-7

De los planteamientos de Osumi, 1983, se puede deducir que para los modelos tipo logistico , ¥’ representa la

constante de proporcionalidad del anabolismo y 7’ la constante de proporcionalidad del catabolismo y, de esta
manera, los parametros del modelo de tasa de crecimiento pueden tener significado bioldgico en términos de

anabolismo y catabolismo, para los dos dominios de la funcién definidos por Osumi, 1983.

Planteamiento de una generalizacion

De acuerdo con las consideraciones anteriores, una generalizacién del modelo de crecimiento originalmente

planteado por Von Bertalanffy puede expresarse como:
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dY/dt=nY"-vY,

para0 < m <1y porlotanto n y v > O; en donde dY/dt representa la tasa de incremento en la variable Y, la
cual corresponde a la biomasa o a una variable relacionada alométricamente con la biomasa, n es una constante de
proporcionalidad del anabolismo, y es una constanie de proporcionalidad de catabolismo y m la denominada

constante alométrica; y

dYldi=y'Y-q'Y",

param > 1y porlotanto v’y n > 0;siendo 4/ = -y y n' = - n las constantes de proporcionalidad de
anabolismo y catabolismo respectivamente.

Si se asume que la constante alométrica m depende de la estrategia ecolégica adoptada por una especie o un
conjunto de organismos en particular para su reproduccién y sobrevivencia, la podremos considerar constante en
relacion con las condiciones que afectan o pueden afectar los procesos de asimilacién o desasimilacion.

Por otra parte, los pardmetros 5 y vy deben ser funciones de variables relacionadas con condiciones que de alguna
manera limitan la disponibilidad de recursos requeridos para los procesos metab6licos. Si llamamos X,, X,,..., X,

tales variables, estas hipGtesis pueden expresarse como:

n=n(X,,...x,)
Y=r(X,e 0 X))

y el modelo de tasa de crecimiento
dayidi=nX,,.... X )Y"-v(X,,...X);
el cual puede ser estimado por el modelo de regresién
I=nX,... X )Y —v(X,,....X )Y +e,

en donde [, representa Ja tasa de crecimiento observada en la variable Y; Y, corresponde a la observacién de Y al
inicio del periodo y e, es el término de perturbacién producido por el efecto de variables no controladas, tales como
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las relacionadas con la edad o con el potencial genético del individuo en el cual se hace la observacién.

En este modelo la constante de proporcionalidad del anabolismo serd

7(X,,..X,) para0 <m<1ly,

v=-v(X,.-..X,) param > 1]
y la constante de proporcionalidad del catabolismo

¥X,...X) para0 <smsly,

n'=-n(x,....X,) param > L

Los valores de n y y se asumen constantes durante un intervalo de tiempo h = t - t, en el cual no varian los
niveles de las variables ex6genas X,, ..., Xy, por lo cual si la tasa de crecimiento ha sido "observada” como

I = (Y - Yy/(t-t,), siendo Y-Y, el incremento observado en el periodo t-t, en cada uno de los individuos de la

muestra, la prediccién de Y al final del periodo sera:
» A-1
Y=Y +Y n¥ 1Y,
=0

con h entero = t - , el cual constituye un modelo discretizado para la prediccién de Y. Utilizando la solucién de

Bernouilli para la ecuacién
dYldi=nY"-yY
ConY = Y(1) para t2t, y Y(t) = Y, se obtiene
¥ =(n/y)" (L (¥ /mly) = Dexp(=(1-myy(t=1)" ™
la cual puede expresarse como

Y =A(1-(1-(Y/A)"™).exp(-Kh))""™
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donde:

A: Asintotade Y = (/)=

K:
h:

v (1-m)
t-t%

el cual constituye un modelo continuo para la prediccion de Y.

Como puede observarse, el tamaro asintético depende de las variables exdgenas aisladas, lo que significa que para

un individuo dado, la estimacion de su valor asintético podré sufrir variaciones, en la medida en que cambien las

condiciones que afectan sus procesos metabolicos.

En el caso 0 < m < 1 (tipo Misterlich), para un valor de Y dado, el valor asintético aumenta cuando 7, la

constante de proporcionalidad del anabolismo aumente o cuando v, la constante de proporcionalidad del catabolismo

disminuya. En el caso m>1 (tipo logistica) esta situacién indicaria que n’, |2 constante de catabolismo disminuve

o,

la constante de anabolismo aumenta.

De acuerdo con estas consideraciones, el modelo propuesto se fundamenta en las siguientes hip6tesis:

1.

el patrén general de comportamiento de la tasa de crecimiento de la biomasa viva, o de cualquier otra variable

relacionada alométricamente con ella, puede ser descrito a través de una ecuacion de Bertalanffy de la forma:

dYldi=nY=-~Y,

en donde:

t: tiempo,

Y biomasa viva u otra variable relacionada alométricamente con ella,
n, v, m: parametros del modelo,

(5]

94

el parimetro m est4 directamente relacionado con el exponente de la relacidén alométrica entre la variable Y
y la biomasa viva y puede considerarse constante para una especie o un conjunto de organismos especifico
e independiente de las condiciones exdgenas que afectan los procesos metabdlicos. Es posible que m tenga
alguna relacién con el temperamento de las especies y sus estrategias ecolGgicas para la reproduccién y
sobrevivencia. Al respecto Oldeman y Van Dijk, 1991, plantean relaciones entre el temperamento de las

especies arbéreas y sus caracteristicas arquitectonicas,
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3

los parimetros y y v pueden ser interpretados en términos biol6gicos de la siguiente manera: si 0<m< 1y
serd una constante de proporcionalidad del anabolismo y < serd una constante de proporcionalidad del

catabolismo.

Sim > 1 5/ = - 5 serd una constante de proporcionalidad del catabolismoy y’ = - y ser4 una constante

de proporcionalidad del anabolismo.

En ambos casos el modelo en su forma integrada sera:

Y=A(1-(1-(Y /Ay ")e™)' ™,

con A= (p/v)"™, Yt =Y() parat>t, Y, = Y(t), K = y(1-m), h = t - t, (periodo de tiempo en el

cual 7
y <y se asumen constantes),

los parametros n y + pueden estimarse en funcidn de variables que expresen el nivel de las condiciones
exbgenas que afectan los procesos de asimilacién y desasimilacién. En este sentido el modelo estd de acuerdo
con la teoria de equifinalidad planteada por Von Bernalanffy (1976), de acuerdo con la siguiente
interpretacion: el pardmetro A el cual representa el valor asintético para la variable Y depende de los niveles
de las variables ex6genas predictoras de 75 y -y. Si el nivel de estas variables cambia a través del tiempo
el valor de A se modificard en consecuencia, de tal manera que para niveles de la variable que garanticen una
amplia disponibilidad de recursos para los procesos metabdlicos, la estimacién de A corresponderd al maximo
valor que Y puede alcanzar. El modelo indica que la tasa de crecimiento dY/dt es mayor a cero para
valores de 0 < Y, < A, y que para unos niveles dados de 7 y v latasa de crecimiento se aproxima a cero
cuando Y, se aproxima a cero o a A. En estos casos extremos el individuo podria llegar a decrecer o morir

ante la ocurrencia de fenémenos que restrinjan severamente la disponibilidad de recursos medioambientales.

DISCUSION

El modelo planteado constituye evidentemente una generalizacién del originalmente propuesto por Von Bertalanffy

(1941), lo mismo que de las modificaciones y ampliaciones sugeridas por Richards (1959). Por un lado en esta
propuesta se incluye la posibilidad de interpretacién de pardmetros del modelo como constantes de proporcionalidad
del anabolismo y catabolismo, tanto para las ecuaciones tipo Mitscherlich (0 < m < 1) como para las tipo
logfstica (m > 1), lo cual no es considerado en las propuestas antes citadas, y por otro lado, lo que es mis
importante, dichas constantes de proporcionalidad se consideran dependientes de los niveles de variables ex6genas
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que de alguna manera afecten los procesos de asimilacion y desasimilaciény la disponibilidad de recursos requeridos

para los procesos metabdlicos de un organismo o de un conjunto de organismos en particular.

Para la aplicacién de un modelo es necesario "observar” la tasa de crecimiento de la biomasa o de una variable
relacionada alométricamente con la biomasa durante un cierto intervalo de tiempo y para varios niveles de variables
exdgenas, que hipotéticamente afectan o pueden afectar el crecimiento de los organismos en consideracién. Con

base en estas observaciones y a través de técnicas de regresion se ajustan modelos de la forma

I=qX, . .. X)*Yi"-y(X , ..X)=*7Y%+e

en donde 7 (X, , ..., X,) y v (X, ... .X,) representan funciones hipotéticas para las estimaciones de 7 y 7y
respectivamente. De acuerdo con el valor estimado para el parametro m, el modelo seleccionado servird de base
para analizar el efecto de las variables exdgenas tanto sobre la tasa de crecimiento del organismo, como sobre las
constantes de proporcionalidad de! anabolismo y del catabolismo y sobre el valor asintético de la variable en estudio.
El control o la estimacién del comportamiento de Jas variables exdgenas a través del tiempo, permitira la aplicacién
del modelo de rendimiento derivado en forma iterativa y de esta manera realizar proyecciones de la variable. La
aplicacién del modelo a organismos de comunidades arboreas permitira ademas de hacer proyecciones de su tamafio
a través del tiempo, identificar las estrategias ecoldgicas utilizadas por las especies para su sobrevivencia, lo cual

es de gran importancia para el manejo de bosques.
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