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1. Wstep

W zagadnieniach przewodnictwa cieplnego, w ktérych granice zmian temperatur
nie sg zbyt duze, mozna przyjaé zwykle z dobrym przyblizeniem, ze wtasnodei ter-
miczne przewodzacego materiatu sg niezalezne od temperatury. Zalozenie to uprasz-
cza znaczniec matematyczne traktowanie problemu. Jednakze w wielu praktycznie
waznych zagadnieniach technicznych (np. ruch i tarcie przy duzych szybko$ciach,
reakcje chemiczne o§rodka, przewodzenie ciepta wywolanego reakcjami termojadro-
‘wymi, przewodniki pradu) takie upraszczajace zalozenia moga prowadzié do po-
‘waznych réznic migdzy obliczonym a rzeczywistym rozkladem temperatur. Dla zalez-
nych od temperatury T" wspdlczynnikéw przewodnictwa K i pojemnoSci cieplnej ¢
(iloczyn ciepta wlaSciwego i gestosci materialu) réwnanie przewodnictwa cieplnego
staje si¢ nieliniowe. Dla szczegdlnego przypadku jednowymiarowego i dla pot-
przestrzeni przy parabolicznej zaleino$ci wspotezynnikéw ¢, K od temperatury T
AWwBnERY [1] zredukowal to réwnanie nieliniowe do zwyczajnego réwnania roznicz-
kowego. Nastepnie HoPKINS [2] podal spos6b przyblizonego rozwiazania, jezeli znane
Jest rozwiazanie odpowiedniego zagadnienia liniowego. Najbardziej wyczerpujaco
i wszechstronnie problem ten opracowal BioT [3] przy zupelnie odmiennym podejscin
do zagadnienia na podstawie rachunku wariacyjnego. Niniejsza publikacja ma za
zadanie podaé przyblizone rozwiazanie zagadnienia przez redukcje do uktadu zwy-
czajnych réwnan nieliniowych.

2. Réwnania réiniczkowe zagadnienia

Dla przypadku anizotropii termicznej réwnaniem roézniczkowym przewodnictwa
cieplnego w danym ofrodku 2 jest [4]*

' or 1 a oT A
@y - dle= G- 2, 2| Z]- =,

S=X,V,Z
gdzie przez A oznaczono ciepto generowane przez jednostke objetoéci ofrodka £
w jednostce czasu. Osie ukiadu wspéirzednych x, y, z sa tutaj tzw. «gtéwnymi osiami
przewodnictway, a wielkosci Ky, K,, K, «gtéwnymi wspolczynnikami przewodnictway
dla danej anizotropii termicznej o§rodka. Wspotczynniki Ki ¢ sa ponadto funkcjami
temperatury.

t Str. 21, wz. (4).
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Niech poza tym bedzie warunek poczatkowy w calym obszarze £2 w postaci

2.2) t=0, T=F(x,2),
oraz warunki na brzegu tegoz obszaru
or
@3) D b =g 3,20,
S=Xy Yy Z

Zazwyczaj wystarczajaco dokladne jest przyjecie linlowej zaleznodci wspotezynnikow

przewodnictwa i pojemnosci cieplnej od temperatury w postaci

2-4) c=co(a+pT), K,=Ky(;+pT), s=x2

W powyzszym wzorze wspolczynniki ¢, i Ky przedstawiajg odpowiednio pojemnoéc

i przewodnictwo cieplne materiatu o§rodka przewodzacego cieplo przy pewnej danej

warto§ci poréwnawczej temperatury, za$ «, f, o', f° sa statymi wspoétczynnikami.

Mozliwe jest takze uwzglednienie zalezno$ci wyzszego rzedu
c=cy(a+pT-+yT%, K=Ky(a'--T+y'T?.

Ograniczymy sig jednakze w dalszych rozwazaniach do zaleznoéci liniowych (2.4).

Przyblizone rozwiazanie zagadnienia mozemy zatozyé w postaci wyrazenia:

n

(2.5) Ty zn = Po(x, ¥, 2) + Za,(l) @i(x, ¥, 2).
izl

Jezeli powyzsze przyblizone rozwiazanie oraz zaleznoéci (2.4) podstawimy do row-
nania (2.1) i zatoZymy ponadto, aby dla kazdej funkcji ¢, spelniona byta zaleznosé
ortogonalnoéci

(2.6) fff [L(T*)~§] pdxdydz =0, k=1,2,..,n,
A ;

to otrzymamy nastepujacy uktad nieliniowych, zwyczajnych réwnan rézniczkowych:

2.7 2 I:diaAik +oaf (Cik + Z alejk) +
=1 i=1

) Koy
+ai Z co o BlkS_I—ﬁS iks +ﬁ52aj0,~jks = Zk’ k = 1’2’ ,n

S=X, 9,2 Jj=1

W powyzszych réwnaniach wprowadzono nastgpujace oznaczenia:

a; = %, Ay = fff pigpdxdydz, C, = fff Yoy dxdydz,
a
Dijk:fff pipippdxdydz, By = —fff q)kzlxdydz
Eus= —fff Y 5 (@opd g dxdydz,  Gips = —fffq)ka ((p, F )dxdydz,
e [T s 3 Sl e oo
a S=%. 9,z

238
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Warunek poczatkowy (2.2) mozemy speini¢ w ten sposob, azeby $redni kwadrat
bledu

(2.9 I = fﬂff [F(x, ¥, 2) — (po.— 2 a; (0 p:(x, p, z)]zrlxdydz

byl jak najmniejszy. Postulat osiagnigcia minimum catki (2.9) prowadzi do znanych
warunkéw koniecznych:

or

(2.10) W:O,

i=1,2,...,n
Jest to ukiad réwnan, z ktérego mozemy wyznaczy¢ wielkosci a;(0).
Dla przypadku izotropii termicznej K, = K, = K, = K(T) réwnanie (2.1) mozna
B T
znacznie uprosci¢, wprowadzajac bowiem nowa zmienna niezalezng ¢ = f K(TYdT
0

i podstawiajac stad do réwnania (2.1) zwiazki 20/ds = KJT/ds (s = x, y; z, 1),
otrzymamy rownanie uproszczone
c 0f O 020

s=X,9,2

Réwnanie to mozna traktowad jako wazne dla osrodka o jednostkowym przewod-
nictwie cieplnym i o wspdtezynniku pojemnoscei cieplnej:

=20

Z powyzszego wynika, ze nieliniowe zagadnienie dla osrodka o przewodnictwie

1 pojemnoSci cieplnej, zaleznych od temperatury, mozna zawsze sprowadzi¢ do przy-

padku o stalym wspdlczynniku przewodnictwa cieplnego. Dlatego tez w przypadkach

- izotropii termicznej wystarczy rozwazac zagadnienia, w ktorych tylko wspolezynnik

pojemnodci cieplnej ¢ jest zalezny od temperatury. Uktad réwnan rézniczkowych
(2.7) uproéei sie wowczas przez podstawienie

(2.12) B:=0, a.=1, K,=Ko =Ky,
do postaci

n

(2.13) Z [éiaAik"]l—&iﬂ (Clk+jajDijk) +aiBik] =27, k=12 ..n
j=1

i=1
Wspolczynniki By, i Z, oznaczaja tu:

Pp; | PP
,k - 2 KO: Biks= __xofff(az}z q) )(pl\dxdydz,

S=X,V,2

& 6299 32% - X,
Zk fff [ + 0( axzo + ; + 022 (pkdxdydz, Hy = _b_o__

(2.14)
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3. Wyznaczanie pierwszego przybliZzenia
Zgodnie z zalozeniem (2.5) pierwsze przyblizenie przyjmujemy w postaci

(31) Tik: ¢,‘00(x> s Z)+al(t)¢1(x’y5 Z)'

Rozwazmy najpierw zagadnienie ofrodka termicznie izotropowego. Uklad réw-
nan (2.13) sprowadza sig w tym przypadku do jednego réwnania nieliniowego

3.2) oAy +ay By = Zy — iy (Cry + ay Dyy),

dla ktérego mozna otrzymaé §ciste rozwiazanie.

a. Dla szczegdlnego przypadku Z, = 0, rownanie (3.2) mozna scatkowaé elemen-
tarnie otrzymujac rozwiazanie przy warunku poczatkowym: ¢t = 0, a; = &,(0) w po-
staci

— Byt 4 BDya[a(0) — ] }
3.3 1) = a;(0) ex { .
(3.3) a, () = a1 (0) exp adn + fCh
b. Dla ogélnego przypadku Z; = 0 réwnanie (3.2) droga podstawienia
(3.9) BD11101(A) = BIDmas(t) 4 Ci] + Buyt + oAy,

B o
BDiA = f Zy(f)dr + -2 (Cu +- Au) ’,
Dlll /3
mozna doprowadzi¢ do prostszej postaci

dv, ( By )
3.5 — |y —t—=1.
-9 3\ By

Tak na przyklad dla ofrodka, w ktérym cieplo jest generowane tylko w chwili po-
czatkowej, t = 0, w intensywnosci A(x, y, z, ) = 4, (x, », 2)0(1) (6 — funkcja
Diraca) w przypadku ¢, = 0 mamy

le(t)dtzf%’) (ffontpldxdydz) dt =fFoa;r)dt= Fo.

Stad za pomoca (3.4) otrzymamy z réwnania (3.5) réwnanie liniowe

ﬂ + _ISD;H _L
dvy (A + ﬂ Cu) (oA +- ﬂBu) ’

z warunkiem poczatkowym A =0, 8D;,,2,(0) = ad;; +BC;; 1 0 znanym rozwigzaniu.

Dla réznych réwnan rézniczkowych typu (3.5) gotowe rozwiazania sa podane
w literaturze [5] 2.

¢. Przyklad. Ogrzewanie muru, ktérego jedna §ciana jest utrzymywana stale w tem-
peraturze T = §,, a druga rownolegla §ciana w odlegiosci | niech bedzie izolowana.
Warunek poczatkowy jest dany w postaci t = 0, T'= 0. Poczatek wspoirzednej x
zaktadamy na $cianie o temperaturze 0,. Zgodnie z warunkami brzegowymi przyjmu-
jemy pierwsze przybliZzenie:

A=v+

(3.6) TF = 0+ ay (1) sin’;—f.

2 Str. 236-245.
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Po wyznaczeniu wspolczynnikéw (2.8) i (2.14) oraz stalej poczatkowej a,(0) z wa-
runku (2.10) w postaci ¢,(0) = 40/n rozwigzanie (3.3) przyjmie postaé nastepujg-
cego zwiazku:

—400 —1 44 400 \
@GN = exp{(a+ﬁ00)[(2) I (—'“’1)]}

Za pomoca te] zaleznoSci mozna tez wyznaczyé tzw. «czas przejicia», po ktérym
$ciana izolowana (x = /) zaczyna sig ogrzewa¢. Poniewaz w tym przypadku musi
by¢ 8, + a,(t,) = 0, wigc otrzymamy

(39) B <+500>-]“() gz i)

ELatwo zauwazy¢, ze rozwiazanie odpowiedniego zagadnienia liniowego otrzymamy
takze ze zwigzkéw (3.7) 1 (3.8) przez podstawienie ¢ =1, § = 0:

2
t 4
% exp [— (%) %o t] , 1;;1 = In (g) = 0,0979.

Dla poréwnania z wynikami BIOTA zalézmy, ze dla granicznych zmian tempera-

39 @l =—

. 4 .
tur wystepujacych w danym przyktadzie 7= — 0, (; — 1) i T =8, wspblczynnik

pojemnosci cieplnej zmienia si¢ od ¢ = ¢, do ¢ = 2¢,, czyli a = (2 ——%), g = mjad,.

Rozwigzanie (3.7) oraz «czas przejsciay (3.8) przyjma tu postaé

_ "400 4 zxot 1 4 h
(3.10) ") = e [—(5)—2——3—(5+9_0)]’

wth 8. (4} 8 [4 )_
__lz_‘_;zln(g)—ﬁ(n—l —0,122.

Powyzszy «czas przejécia» otrzymamy tez z (3.9) przez podstawienie warto§ci wspt-
czynnika pojemnosci cieplnej réwnej 1,25 ¢o. B10oT? otrzymal wynik s, /12 = 0,113.

d. Przyklad. Ochladzanie muru z poprzedniego przykladu. Przyjmujemy teraz
warunek poczatkowy t = 0, T = @, oraz warunki brzegowe x =0, T=01ix =1,
0T[ox = 0. Pierwsze przyblizenie ze wzgledu na jednorodne warunki brzegowe za-
kladamy w postaci wyrazenia;

(3.11) TF = ay(f)sin ”2‘—;‘

Po wyznaczeniu wspolczynnikoéw Ay, By, Diy; ze wzoréw (2.8), (2.14) oraz z za-
leznosci (2.10) statej poczatkowej a,(0) = 40,/z, rozwiazanie zagadnienia (3.3) otrzy-
mamy w postaci nastgpujacej:

40, %t B8 400 ‘
(312) al(t) == —77 cXp [ (21) ; T 3% ay .
Ze zwiazku a, = 0, otrzymamy czas przejécia:

Motl 4 32 4
(3.13) —12—=“; ( )+/3032 ——1

3 Str. 869, wzdér (9.15). Uwaga. Latwo sprawdzié¢, ze podany tam wynik liczbowy 0,106 jest
bledny.

3 Mechanika teoretycrna
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Jako szczegblny przypadek wzordw (3.12) i (3.13) otrzymamy rozwiazanie odpo-
wiedniego zagadnienia liniowego przez podstawienie o =1, § = 0:

(3.14) o) = 2% exp [_ (%)Zxo z]

T

oraz czas przejécia identyczny z warto$cia (3.9) otrzymang dla przykladu ogrzewania
muru. Z powyzszych zwiazkéw wynika identyczno$é sposobu przebiegu procesu
ogrzewania i ochtadzania dla zagadnienia liniowego oraz zasadnicza réznica tych
przebiegéw w zagadnieniu nieliniowym.

Dia poréwnania wynikéw liczbowych z procesem ogrzewania zaldézmy, ze dla
granicznych zmian temperatur z niniejszego przykiadu (7" = 46,/n i T'= 0), wspdl-
czynnik pojemnoé$ci cieplnej zmienia si¢ znowu od ¢ = 2¢, do ¢ = ¢, czyli 0, = 7/4,
o= 1. Wzory (3.12) i (3.13) przyjma wtedy postaé -

' 4 : 2(4
.a]_(t)': —OOCXpl:‘—" (’;Z‘l) M0t+'?(‘*%i):|,
(3.15) 7 7 0
®oly i i 8 (4 B
7r~nﬂ4J+iﬁ-n—1_an

Z poréwnania warto$ci (3.10) i (3.15) wynika, ze dla zagadnienia nieliniowego proces
ochladzania trwa o 419 dluzej od ogrzewania w tych samych granicach temperatur.
Warto§é liczbowa czasu przejécia (3.15) otrzymamy z zagadnienia linjowego, jezeli
podstawimy do (3.9) §rednia, efektywng warto§é wspdtczynnika pojemnosci cieplnej,
réwna 1,76 ¢t

Dla ofrodka termicznie anizotropowego w przypadku pierwszego przyblizenia
wedlug (3.1) uktad (2.7) sprowadza si¢ do rdéwnania nastepujacego:

. a '
adpa = (le - C—l E 05 Kos Bn:) +
: (]

S=X, W Z

+ |:'— P& (Cii+a; D) —“CZ—: 2 ﬁ; Koo (Evis+ay Glll.\)] .
S=X, 0,2
Przyblizone rozwiazanie mozna tu otrzymaé za pomocg metody perturbacji Poin-
carego, przy czym wyrazenie w nawiasie kwadratowym przedstawia cze$¢ nieliniowa
sprawiajaca trudno$é rozwiazania, ktdérg nalezy przemnozy¢é przez maly parametr.
Sposéb postgpowania, typowy dla tej metody, jest analogiczny do pokazanego po-

nizej obliczenia drugiego przybliZenia.

4. Wyznaczanie drugiego przyblizenia

(4.1) T3 = o (%, », 2) + @ () (¥, 2) + a2 (1) a (X, p, 2).

Zajmiemy sig tutaj tylko przypadkiem izotropii termicznej. Z zaleznosci (2.13) otrzy-
mujemy uklad dwéch réwnan rézniczkowych nieliniowych, ktérych rozwiazanie
przeprowadzimy metoda malego parametru. Sposéb postgpowania niech objasni
przyklad ochiadzania muru, dla ktérego uprzednio obliczono pierwsze przyblizenie.

4 Por, [3], str. 869-870.
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Warunki brzegowe i poczatkowe przyjmiemy jak w 3d. Przyjmujemy drugie przy-
blizenie w postaci

(4.2) T = a,(t) sm + ax (1) sm

Ze zwiazku (2.10) za pomocg danego warunku poczatkowego wyznaczamy stale po-
czatkowe

a, (0)  3a,(0) 4
3) S N e

Po wyznaczeniu wspétczynnikéw (2.8) i (2.14) ukiad dwéch réwnan rézniczkowych
(2.13) przedstawimy w postaci

. %Oﬂz . 8.1. ﬁ a . a, 9(12
S ”1_—(W)a1 ‘un—Oo[al(IS T)+a2(ﬁ“?§)]’

. %097!2 8 . a 9(12 . 9(11 ay
“2——(a412)”2"“n—00["1(15'§? Tl 3]

gdzie p = f0,/a.
Zgodnie ze znang metodaq «malego parametru» rozwiazanie przyblizone ukiadu
réwnaf (4.4) mozna otrzymaé w postaci

a; (1) = ayp(t) + payn (O + pPap () + ...,

as () = an (1) + pag () + paw (H+ ...

Dla u = 0 rozwigzanie pomocnicze ukladu (4.4) jest rozwiazaniem odpowiedniego

zagadnienia liniowego i przy danych warunkach poczatkowych (4.3) jest réwne
40, 49,

(4.6) alo ([) == ? e (120 (t) = '3—7%—8—0”,

(4.5)

2
S LA )
gdzie z = (21) ¥
Ograniczajac si¢ do cztondéw korekcyjnych pierwszgo rzedu w (4.5) otrzymamy po
prostych przeliczeniach nastepujace rozwigzanie ostateczne: '

al(t) . 4 e—zt /300 128 15604 -zt i —2z¢t 2 —10z¢ 9 —18z¢t
6~ x° T a w\®5¢ 3¢ TE¢ w959 )
a (t) — _4 —le ___,[_ ﬂ@o 128 2492 —0zt __ ___}_ -2zt __ _E e—lOzt _ L e—lel
0y 37: 2835 105 7 81 ’

tatwo sprawdzi¢, ze dla t = 0, otrzymamy stale poczatkowe (4.3).

5. Uwagi koncowe

Powyzsze przyklady ilustruja sposéb przeprowadzenia przyblizonych obliczed
dla jednowymiarowych zagadnient przeptywu ciepta; w sposobie traktowania zagad-
nied dwu lub tréjwymiarowych w danej metodzie nie ma istotnych rdznic, zmiana
dotyczy jedynie przyjecia funkcji przyblizen ¢,;. Juz pierwsze przyblizenie daje wyniki

3=
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dostatecznie bliskie rzeczywisto$ci nawet dla czasdéw stosunkowo krotkich («czasy
przejécian w przykladach), dla diuzszych za$§ czasdw przyblizenia bgda znacznie
lepsze.
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Peswome

O HEKOTOPOM CIIOCOBE HNPUBJIMYXEHHOTO PEIIEHU S HETUHENHBIX 3ATAY
TETUJIONIPOBOOHOCTH

B ciyuae xorpga x03¢hdANUEHTEl TENIONPOROJHOCTH M TEMJIOEMKOCTH 3aBHCAT OT BEJIHUMHBL
TemMnepaTypbl, matdbepeHIMansHoe ypaBHEHAE TEIJIONPOBOJHOCTY CTAHOBHTCA HEJIMHEWHbIM.
TTpuGmpKeHHOE pelIeHHe NPERIoNaraeTcsi B BHAE NMPOM3BENEHMH HEMIBECTHLIX GyHKuMH Bpe-
MEHH H NpHHATHIX (YHKIMEA HexapTOBBIX KoOpauHAT, C MCIOIHK30BAHMEM NPHHOHIA OPTOTO-
HAJIBHOCTH HAHHOro mudepeHaNsHoro ypaBHEHHMA IO OTRENBHOCTH K KAXKIOM M3 YIPWHATHIX
¢hyBxIHi, MonmyueHa cucTemMa OOBIKHOBEHHBIX HeJMHeHHbIX puddepeHnuansHbIX ypaBHEHUIH, U3
KOTOPBHIX MOXKHO ONpPENENUTh HEeHsBeCTHhIC (DYHKIMH Bpemenu. B KauecTBe YACTHBLIX CIIyUyaes
M3 3THX DEIIeHUH IOJIYJAXOTCA DELUeHMs IS COOTBETCTBYIOIMX JIMHEHHbIX 3amad. Crnocobbr
MIOJYYEHHS IEPBOr0 M BTOPOro MPHUOIHIKEHHN HIUTIOCTPUPYIOTCA IPUMEPAMH.

Summary

A CERTAIN APPROXIMATE METHOD OF SOLVING NON-LINEAR PROBLEMS OF
HEAT CONDUCTION

The partial differential equation governing the flow of heat in a medium for which the thermal
conductivity and heat capacity vary with temperature, is non-linear. The approximate solution
is assumed in a product form of unknown time-dependent functions and presumed functions of
the Cartesian coordinates. Applying the principle of orthogonality to the fundamental equation
and to each of the assumed functions, a set of ordinary differential equations is obtained, the solu-
tion of which yields unknown functions. As particular cases the solutions of adequate linear
problems are available. The method of computation of the first and second approximation
is illustrated by examples,
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