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1. Wstep
Analiza naprezen i odksztalcen rozcigganych plaskich pretéw z karbem moze byé
przeprowadzona przy zalozeniu plaskiego stanu odksztalcenia, o ile grubosé preta 2h
(rys. 1) jest wystarczajaca. W. ZUKOWSKI [1] wykazatl, ze dla preta z ostrym karbem kato-
wym przy stosunku h/a >4 zaréwno wielkod¢ sity zrywajacej, odniesionej do jednostki
powierzchni, jak i warto$é naprezen umownej granicy plastycznosei praktycznie nie ulega

2b,

Rys. 1

zmianie. W pracy [2] badano prety z karbem o zaokraglonych narozach i stwierdzono,
ze dla stosunku A/a > 2 praktycznie realizuje si¢ ptaski stan odksztalcenia. Wystarczajaca
warto§¢ stosunku A/a = 3 wynika z badan przeprowadzonych w pracy [3], w ktorej zaj-
mowano si¢ pretami z karbem ostrym i o zaokraglonych narozach. Autorzy zaznaczajg
jednak, ze jeszcze dla hja = 6,67 istnieje wplyw gruboéci 24 preta.

Przy zalozeniu materiatu idealnie plastycznego odksztatcenia dla glebokiego karbu
sq zlokalizowane w najwezszym przekroju, a ich zakres jest okre§lony polem linii poslizgu.
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W niniejszej pracy analizowane sa duZe odksztalcenia, ktore uzasadniaja przyjecie
modelu ciata sztywno-plastycznego. Teoretycznie pret ulegnie zniszczeniu, gdy jego sze-
roko$¢ w najwezszym miejscu zmaleje do zera (g — 0).

Jesli w warunku plastycznosei przyjmiemy rzeczywista granice plastycznosci o, dla
danego materiatu, to no$no$¢ graniczng dla preta z karbem bedzie okreélata sita P, ktérej
przekroczenie spowoduje powstanie duzycli odksztalcen. Ze wzgledu na wzmocnienie
materialu pret taki bedzie jeszcze mégh przenosi¢ wzrastajace sity az do osiagnigeia P,,..
Dalsze rozcigganie spowoduje szybko zniszczenie preta. Noénoéé graniczng odniesiong
do sily P,,,. mozna okre§li¢ przez podstawienie do warunku plastycznoéci naprezen od-
powiadajacych wytrzymato$ci na zerwanie R,.

Majac okre$lone kinematycznie dopuszczalne pole predkosci mozna analizowaé
odksztalcenia powstate w karbie podczas rozciggania. Zagadnieniem tym dla preta z sy-
metrycznym pétokragtym glebokim wycigciem zajmowat sig¢ A.J. Wang [8]. Parametry
geometryczne byly tak dobrane, ze siatka linii poslizgu sktadata si¢ wylacznie ze spirali
logarytmicznych. Rozwiazanie dla naprezen i predkosci wykonano analitycznie metoda
Riemanna. Aproksymujgc to rozwiazanie okre$lono ksztalt brzegu podczas catego pro-
cesu odksztalcenia. Jak podaje autor, bledy powstale wskutek przyjecia upraszczajacych
zalozen mieszcza si¢ w granicach bledu stosowanej konstrukcji graficznej.

Podobne rozwazania dla preta z prostokatnym gigbokim wycigciem przeprowadzit
E. H. Lee [9]. Po zbudowaniu pola linii poslizgu podzielit on caty czas procesu odksztal-
cenia na szereg przyrostow At i dla kazdego czasu okreélit ksztalt brzegu. W pracy [10]
ten sam autor badat odksztalcanie brzegu i kwadratowej siatki dla preta ostabionego
symetrycznym wycieciem katowym. Ze wzgledu na ostre zakornczenie karbu nastgpuje
rozdzielenie materiatu na dnie wycigcia. Odksztalcenie kwadratowej siatki dla potokrag-
tego karbu badano w pracy [11]. Majac predkodci w kazdym punkcie siatki okreélano
jej przemieszczenia dla odpowiednio malego przyrostu czasu 4.

Analiza procesu odksztalcenia przy zalozeniu, Zze uplastycznienie nastepuje w calym
najwezszym przekroju, jest mozliwa, gdy stosunek b/a jest wigkszy lub réwny pewnej
liczbie statej dla danego typu karbu.

Podstawowa teoria rozwigzywania zadan w plaskim stanie odksztalcenia jest wy-
czerpujaco podana w pracy [4]. Tu zostang podane tylko zwiazki, ktdre musza by¢é spel-
nione wzdtuz charakterystyk, oraz niektore ogoélne uwagi dotyczace rozwigzania.,

2, Rozwigzanie dla naprezen i predkoSci
W zagadnieniach plaskiego stanu odksztalcenia rriamy pig¢ niewiadomych, mianowicie
trzy sktadowe naprezenia oy, 0y, 74, oraz dwie sktadowe wektora predkosci ptyniecia v,, v,.
Roéwnania mozna rozwiazywaé niezaleznie dla naprezen i predkoéci, o ile warunki brzegowe
sq dane w naprezeniach. Przez podstawienie w znany sposob warto$ci A 1 » zamiast na-
prezen otrzymujemy uklad réwnan typu hiperbolicznego, ktoéry rozwigzujemy metoda
charakterystyk. Zwiazki wzdluz charakterystyk sa nastgpujace:

dy .
pe tg v, A—wv = const wzdluz a,

Ty . .
v —ctgv, A+4-v = const wzdtuz §.
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Wykorzystujac wiasnodci siatek Hencky’ego-Prandtla mozna wykre$lnie zbudowaé
pole linii poslizgu. Dla niesymetrycznego zaokraglonego wyciecia pole to jest przedsta-
wione na rys. 2,
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Dla karbdéw z zaokraglonym dnem rqzwiqzanie w postaci zamknigtej zostalo podane
przez R. HiLra [4]. Naprezenia osiowe wzdluz najwezszego przekroju wynosza:

o a, =l2_k_{i4—1n [1+ %(ey—l)]}.

Graniczng sile P mozna obliczy¢ przez catkowanie wartosci o, na obszarze calego przekroju.
Wzér na wspélczynnik zwiekszenia no$nosci granicznej w stosunku do preta bez karbu
o wymiarach przekroju 2ax2h ma postaé:

@D Fiaor = (149 =2 (7=1=9).

Pole predkosci dla karbu niesymetrycznego jest okre§lone jednoznacznie (rys. 2).
Zewngtrzne linie poélizgu ACDE'F' i A'C'DEF s3 liniami nieciggloéci predkosci. Jesli
sztywne cze$ci poruszaja sie z predkoscia ve, to wzdiuz zewnetrznych linii mozna wyznaczyé
skltadowa normalna predkosci. Pozwala to na okreflenie predkoéci w catym uplastycz-
nionym obszarze. Oczywifcie wzdtuz charakferystyk musza by¢ spelnione réwnania
Geiringer.

Rozktad predkosci w polu linii po$lizgu mozna wyznaczyé réwniez w prosty sposéb
wykreSlny przez zbudowanie hodografu [6]. Na rysunku 3 przedstawiony jest plan pred-
koéci dla pola ograniczonego punktami ACDEF. Tréjkat BEF porusza si¢ jako ciato
sztywne z predkosdcia odwzorowana przez wektor OB’ (rys. 3). Predkosci punktéw naleza-
cych do obszaru BCDE sy okre$lone wektorami, ktérych korce leza na tuku C'B’. Na-
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tomiast luk 4’B’ odpowiada zaokraglonej czgici brzegu 4B. Podczas catego procesu od-
ksztalcania hodograf jest ten sam.

Szeroko$¢ 2b czeSci chwytowej musi byé tak dobrana, aby nie zostal przekroczony
warunek plastycznosci w zadnym miejscu poza obszarem plastycznym. Dostateczng

X -a=1

L r=0,166

Rys. 3 Rys. 4

zserokos$¢ 2b mozemy uzyskaé budujac przedtuzenie siatki linii poslizgu w obszar sztywny
(rys. 4). Dla wyciecia o kacie y = #/6 1 wymiarach: a = 1, r = 0,166 teoretyczny sto-
sunek bedzie réwny b/a = 2,3. Przedluzenie w obszar sztywny zostalo wykonane dla
preta o takim samym ksztatcie wyciecia, jaki mialy prety uzyte w doswiadczeniu.

3. Proces odksztalcenia

Dla teoretycznego okre§lenia odksztalcen naniesiono na pret kwadratows siatke.
Caly czas procesu podzielony zostat na dziewieé etapdw. Analize odksztalce utrudnia
fakt, ze wraz z kazda zmiang poloZenia danego punktu zmienia sig¢ jego predkosé. Przyj-
mujac odpowiednio male przyrosty czasu mozemy zatozyé, ze predko$é punktu jest stata
w czasie 4¢. Dla kazdego etapu za predko$é czasteczki przyjmowano jej predko$é w chwili
poczatkowej. Kolowa cze$¢ brzegu byla aproksymowana jako tuk kota w kazdym etapie
odksztalcenia. Zmienia sie zar‘c’)w‘no promien tego kota jak i potozenie jego $rodka na osi x.
W pracy [8], w ktdrej analizowano odksztalcenia pretow z karbem symetrycznym, wy-
kazano, Ze przyblizenie takie dobrze odpowiada rozwiazaniu $cisteru.
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Na rysunku 5 pokazano ksztalt brzegu w drugim, széstym i ésmym etapie. Rysunek
ten zostal wykonany przy przyjeciu predkosci dolnej czesci preta za zerowa. Goérna czeéé
preta przesuwala sig z predkoscia v = 2vo. Caly czas trwania procesu odksztalcania az
do uzyskania szerokofci 2a = 0 zostal oznaczony przez T. Promief zaokraglenia dna

Y

karbu powigksza si¢ w miarg postepowania procesu i wzrasta obszar linii po$lizgu utwo-
rzony przez spirale logarytmiczne. Prostoliniowa cz¢$¢ brzegu BF zmniejsza sig 1 przesuwa
réwnolegle. Po czasie ¢ = 0,623 - T obszar uplastyczniony zmniejsza si¢ do trojkata
krzywoliniowego A4BsCs. Dalsze prowadzenie procesu powoduje symetryczne odksztal-
cenia wzgledem chwilowej osi x.

Na rysunkach 6, 7, 8 i 9 pokazano poszczegdlne etapy odksztalcenia kwadratowej
siatki. Predko$é gornej i dolnej czgéci preta wynosita 29 = 1. Latwo zauwazyC, Zze mate-
rial w gérnej czeéci preta, ktéry doznal silnych odksztalcen, zostaje odcigzony i prze-
suwa si¢ jako cialo sztywne. Natomiast w dolnej czeSci preta kazdy nastgpny obszar
plastyczny obejmuje swoim zasiggiem jeszcze nieodksztalcony material. Jak wynika
z rys. 8 i 9 najwieksze odksztalcenia wystepuja w poblizu dna karbu.

Pret wykonany z rzeczywistego materiatu ulegnie zniszczeniu wcze$niej, niz to prze-
widuje teoria ciata idealnie plastycznego. Jednak ksztalt utworzonej w procesie odksztal-
cania krawedzi dolnej cze$ci preta powinien mieé podobny charakter jak na rys. 9. Ob-
serwacja ztoméw pozwala sprawdzi¢ stusznoéé przyjgtego pola predkosei.
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4. Wyniki dos$wiadczen

Zbadano 16 prébek wykonanych z migkkiego stopu aluminium o wytrzymalosci na
rozerwanie R, == 15,3 kG/mm2. State wymiary wynosily: 2¢ = 6 mm, 2k = 20,4 mm,
2b; = 16 mm, r = 0,5 mm, kat y = /6. Wymiary 2b i kat 6 byly rézne. Prébki podzielono
na trzy serie w zaleznosci od kata ¢ (rys. 11), ktéry wynosit 0°, 20°, 40°. Kazda seria skiada
si¢ z czterech probek o réznych stosunkach b/a.

Wszystkie prébki byly rozciagane na hydraulicznej maszynie wytrzymaltosciowe;j,
a odksztalcenia mierzono za pomoca dwdéch tensometréw czujnikowych umieszczonych
po obu stronach probki. Rozcigganie prowadzono az do zerwania i notowano site P,

Jako kryterium wyznaczania wartosci napre¢zefl, przy ktodrych caly przekrdj znajduje
si¢ w stanie plastycznym, przyjmowano umownie okre§lona zmiane modulu stycznego.
Granica uplastycznienia jest punktem stycznosci wykresu z prosta, dia ktérej tga; =
= 0,3tga (rys. 11).

Na rysunku 10 przedstawiono wyniki doswiadczen. Ciagla krzywa gorna reprezentuje
punkty odniesione do maksymalnej sity. Krzywa dolna przedstawia zalezno§¢ P, /Fo =
= f(b/a). Teoretyczna warto§¢ stosunku b/a = 2,3 dobrze odpowiada rzeczywistemu
zachowaniu si¢ materiatu zar6wno w odniesieniu do granicy uplastyczmenla jak 1 do
ity Prax

Wyniki uzyskane dla tych samych stosunkow b/a, ale réznych katéw ¢ nie wskazuja
na jakosciowy wplyw zmiany tego kata na noéno$¢ graniczna. Nlew1e]k1e réZznice w war-
toSciach naprezen mieszcza sie w granicach rozrzutu.

5. Ocena no$nosci granicznej

Dla wystarczajacej szerokoéci 2b czesci chwytowej no$no§é graniczna okreSlamy za
pomocg wzoru (2.1), z ktérego mozna obliczyé wspoéltczynnik zwigkszenia nosnoéci gra-
nicznej dla tego typu karbu. Nastepnie mozemy podaé teoretyczne obcigZenie graniczne
zaréwno w odniesieniu do granicy uplastycznienia, jak i do granicy wytrzymatosci na zer-
wanie R,. Linie przerywane AB i A'B’ (rys. 10) przedstawiaja uzyskane stad rozwigzanie.
Odpowiednie wartoéci granicy uplastycznienia oraz R, wzigto z rzeczywistego wykresu
rozciagania dla preta bez karbu (linia przerywana na rys. 11).

Na uwage zastuguje fakt, ze teoretyczny wspétczynnik zwickszenia noénosci granicznej
odnosi si¢ w naszym przypadku réwniez i do maksymalnych naprezen, jakie moga by¢
przeniesione. Podobny efekt stwierdzono réwniez w pracy [2}.

Przy niewystarczajacej szerokodci 2b czesci chwytowej mozemy z wystarczajacq dla
celow praktycznych dokladno$cia ocenié¢ no$no§é graniczng przez podanie jej dolnego
1 gérnego oszacowania. Zakladajac dowolny kinematycznie dopuszczalny schemat od-
ksztalcenia poréwnujemy prace wykonana przez naprezenia z pracg sit zewnetrznych.
Otrzymana w ten sposéb wartoéé obcigzenia granicznego nie jest mniejsza od $cistego
rozwiazania. Mozna przyjaé, ze zniszczenie nastapi przez poélizg w plaszczyznie pod
katem 45° do osi preta (rys. 12). Dla takiego schematu odksztalcenia maksymalna sila
okreslona z warunku réwnoéci prac bedzie

P = 2k-2h(a+b)

4 Mechanika teoretyczna
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i stad naprezenia:
b
o=k (1 + ;) .

Dla réznych wartoéci stosunkéw b/a otrzymujemy linie CD i C'D’ (rys. 10). W zakresie
bJa = 2-2,3 lepsza ocene uzyskujemy ze schematu odksztalcenia podanego przez R. HirLa,
ktory jest réwniez kinematycznie dopuszczalny.

Dolng ocene no$nofci granicznej otrzymujemy ze statycznie dopuszczalnego pola
naprezen. Otrzymane obciaZzenie nie jest wigksze od rozwiazania Scistego. Dla pola na-
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prezen przedstawionego na rys. 13 uzyskujemy najwieksza warto$é obciaZenia granicznego
w przypadku, jesli we wszystkich czterech tréjkatach bedzie osiagniety stan plastyczny.
Z k6t Mohra, przy spelnieniu warunkéw cigglodci, otrzymujemy wzér na maksymalne
naprgzenia w postaci
2b
o=2k- e
Zaleino$C ta jest przedstawiona linjami 1 i 1’ (rys. 10).

Oceng dolna mozemy réwniez okresli¢ wykorzystujac przedtuzenie w obszar sztywny.
Jest to bowiem statycznie dopuszczalne pole naprezen, ktére spelnia rownania réwnowagi
i warunki brzegowe, a warunek plastycznosci nie jest nigdzie przekroczony. Z jednego
z podstawowych twierdzen teorii plastycznoéci wynika, ze dodanie materialu nie moze
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Rys. 14

zmniejszy¢ no$nosci granicznej. Na tej podstawie mozemy stwierdzié, 7e no$noéé gra-
niczna preta z karbem o kacie 1 (rys. 14) nie moze byé mniejsza od nosnosci preta z karbem
o kacie . Sciste rozwiazanie dla preta z wycieciem o kacie ¢ mozna przyjaé jako dolna

bla
22
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1,6

14

12

Rys. 15

oceng nosnoéci granicznej preta o kacie ¢r. Na podstawie wykonanych przedtuzed w obszar
sztywny sporzadzono wykres zaleznosci bja = bja(a) (rys. 15). Linia ciagla przedstawia

4%
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karb ostry, a przerywana karb z zaokragleniem o promienju r = 0,166a,. Majac dany
stosunek b/a mozemy okresli¢ z wykresu kat a, dla ktérego istnieje $ciste rozwiazanie,
Przy malych promieniach zaokraglenia mozna korzysta¢ z krzywej 1 bez obawy popel-
nienia duzego bledu. Wzér na wspolczynnik zwiekszenia no$noéci granicznej dla karbu
ostrego ma postaé

f=1+a.

Ocena dolna okreSlona w ten sposdb jest bardziej zblizona do rozwiazania $cistego. Dla
réznych stosunkéw b/a oszacowanie od dotu bedzie teraz okreélata linia 2 i 2° (rys. 10).
Przy wartoéci b/a = 2,3 ocena dolna staje si¢ rozwigzaniem Scistym.

Maksymalne odchylenie otrzymanej oceny od krzywej uzyskanej na drodze doswiad-
czalnej wynosi:

1) dla no$noéci granicznej odniesionej do granicy uplastycznienia przy b/a = 1-2,3
14% i przy bja > 2,3 3,8%;

2) dla nos$nosci granicznej odniesionej do wytrzymatoéci na zerwanie przy bja =
= 1-2,3 9% i przy b/a > 2,3 4,8%.

6. Whioski

Przeprowadzone do$wiadczenia potwierdzaja stuszno$é teoretycznego rozwiazania,
z ktérego wynika, ze nosno$é graniczna dla preta z niesymetrycznym karbem (rys. 1)
bedzie taka sama jak dla preta o analogicznym wycigciu symetrycznym. Na rysunku 10
punkty oznaczone gwiazdkami odnosza si¢ wlasnie do symetrycznego karbu. Kat ¢ nie
wplywa na warto$¢ granicznych naprezef.

Natomiast dodany material (zakreskowane pole na rys. 1) utrudnia plastyczne od-
ksztalcenia dolnej czesci preta. Wplywa to w istotny sposdb na realizowane pole predkoscei.
W przypadku preta z niesymetrycznym wycieciem pole to jest okreslone jednoznacznie.
Z obserwacji ztomdw prébek wynika, ze pole predkoéci przedstawione na rys. 2 jest stuszne.
Wydaje sig, ze warto$¢ kata ¢ bedzie miala wplyw na charakter pola predkosci. Do$wiad-
czalne okreslenie tego wplywu nastrecza jednak duze trudnosei.
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Pesmome

TEOPETHUYECKUY U OKCIIEPUMEHTAJILHBIN AHANIW3 HECYIIEN CIIOCOBHOCTH
CTEP)KHEHN, ITOOBEPIAEMBIX PACTIKEHUIO, OCIABJIEHHBIX HECUMMETPUYHON
BBITOYKOMN

B paBote uccnexyerca nedopMauMa M HECYIIAs CIIOCOGHOCTh CTEPHKHEN ¢ HECUMMETPHYHOMN BBITOUKOL
(puc. 1). Ha ocHOBe NECTKO-HAEATHHO IUIACTHMYECKOrO AHANM3a MCCHEAYIOTCH AeOpMALHM NEpBO-~
HAYATBHO ¥BaqpaTHOM CETH, HAHECEHHOH Ha creprieHb. Ha pucynxax 6, 7, 8 1 9 moxasanbl OTHENLHbIE
aTanbl ATOr0 upouecca.

B 3KCIIepMMEHTANBHOH 4acTi paboThI CTEPIKHH C PASNIMYHLIMUA OTHOLUEHUAMY b/a U yriamy ¢ moaBep-
ragMck PacTAYKEHUIO BIUOTh A0 PasphIBa. Pesynerarnl MpHBeneHb! Ha puarpamme 10. Oxu cpaBHuBa-
IOTCSE C TEOPETHYECKOM OLEHKOHM Hecyuled CcrocoGHOCTH.

Hcnons3yss NpoAo0yKEHHE MOJA HAIIPSDKEHMI B JKECTKYX0 OBNACTh MOYKHO IONYYHTH HHYKHIOO OllEeH-
Ky Hecyileil criocobGHocTH. DTa OneHKa Gosee Grm3Ka TOUHOMY 3HAYEHHIO, YEM T2, KOTOPYIO MOMHO HO-
JIYYUTH TPH TIPAMEHEHHMH CTATHYECKH JONMYCTHMOrO IOJS HANPKEHM, Ipenoxennoro B. [TPATEPOM,

Vi3 npuBeNEHHBIX PE3YJIBTATOR BBLITEKAET, UTO HECYLUAST COOCOOHOCTL ANSI CTEPIKHSI C HECUMMETPH-
yeckoit BriTouKod (puc. |) Gymer paBHOM Hecyuwel COCOGHOCTH AHANIOTHYHOTO CTEPYKHS C CHMMETPHU-~
HOM BpITOUKOM. Jl0BaBNEHHBIN 33 CYET AaCHMMETDMH MaTEPHAJ CYLIeCTBEHHO BNHSET ¥a XapaxTep IOJd
CKOPOCTH.

Summary

THE THEORETICAL AND EXPERIMENTAL YIELD POINT LOAD ANALYSIS
FOR NONSYMMETRICALLY NOTCHED BARS PULLED IN TENSION

The study on strain and yield point load for non-symmetrically notched bars (Fig. 1) is presented.
The deformation of the initially quadratic net drawn on the bar was studied under the assumption that the
material is rigid-perfectly plastic. In Figs. 6-9 the stages of this process are shown.

In the experimental part of the study, the non-symmetrically notched bars of different ratio b/a and
different angles were pulled in tension until fracture, The results are shown in Fig. 10. The comparison
of the results with the theoretical yield point load is given.

By extending stress field into the rigid part, the lower bound of the yield point load may be obtained
with a better degree of accuracy to the exact solution that the solution with the application of the statically
permissible stress field proposed by W. PRAGER.

It follows from the analysis that the yield point load for non-symmetrically notched (Fig. 1) is the
same as for a similar bar with symmetric notch. However, the significant influence on the character of
the velocity field is caused by the additional material.

ZAKLAD MECHANIKI OSRODKOW CIAGLYCH
INSTYTUTU PODSTAWOWYCH PROBLEMOW TECHNIKI PAN

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 10 Intego 1966 r.



