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W pracy ninieiszej przeprowadzono analize ruchu i stabilnosci ukladu wibro-ude-
rzeniowego przedstawionego na rys. 1

Na poziomej chropowatej suchej plaszczyZnie (wspdiczynnik tarcia u) porusza sig¢ pod
dzialaniem sity okresowej P cos{(wt--p) cialo M o masie m. Cialo M jest przytwierdzone
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Rys. 1

do nieruchomej $ciany pionowej 4 za pomoca sprezyny o sztywnoécei ¢. Podczas ruchu
cialo M uderza o nieruchomy ogranicznik e—a oddalony o X, od punktu O poloZenia,
w ktérym sprezyna jest w stanie nienapigtym.

Przy analizie drgan rozwazanego ukladu przyijgto nastgpujace zaloZenia:

1) uderzenie masy o ogranicznik a—a odbywa si¢ nagle na odcinku czasu bardzo
malym w por6éwnaniu z okresem ruchu;

2) predkosé masy po odbiciu od ogranicznika a— a charakteryzuje si¢ wspdtczynnikiem
restytucji R(0 <C R < 1), ktéry zgodnie z hipoteza Newtona nie zalezy od predkoéci,
lecz jedynie od materiatéw zderzajacych sig cial;

3) masa ogranicznika jest nieskonczenie duza i nie bierze udzialu w drganiach ukiadu;

4) mozliwe sa drgania masy m o okresie rownym okresowi sily wymuszajacej lub jego
krdtnoscei.

Réwnanie ruchu przy X # 0 ma postaé:
axx;
dr?

(1.1 m +cX; = —pmgsignX;-+ Pcos(wl + ;).

Rozpatrywaé bedziemy ruch masy m w dwéch przedziatach czasowych o «dtugoéei»
1 it,, gdzie ¢, jest czasem, ktdry uptynie od chwili uderzenia do osiagnigcia przez mase
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maksymalnej amplitudy L, 7, za§ czasem, ktéry uplynie od osiagnigcia maksymalnej
amplitudy do nastgpnego kolejnego uderzenia. Czas w kazdym z tych przedziatéw liczymy
od zera.

1. Po uderzeniu — ruch w stronge dodatniej czgéci osi X

X>0, sign¥=1;
4’

(1.2) m———i- + X, = —pumg + Pcos{wt 4 ¢).
Podstawmy
; S X3 ol =1 K==
m
(13)
k umg
),, = — _
w P

Otrzymujemy po podstawieniu (1.3)
(1.4) %A% = —a-cos(t+gy),

Calka ogdlna réwnania rézniczkowego (1.4) w przypadku 2 1 ma postaé:

X = — —~—l—Alcoslr+Blsmlr+ 221 cos(t+ @)
(19)
X% = —AA;sinAt +AB,cos At — ll sin{(t+ ¢y).

Podstawiajac warunki na krancach rozpatrywanego przedziahu

(1.6) 70 =%, ¥(0)=Ro, x(m)=1 %(@)=0,
gdzie
mw
= —FV’ V=0
(1.7)
2
e "'-’“’ Xo, Xo<L<oo,

V za$ jest modutem predkosci punktu M w chwili uderzenia masy o przegrode.
Otrzymamy nastgpujace zwigzki dla statych calkowania:

. a 1
Al =x0—|—ﬁ-—2’7_~14 COS(pl,
(1.8) .
sm()zl Rv
I TALNN S ‘
oraz
-4 _a , X cosq cos (T + @) Sin(rl—l—tpl)t A
19) 1= dcosin 7 T ooshn, T (B—Dyeosam, T =1 T am—1) B4
- _ Axp Acosg, sing, N sin(t,+¢,)
v = R tednt o tghn — RE—1) B Rp—1 T RE=T)cosin,
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2. Na drugim odcinku — ruch w stron¢ ujemnej czedci osi X: X < 0 — ruch uktadu
dany jest réwnaniem rézniczkowym.:

ax
(1.10) m—dtzz- + X, = umg+ Pcos(w! + ¢,)
lub po podstawieniach (1.3)
(1.11) 3+ A%, = a+ cos(t+ @,).

Catka ogolna réwnania rézniczkowego (1.11) w przypadku 2 # | ma postac:

X, = -»% + A,cosAt + B,sinAt 4 -}:2—1_—1 cos(t+ @,),

(1.12)

X, = —AA,sinAt+AB,cosAt — 121_“1 sin(t+ ).
Podstawiajac warunki na krancach drugiego przedziatu:
(1.13) B0 =1, %@ =0, xXm)=x, io)=—o0
gdzie

T, +71, = 2nn,
n=1,2,3... za§ jest stosunkiem okresu ruchu masy m do okresu sily wymuszajacej,
otrzymamy:

SR 4 g, SN
U A=l B=geoy
gdzie
P2 =@ +7;
oraz
] = _a__L _COS(PZ _ sin (12} tg}_‘[ _ COS @, Xo .
(1.15) A Peosdy, - =1 (A1) 2 (R —1)cosht,  cosit,’
o a sinp, | sing, Acosgy
- — 7 teAn— — tght,.
v = Axotgit, ) tgir, (F2—T)cosir, = A—1 pE git,

W zwiazkach (1.9) i (1.15) niewiadomymi sa 7, oraz ¢,. Poréwnujac zwiazki (1.9);
i(L.15) oraz (1.9), i (1.15), stronami otrzymujemy nastgpujace réwnania:

(1.16) a, Cos(pl—l_bl Sin(pl = Cy, a,C0s8 (p1+bzsin(P1 = Cy,
gdzie .
? A
a; = —3—— (cos Aty —cos Aty) + —5—— sin2zndsint,,
Ao
b, = Yo sin2nnicost,,
¢, = A*xy(cos Aty —cos At,) —a(cos A, 4 cos Aty —2cos Aty cos Aty),
A2 2 _
a, = yo (sinAt,cosAt,— Rcos At sindt,)— 1 (cosAt,+ Rcos Aty )sinty;
A1-+R y)
b, = (}'2—__}_‘1)005171005h2_,ﬁ (cosAt,4-RcosAt )cost,

¢, = A*x,(sin Az, cos Ar, — Rcos Aty sindty)+ a(sin At; cos At + Reos At sin At,) -

5 Mechanlka teoretyczna
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Rugujac z réwnan (1.16) parametr ¢, dochodzimy do zwigzku

ac 2 blcl 2 albl 2

(1.17),

ac, byc, ab,

Mozna wykazaé, ze rozwiazania ukiadu (1.16) istnieja, jezeli
a+bi—ct=0, i=1,2.

Roéwnanie przestepne (1.17); rozwiazujemy graficznie kre§lac wykres funkcji

bie,

byc,

2 2

a,c, 2 a1b1

(117); Fz) =

ac, ab,

w przedziale [0; 2znn].

Przy analizie stabilnosci ruchu rozpatrywanego uktadu postuzymy si¢ metoda prze-
ksztalcenn punktowych [1]. Dla rozpatrywanego ukladu dynamicznego plaszczyzng fazowa
(%, x) dzielimy pélprostymi S, S, S, na obszary Ii II. W kazdym z tych obszaréw ruch
ukladu opisany jest liniowym réwnaniem rézniczkowym.

D
[ —
&
by
>

Rys. 2
Trajektorie fazowe rozpatrywanego ukladu okreflaja przeksztalcenie punktowe péi-
prostej

S w S, wobszarze I,

S, w S, w obszarze II,

zwiazek za$

przeksztalca pdiprosta
S, w S

prowadzac do wzajemnie-jednoznaczne;j i ciaglej odpowiednioéci punktéw tych pdlprostych.

Oznaczmy te przeksztaicenia punktowe odpowiednio przez =, m,, 73 a przez s, 8y, S,
i s’ punkty przesunigcia fazowych trajektorii z odpowiednimi pétprostymi. Znajdziemy
obecnie funkcje przyporzadkowania, ktére okredlaja omowione przeksztalcenia punktowe.
W tym celu do rozwiazania réwnania rézniczkowego (1.14) podstawiamy warunki:

x,(0) = xy, x,(0) =s,

(1.18) przeksztalcenie 7, { .
. xl(Tl) = 81, xl(Tl) = 0.
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Po prostych operacjach matematycznych otrzymamy uklad réwnaf, po rozwiazaniu
ktérego wzglgdem s i 57 znajdziemy funkcje przyporzadkowania w postaci parametrycz-
nej. Dla przeksztalcenia 7,

| Ax+a sin g, sin(t,+ @)

- [ Y L COS%] g — 2—1" (—Decosiz, ’
_a l—cosir; Xo cos @,

(L19) 1 =75 cosAt; | cosdt;  (A2—1)cosit, +

1 1 .
+mcos(rl+<pl)+mtg}.rl sin(t;+¢,).
Nastepnie podstawiajac do rozwiazania réwnania rdzniczkowego (1.11) warunki:

%(0)=s,, X%(0)=0,
(1.20) przeksztalcenie a'cz{ 2(0) ' ,2 )
X2 (7-'2) = Xo» xz(Tz) =38
i rozwiazujac otrzymany uklad réwnan wzgledem s, i s, znajdujemy funkcje przyporzad-
kowania (w postaci parametrycznej) dla przeksztalcenia n,:

A2xy— 1 cos gvz

1 cos @,
T cos).rz o =)

(#*=1)cosit, '

s =
(1.21)

a—A%x, y) sin(p,—7 sin
55 =[ > 0y 7 °08 <pl] tgAt, - '——(Az—(f)lcoszi)rz — Zz_(pll .

tgAr,sing, —

Punkt nieruchomy s* omawianego przeksztalcenia punktowego znajdujemy z warunku

’

§=g.

Stabilno§é punktu nieruchomego i odpowiadajacego mu ruchu okresowego znajdujemy
z twierdzenia Koenigsa [1], a wiec ruch jest stabilny, jezeli

ds’
ds |s=s

<1

i niestabilny, gdy

ds’

1
ds s=s"’>

Dla omawianego ukladu analityczny warunek stabilnoéci ma postag:

‘_ii
ds

<1,

sinit,
sin Az,

poniewaz

ds' _ (ds)/dv) (ds]dy) ds’
ds — (ds|dr,)(ds|dry) ds,

Przyktad. Rozpatrzono ruch i stabilnoéé uktadu w przypadku gdy
A=04, a=01, x=10, R=05 =n=1.

5*



68 BoHDAN KOWALCZYK

Dla tych danych wykrelono wykres funkcji F(z;) (1.17),, rys. 3. Punkty przeciecia sie

krzywej z osig odcietych wyznaczaja te warto$ci dla kt6érych F (7;) = 0. W danym przypadku
uzyskano dwa rozwigzania:

7, =320, 7T, =3,56.

Ffrs)

T

Rys. 3

YV przypadku 7, nie istnieje okresowe rozwiazanie rozpatrywanego ukladu. W przypadku
7, = 3,56 ruch ukiadu jest stabilny, gdyz

——‘ = 0,557 <1

Rys. 4

Zalezno$¢ przemieszezenia bezwymiarowego i bezwymiarowej predkoéci od czasu podana
jest na wykresach (rys. 4). -



UKLAD WIBRO-UDERZENIOWY Z TARCIEM SUCHYM 69

Literatura cytowana w tekScie

A. A. ABIOPOHOB, A. A. BUTT, LI, D. HANUKWH, Teopua roaebanuit, Mocrkaa 1959,

Pesome

AHAJIN3 BUBPOYIAPHOM CHUCTEMBI IPU HAJIMUNHK CYXOrO TPEHHA

B pafoTe paccMaTpHBAaCTCA NBHYKEHHE OJHOMACCOBOM BUOPOYNAPHON CHCTEMBI C JIMHEIHOH yrpy-
roit xapaxrepucruKkoli. Ilpeanomnaraercs, 4To KoJyieGaHUs CHCTEMbI 3aTyXalOT 33 CUCT CYXOrO TPEHHS.
Brisegennr hopmysIsl [UIst MEPEMEIEHHH i CKOPOCTH KOJIEGIIOLUEMCT MaCChl COOTBCTCTBYIOI{HE CIYUalo
JEPHONHUUECKHX KONebanuit, ¢ MEPHOIOM PaBHBLIM IIEPHOAY BO3MYINAIOIIEH CHJIBI MJIH €r0 KPAaTHOCTH.

SBnende ypapa Macchl O IIpErpajly YUHTBLIBAETCSI NIPH HOMOLIM KOd(dHUIMeHTa BOCCTAHOBNEHMS
CKOPOCTH. AHANHM3 YCTOHUWBOCTH INEPHOAHUECKOrO ABMYKEHHS PACCMATPHBAEMOIl CHCTEMBI MPOBENEH
YIpH IIOMOLUY METONA TOUEUHLIX NpeoOpasoBaHMi.

Summary

ANALYSIS OF A VIBRATORY-IMPACT SYSTEM WITH SOLID FRICTION

The paper deals with investigation of a vibratory-impact system with one degree of freedom assuming
that the vibrations of the system are damped. The equations describing displacement and velocity of vibrat-
ing mass are given in the case when the frequency of vibration is equal or multiple of exciting force frequency.

The effect of impact is described by means of the coefficient of restitution of velocity.

The stability of periodic motion was investigated by means of point-transformation method.
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