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FUNKCJE  PRZEMIESZCZE Ń  DLA  OŚ RODKA  POPRZECZNIE  IZOTROPOWEGO

BOGDAN  R  O G  O  W  S K  I   ( ŁÓD Ź )

Wstę p

LECHNICKI  [1]  podał   funkcję   naprę ż eń  dla  ciał   o  izotropii  poprzecznej,  której  stoso-
wanie ograniczone jest do zagadnień osiowo- symetrycznych.  Wyprowadzona  przez  N OWAO
KIEGO  [2] funkcja  naprę ż eń,  spełniają ca  równanie  róż niczkowe  czwartego  rzę du, ma  szer-
sze  zastosowanie,  nie  obejmuje  jednak  tych  zagadnień,  w  których  na  obwodzie  obiektu
dane  są   trzy  warunki  brzegowe.  W  pracy  [3] pokazano,  że  stan  naprę ż enia  i  przemiesz-
czenia w  oś rodku  poprzecznie  izotropowym  moż na wyrazić przez dwie funkcje  spełniają ce
równania  róż niczkowe,  odpowiednio,  drugiego  i  czwartego  rzę du.  Podane  w  pracy  [3]
funkcje  rozwią zują ce  rozszerzyły  zakres  moż liwych  rozwią zań,  jednak  uż ycie  ich  do  roz-
wią zywania  problemów  brzegowych  napotyka  poważ ne  trudnoś ci  [4].  W  pracy  [5] po-
kazano,  że  stan  naprę ż enia  i  przemieszczenia  moż na  w  przypadku  zagadnienia  osiowo-
symetrycznego  wyrazić  przez  dwie  funkcje  naprę ż eń,  spełniają ce  równania  róż niczkowe
drugiego  rzę du.

W  pracy niniejszej  pokaż emy,  że moż liwe  jest  dalsze  rozprzę ż enie podstawowego  ukła-
du  równań  zagadnienia  równowagi  ciała  trójwymiarowego  i  w  konsekwencji  wyraż enie
stanu  naprę ż enia  i  przemieszczenia  w  liniowym,  poprzecznie  izotropowym  sprę ż ystym
oś rodku  cią głym  przez  trzy  funkcje,  z  których  każ da  spełnia  czą stkowe  równanie róż nicz-
kowe drugiego  rzę du.

Równania  tego  samego  rzę du  otrzymuje  się   dla  dwóch  funkcji  przemieszczeń  w pła-
skim  zagadnieniu  oś rodka  ortotropowego,  dla  którego  przestrzenne  zagadnienie  równo-
wagi  sprowadzono  w  pracy  [6] do  cał kowania  równań  szóstego  rzę du.

1.  Podstawowy  układ  równań  zagadnienia  równowagi  sprę ż ystego  oś rodka poprzecznie  izotropowego

Rozpatrzymy  w  ramach  liniowej  teorii  sprę ż ystoś ci  statyczne  zagadnienie  jednorod-
nego,  liniowo- sprę ż ystego,  poprzecznie  izotropowego  ciała  trójwymiarowego.

Przyjmiemy  kartezjań ski  ukł ad współ rzę dnych, w  którym  płaszczyzna x3  =  0  pokrywa
się   z płaszczyzną   izotropii.

Wykorzystując  uogólnione prawo  H ooke'a dla  oś rodka  poprzecznie izotropowego  [1]:

af  A Ą , j r y 2 O 0 3 3 / 1 « f l ,

(1.1)  ff«3  =   2p2ea3,

3 ,  a,  / ?,  y  —  1 , 2;
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równania  równowagi:

(1.2)  ffyj+ X^O,   i,j  = 1 , 2 ,3

oraz zwią zki  Cauchy'ego

(1.3)  £y =  j ( « u + M j A

moż na otrzymać dla omawianego  oś rodka, przy  pominię ciu sił  masowych  Xt,  nastę pują cy
ukł ad równań dla przemieszczeń

(14)

gdzie ux,u3  są  rzutami wektora  przemieszczenia  ut  na pł aszczyzny,  odpowiednio, równo-
ległe  i  normalne do  izotropowej  pł aszczyzny  x3  = const.

Wystę pują ce  w  (1.1) i  (1.4) parametry materiał owe Xi}  fjL#  wyraż ają  się przez techniczne
stałe wzorami:

E  v+vlV2  E

l- v- 2vxv2  '  ^  2(1+ r)'

gdzie E, v — moduł  Younga  i  współ czynnik  Poissona  charakteryzują  wł asnoś ci  sprę ż yste
w pł aszczyznach x3  =  const  (izotropowe), a Ex,  Gt,  vx  są  moduł ami  sprę ż ystoś ci  i współ-
czynnikiem  Poissona  w  kierunku  prostopadł ym do  tych pł aszczyzn.

2.  Funkcje  przemieszczeń

Wprowadzimy  funkcje  przemieszczeń  ę {xx,  x2,  x3),  (p3(xi,  x2>  x3)  takie,  aby

(  }  u3  =  d3r,   0 , ( 9 - 1 , 2,

gdzie a  jest  stał ą,  ef  symbolem  permutacyjnym  (s{  = z\  =   O, ej  =  1,  e£ =  — 1), a  dla
symboli  róż niczkowania przyję to  oznaczenia

Podstawiając  (2.1) do  (1.4)  otrzymujemy

§ } 2 | ] 9 J 3  = O,«{(

gdzie A jest  operatorem Laplace'a wzglę dem  zmiennych  xa.
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Równania  te  bę dą   spełnione, jeś li  funkcje  q>, <p3 bę dą   rozwią zaniami  równań

q> =  0,
( 2 3 )

(2.4)

Niezerowe  rozwią zania  dla  funkcji   <p  otrzymujemy  wtedy,  gdy  operatory  róż niczkowe
wystę pują ce  w  (2.3) są   identyczne, na  to zaś potrzeba, aby

Eliminują c  w  równaniach  (2.5)  stałą   a  otrzymujemy  równanie  dla  s2

Z  kolei  dla stałej a  otrzymujemy

Ol\   a  -   ^ 3  v2  ^ 2

Jeś li  J i,  sf  są   pierwiastkami  równania  (2.6)  i  funkcje  q>t  i  q>2  spełniają   równania

(2.8)  | ^ H - ^ - 3 i J9 » «  =  0;  a  = 1 , 2 ,

to  funkcje  te spełniają   także równania (2.3).

Parametrom  sf,  s\  danym  wzorami  wynikają cymi  z  (2.6)

odpowiadają   stał e,  odpowiednio, ax  i  a2,  które  zgodnie  z  (2.7) wynoszą

(2.10)  _ .
1̂ 2l«2)

Wykorzystując  równoś ci wynikają ce  z  (2.6)

sis 2.  =  —

(2.11)

dochodzimy  do  wniosku,  że  stałe  at  i a2  zwią zane  są   zależ noś cią

(2.12)  ot- a2- l,

czyli

(2.120  a2 = «r1-
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Skł adowe  wektora  przemieszczenia  moż emy  zgodnie  z  (2.1)  wyrazić  przez  funkcje
9>i> 9>2> <Ps  wzorami

"a  =
(2 13)

«3  =  33(9>i + 9>2);  a,/?  =  1,2.

Jeś li w zwią zkach  (2.13) wprowadzimy  nowe oznaczenia

(2.14)  ay  =   k,  (pt  =  ^ j  a r 1 ^  =  %»  C>3  •

to otrzymamy

(2.15)
w , =

Funkcje  ft  (i =  1, 2, 3)  speł niają  równania  wynikają ce  z  (2.8)  i  (2.4)

(2.16)  (^1+ ^5- 31)̂ =  0,  / - 1 , 2 , 3,

w  których  parametry  5?  zależą  od  technicznych stał ych  sprę ż ystoś ci  oś rodka  i  wynoszą
zgodnie z  (1.5), (2.4), (2.9)

(2.17) s\ ,sl = I I ;  a

,  tj.

gdy  a 2 - £  =  0,  tj.

I I I ;  a i i V/ S - a2  ,  gdy  a 2 - ^  <  0,  tj.  0  <  ^ 1  <  y,

(2.18)

przy czym

(2.19)

a  =
1

l- v  \G,

1  E

y =

Stała  fc  wchodzą ca  do  zwią zków  dla  skł adowych  wektora  przemieszczenia  wyraża  się
zgodnie z  (2.14) i  (2.10) wzorem

(2.20)

Zależ nie  od wł aś ciwoś ci  sprę ż ystych  oś rodka  parametry  j 2  i  s$  mogą  być  rzeczywiste
dodatnie (róż ne przyp. I ) , (równe przyp. II )  lub zespolone, sprzę ż one (przyp. I I I ) (por. [1]).
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Taka  może  być  również  stała  k  dana  wzorem  (2.20).  D la  wię kszoś ci  materiał ów  kon-
strukcyjnych  parametry  te  są   rzeczywiste.  N a  przykł ad  materiał y- kompozycje  typu  la-
minaty,  które,  jak  wiadomo,  charakteryzują   się   silną   anizotropią   (EIE±  «  5- 15,
GjGi  *  5—100  [7])  bę dą   należ ały  do  tej  klasy materiał ów.

W  pracy  [3],  gdzie  trójwymiarowe,  statyczne  zagadnienie  oś rodka  poprzecznie  izo-
tropowego  sprowadzono  do  cał kowania  kolejnych  równań  drugiego  i  czwartego  rzę du,
operatory  róż niczkowe  wystę pują ce  w  tych  równaniach  zawierają   parametry  analogiczne
do  danych  wzorami  (2.17),  (2.18).  Także  równanie  dla  funkcji  naprę ż eń  podanej  w  [2]
zależy  od analogicznych  parametrów.

Uwzglę dnienie  (2.15)  w  (1.3),  a  tych  ostatnich  w  (1.1)  prowadzi  do  wyraż enia  skła-
dowych  tensora  naprę ż enia  przez  pochodne  czą stkowe  funkcji  przemieszczeń.  Po wyko-
rzystaniu  zależ noś ci,  jakie  zachodzą   mię dzy  parametrami  sf,  j | , k  i  równań  (2.16)  otrzy-
muje  się :

o xi  =   <*2i =   2/ j,18l2(ktp1+y)2)  + / J'lidlyis-   dly>3),

(2.21)  < r 1 3  =   t j

023 =

33  ,  „ „   '  "  \Sf

Zwią zki  (2.15)  i  (2.21)  opisują   skł adowe  wektora  przemieszczenia  i  tensora  naprę ż enia
przy  pomocy  czą stkowych  pochodnych  trzech  funkcji  przemieszczeń,  spełniają cych  rów-
nania  róż niczkowe  drugiego  rzę du  (2.16).  Sprowadzenie  zagadnień  równowagi  do  całko-
wania  równań  drugiego  rzę du  uł atwia  rozwią zywanie  problemów  brzegowych.

Wię kszość materiał ów  poprzecznie  izotropowych  posiada  takie  właś ciwoś ci  sprę ż yste,
że np.  w pł ytach  wykonanych  z tych materiał ów istotny  wpływ  na stany naprę ż enia i prze-
mieszczenia  mają   poprzeczne  ś cinanie  oraz  naprę ż enia  normalne  poprzeczne  do  płasz-
czyzny  ś rodkowej  [12].  Zachodzi  tu  zatem  konieczność  budowania  ś cisłych  rozwią zań
dla  ciał  trójwymiarowych  na  gruncie  teorii  sprę ż ystoś ci.

3.  Szczególny  przypadek  oś rodka  poprzecznie  izotropowego

Zał óż my,  że  mamy  do  czynienia  z  takim  oś rodkiem  poprzecznie  izotropowym,  dla

którego  parametry  sf  i s2  wynoszą

Wówczas  warunek  (2.11)!  spełniony jest  toż samoś ciowo,  a  równość  w  (2.11)2  zachodzi
wtedy,  gdy  moduł   sprę ż ystoś ci  postaciowej  w  kierunku  normalnym  do  płaszczyzn  izo-
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tropowych  x3  =  const  zwią zany  jest  z  pozostał ymi parametrami materiał owymi  oś rodka
zależ noś cią

Mamy tu zatem cztery  niezależ ne stałe  sprę ż yste.
Uwzglę dniając  (3.1)  i  (3.2) we  wzorze  (2.20)  otrzymujemy  dla  stał ej  k

(3.3)  k =  - £&- .

Zwią zki  dla  skł adowych  wektora  przemieszczenia  i  tensora  naprę ż enia  otrzymuje  się
uwzglę dniając  (3.3) i  (3.1) w  (2.15) i  (2.21) w postaci:

««  =

- 5  3f(vi + y>2)- 2/ i1  dl  \ - Y

X2+/ *2

( 3 > 5 )  ,  ,

X2 +  X

Funkcje  przemieszczeń  ^((A'I  >  ^2, X3) speł niają  tu  równania

(3.6)  iA  + - ~dl)fi  =  O;  i  = 1 , 2 , 3,

przy czym

Istnieje  duża  klasa  poprzecznie  izotropowych  materiał ów  konstrukcyjnych,  których
stałe sprę ż yste z dobrym przybliż eniem  speł niają  zwią zek  (3.2), który,  przy  wykorzystaniu
zależ noś ci  (1.5), ma postać

G  E  1  E  I ,  ,  E  \  .  1 -   v
2  '
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w której wszystkie skł adniki wystę pują ce  po prawej  stronie są  dodatnie. Do tych materiał ów
należą   niektóre  tworzywa  sztuczne  uzbrojone  siatkami  z  włókien  szklanych,  drutów  sta-
lowych  czy  siatkami  azbestowymi.

Warunek  (3.8)  spełniony  jest,  mię dzy  innymi,  w  przypadku  oś rodka  izotropowego.

4.  Przypadek  izotropii

Szczególnym  przypadkiem  omawianego  w  pracy  oś rodka  jest  ciało  izotropowe,  dla
którego

(4.1)  lx  =  X2  =  A =   ( 1 . + v ) ( 1 _ 2 y ) - .  h  1

E
m  rz  r  2 { 1 + v )  •

Jeś li  w  wyraż eniach  (3.4)  i  równaniach  (3.6)  zastosujemy  podstawienie

t 4 . 2 )

i  wykorzystamy  wynikają cą   z  (3.2) zależ ność

f 4 3 \

to  otrzymamy

( 4 4 )  «.   -

(zI  +  3f)v  =  0,

( ) L " 2 )

Pole  przemieszczeń  opisane  jest  w  tym  przypadku  wzorami  (4.4)  za  pomocą   trzech
funkcji  tp, Q,  <p,  które  spełniają   równania  róż niczkowe  (4.5).

W  granicznym przypadku oś rodka izotropowego otrzymuje się  z (4.4) i (4.5) po uwzglę d-
nieniu  (4.1)ł )

u3  =   d3(Q+ip),

1}  Harmoniczność funkcji  \p wynika  bezpoś rednio z (4.2) jedynie dla  ^  1. Okazuje  się   jednak,

że  równania  (4.4),  (4.5) pozostają   sł uszne także dla  = 1  i wtedy  mają   postać  (4.6)  i  (4.7), co

ł atwo  sprawdzić  bezpoś rednim  rachunkiem,  podstawiając  (4.6)  i  (4.7)  do równań  przemieszczeniowych
oś rodka  izotropowego.
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przy  czym  funkcje  przemieszczeń  Q,  q>,  y>  spełniają   równania

(4.7)  A3ip  = O,  A3cp  — O,  2(\ .—v)A3Q+d\ - y  =  §,

gdzie

Przypadek  (2.17)2, w  którym

\   1  i.

moż na  sprowadzić  przez  podstawienie  x'3  =   x3  a  do  analogicznego  zagadnienia  dotyczą-
cego  oś rodka  izotropowego,  opisanego  zwią zkami  (4.6) i  równaniami  (4.7)

5.  Płaski  stan  naprę ż enia  w  oś rodku  ortotropowyra

W  przestrzennym  zagadnieniu  równowagi  oś rodka  ortotropowego  nie  jest  moż liwe
zastosowanie  podanego  sposobu  rozprzę ż enia ukł adu równań problemu,  [8,9,10].  Jest  to
natomiast  moż liwe  dla  ciał   o  ortotropii  poprzecznej,  znajdują cych  się   w  pł askim  stanie
naprę ż enia  lub płaskim stanie odkształ cenia.

Rozpatrzmy  ciało  ortotropowe,  w  którym  osie  przyję tego  prostoką tnego,  kartezjań-
skiego  układu współ rzę dnych  pokrywają   się   z  głównymi  kierunkami  ortotropii.  Stan na-
prę ż enia,  odkształ cenia  i  przemieszczenia  rozpatrywanego  oś rodka  opisuje  się   uogólnio-
nym prawem Hooke'a wią ż ą cym  naprę ż enia  {ax,  0y>  T^Jimale'odksztatcenia  {sx,  ey,  yxy}
[ I I ] 2 '

(5.1)

C l l   C12  0

c i a  c2 2  0
0  0  c66

zwią zkami  Cauchy'ego:

(5.2)  sx  =  utX,  ey  =   vty,  y x y  =  u,y

równaniami  równowagi:

(5.3)
=   0 ,

=  0

oraz warunkami  brzegowymi,  wynikają cymi  ze  sposobów  podparcia  i  obcią ż enia  obiektu.
Wystę pują ce  w  (5.1) c x l ,  c22,  c12,  c66  są   parametrami materiał owymi  rozpatrywanego

oś rodka  ortotropowego,  a  w  (5.2)  u  i  v  są   składowymi  wektora  przemieszczenia,  odpo-
wiednio, w kierunku  osi  x  i  y.

2 '  We  wzorach  tego  punktu  uż yjemy  tradycyjnych  oznaczeń  współ rzę dnych  prostoką tnych  (x,  y)
zamiast  poprzednio  wystę pują cych  (JCU x2,  x3).
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Wykorzystując  zwią zki  (5.2) i  (5.1)  moż emy  sprowadzić  równania  równowagi  (5.3)
do  równań  wyraż onych  przez  przemieszczenia  u — u{x, y), v — v(x, y),  które  przy po-
minię ciu sił  masowych X  i Y mają  postać

Ci.iU,xx + c66u,yy+(c12  + c66)viXy  =  0,
(5  4")
v  '  c66v+c22v  + (c1  +  c)uiXy  = 0.
Wprowadzimy  funkcję   przemieszczeń (j>(x,y)  taką, aby

(5.5)  u =   a(/ )iX,  v -   <j> ty,

gdzie a jest stał ą.
Podstawienie (5.5) do (5.4) prowadzi do równań dla funkcji <j>

>,yy}>x  = 0,
5  }  {[ ć i a + c6 6 ( a + l ) W+ C Mf  }., -   0.

Stąd

\<f>,y y  =f{y),
(5 7)

[Ca+c{a+l)^   + c21\4>tyy = h(x).
Jednorodne równania (5.7)

,xx  +  [c66  (a+1)  + cx 2] <j)  ,yy  =  0,

[ci2a+c66(a+l)](f) iXX+c22(l>,yy  = 0

mają   niezerowe rozwią zania wtedy, gdy

(5 9)
m  =  J_

c12a+c66(a+l)   '  clxa  " s2

Z  (5.9) otrzymujemy  równanie dla parametru s2

(5.10)  c66c22S4- [clxc22- Ci2(cl2+2c66)\s
2  + cllc6(l  = 0

oraz dla stałej a wyraż enie

(5.11)  a=   C '  C

Pierwiastkom jf, jf  równania  (5.10) odpowiadają   dwie  funkcje  spełniają ce równania

(5- 12)  *. . »+ - V0. . „ «O;  a = 1,2

bę dą ce rozwią zaniami równań (5.8).
Składowe wektora  przemieszczenia wyraż ają   się   przez  te  funkcje  wzorami  wynikają-

cymi z (5.5)

, 5  1 3* .  u  -   Oi^i,*+ fl2^2,* »

v  =   (j>i, y+^)2,y,

gdzie  ai,  a2  są   stałymi odpowiadają cymi  parametrom s\ , s2, które oblicza się   ze wzoru
(5.11).
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Parametry s\ ,  s\  wyraż ają   się  przez stale  sprę ż ystoś ci  wzorami  analogicznymi  do  (2.17))
w których  w  tym  przypadku

a  =

(5.14)

C 2 2

mają   takie  same  właś ciwoś ci,  jak  parametry  dla  poprzecznie  izotropowego  ciała  trój-
wymiarowego  omówionego  w punkcie 2  (por. też  [1]).

Podobnie, jak  dla  ciała trójwymiarowego,  mamy  tu

(5.15)  d ' - f l a - l.

Wprowadzając  oznaczenia  at  =  k,  ę t  — iplt  ai1(j) 2  =  ip2> otrzymujemy  z  (5.13)

(5.16)

przy  czym funkcje  fa  spełniają   równania  analogiczne  do  (5.12)

(5.17)  fa,Xx+\%,w  =  0;  a  =  1,  2,

a  stała k  dana jest  wzorem

(5.18)  k  -   °22  - 2  °66

Składowe tensora naprę ż enia wyraż ają   się  przez  funkcje  y>a(x, y)  wzorami,  które  otrzy-
muje  się  ze zwią zków  (5.1), (5.2) i  (5.16). Wykorzystanie  zależ noś ci, jakie zachodzą   mię dzy
wystę pują cymi  w  tych  zwią zkach  parametrami  i  równań  (5.17)  prowadzi  do  nastę pują-
cych  wyraż eń:

<fx  =  - c66(k+\ )  (,y>t,

(5- 19)  <yy  =  - c66(k+l)   (y)U

?Xy  =   c66(k+l)   (fUx

Zwią zki  (5.16)  ,(5.19)  i  równania  (5.17), w  których  stała  k  dana jest wzorem  (5.18), a pa-
rametry  sl,  sl  wzorami  (2.17),  w  których  a. i  /? mają   wartoś ci  (5.14),  stanowią   ogólne
rozwią zanie  równań jednorodnych  (5.8).

D la  znalezienia  ogólnego  rozwią zania  wyjś ciowego  problemu  trzeba  znaleźć  ponadto
rozwią zanie  szczególne  równań  (5.7).  Z  równań  (5.7)  wyznaczymy

(5.20)
9,xx  TT

M
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przy  zał oż eniu, że wyznacznik  tego  ukł adu jest  róż ny  od zera

(5.21)  M  =   ctlC22a- [(<:66{a+l)   + c^[c66{a+Y)Ą - cl2a)[  <£  0,

tj.  stała a przyjmuje  dowolne  wartoś ci  z  wyją tkiem

(5.21')  a  ?>  k,  a*  k~\

gdzie  k  dane  jest  wzorem  (5.18).
Z  równań  (5.20)  otrzymujemy

( 5 - 2 2 ) M   =  M

Wynika  stą d, że funkcje  f{y)  i h(x)  muszą  mieć postać

(5.23)  fly)  =   byz  + cy + d,  h(x)  =   £
ctla

Uwzglę dniając  (5.23)  w  (5.20)  i  cał kując  te  ostatnie,  otrzymujemy  dla  funkcji  <j>(x,  y)

(5.24)  4>(x,y)  =  c22[^r- Ayh

gdzie  A,  B,  C, D,  E, F,  G, H,  K  są  stał ymi dowolnymi.

Skł adowe  wektora  przemieszczenia  i  tensora  naprę ż enia  wyraż ają  się  tu  wzorami:

u  =  a(piX  =  c22a(3Ay2x+2Byx)  + c11a
2Cy2  +

(5.25)

v  =   (f>ty  =  c22(3Ayx2+Bx2

di  =   Kc22cll~cl2)a~c66c12(a+l)](3Ay2

(5.26)  ay  =

+  2a[c11c22- c12c66(a+l)- c2

2]Cx+2c12aE+2c22G,

rxy  m 2c22c66(a+l)   (3Ayx+Bx)+2c66(a+l)ac11Cy+c66(a+l)D.

Za  pomocą  rozwią zań  (5.25)  i  (5.26) moż na opisać stany naprę ż enia i  przemieszczenia
w tarczach o skoń czonych wymiarach w  szczególnych  przypadkach warunków  brzegowych
(metoda  odwrotna).  D ane  zagadnienie  brzegowe  w  tarczach  prostoką tnych  moż na roz-
wią zać  wykorzystując  ogólne  rozwią zanie,  które jest  sumą  rozwią zań  (5.16),  (5.19),  (5.17)
oraz  (5.25)  i  (5.26).
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6.  Przypadek izotropii

Zwią zki  (5.16) i równania (5.17) moż na przekształ cić w odpowiednie zwią zki i równania
opisują ce  płaski stan naprę ż enia w oś rodku  izotropowym.

Jeś li  zastosujemy  w (5.16) i (5.17)  podstawienie

(6.1)  ky>i + y)2  = Q,  ( l - f c2 M  -   <P,

to  otrzymamy

(6.2)  u = QiX,  v =   kQ,y+(p,y,

(6.3)  '&,x*+Q M+*p.»  = 0.

gdzie oznaczono

W  przypadku  oś rodka izotropowego,  dla którego

C  C  -   E  C

otrzymujemy  z  (2.17),  (5.14)  oraz  (5.18)

(6.6)  Ą   = sl =   Jfe -  1.

Uwzglę dniając  (6.6) w  (6.4) stwierdzamy, że dla stałej A otrzymujemy w tym  przypadku

symbol  nieoznaczony —.

Dla  obliczenia  granicy  wyraż enia  (6.4)  przyjmiemy  taki  przypadek  oś rodka  ortotro-
powego,  dla  którego

2
IC 1\  2  C H   2  1  C11C 22~C 12

(6.7)  Sl =  ,  S2 =  1,  C66 =   •   - a-   ..
C 22  Cn + C22+ZCx2

Łatwo sprawdzić, że równanie  (5.10) jest spełnione tu  toż samoś ciowo.
Podstawiając  (5.18)  oraz  (6.7)t  i  (6.7)2  do (6.4)  i  uwzglę dniając  wynikają ce  z  (6.7)3

równoś ci

c22- c12- 2c
12- 2c66

otrzymujemy  dla stałej A

(6.9)

3)  W tym przypadku niezerową  funkcję   <p, wią ż ą cą   się  z funkcją   ip, za  pomocą   wzoru  (6.1)2  należy
rozumieć jako  graniczną   funkcję   cią gu  q0i, gdy i - > l,
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W  przypadku  izotropii,  dla  której  zachodzą   zależ noś ci  (6.5) mamy

(6.10)  A=±- (l+v).

Tak wię c dla  izotropii  otrzymuje  się  w przypadku  płaskiego stanu naprę ż enia

(6.11)  u = QjX,  v =   Q,y+<p iy,

(6.12)  A<p = 0,
2   T l

7.  Płaski  stan  odkształcenia

Wyprowadzone  w punkcie  6 funkcje  przemieszczeń  opisują   zarówno  płaski  stan  na-
prę ż enia, jak  również  pł aski  stan  odkształ cenia, a wię c pł aski problem  teorii  sprę ż ystoś ci.
W  obu  zagadnieniach  podstawowy  ukł ad  równań  róż niczkowych  zagadnienia  równowagi
ma  postać  (5.4), a jedynie  róż ne są  stałe współ czynniki w równaniach  dla  obu  zagadnień.

W  przypadku  pł askiego  stanu naprę ż enia jest:

c  -
L22  —

, 5 1 )  l - V i a ^'  l- v12v21'

r  -  r  -   E t V i l  ElVl2

c%2 —  C2\ — r

a w  przypadku  pł askiego  stanu odkształ cenia

j c 2 2  =- ~-

B  =   l- vl2v2l- v23v32- v31vi3- 2v12v23v3i,

gdzie przez Et (i =  1, 2), vtJ  (i,j =  1, 2, 3, /  ?> j)  oznaczono  moduły  Younga  i współczyn-
niki  Poissona,  przy  czym  indeksy  1, 2, 3  odpowiadają   głównym  kierunkom  sprę ż ystoś ci,
odpowiednio, x, y, z.

Parametr k, dany wzorem  (5.18) oraz a i /?, od których zależą  parametry s\  i s2,  okreś lo-
ne zależ noś ciami  (5.14) wyraż ają   się  przez  techniczne stałe  wzorami:

—  dla pł askiego  stanu naprę ż enia

k  =  E2sl- G(\ - v12v2l)
(l- ^ia^i) '

( 7- 3)  * - - Łr. »1 Ł .

K  ft'
6  Mechanika  Teoretyczna
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—  dla płaskiego stanu odkształcenia

k m  ^ _

(7.4)
2G{\ - vl3v3i)  l- v13v3i

B  =
Ez(l- v13v3l)  '

Wykorzystując  (7.2) i wykonując w (5.16), (5.17) przejś cie  graniczne, otrzymano rozwią za-
nia  dla płaskiego stanu odkształcenia w oś rodku izotropowym. Mają   one postać:

(7.5)  u = QtX,  v  =  Q,y +  ft!,

gdzie funkcje  Q(x, y),  tp(x,  y) są  rozwią zaniami równań

(7.6)  /h/j = 0,  2Q.- v)AQ+%yy  = Ó,

Tak  wię c, sprowadzono płaski problem teorii  sprę ż ystoś ci  oś rodka ortotropowego do
całkowania  równań drugiego  rzę du  (5.17). Dla oś rodka  izotropowego  rozwią zania  mają
postać  (6.2) i (6.3) dla płaskiego stanu naprę ż enia oraz (7.5),  (7.6) w przypadku płaskiego
stanu odkształcenia.

W  obu zagadnieniach wystę pują   ponadto rozwią zania  w postaci wielomianów  (5.25),
(5.26), w których parametry sprę ż yste  wyraż ają   się  wzorami,  odpowiednio,  (7.1)  i  (7.2).
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P  e  3  io  M e

ct>yHKU;HH ITEPEMEmEHHft  flJM  yilPYrOH  TPAHCBEPCAJIbHO- H3OTP0ITH0fl[
CPEflLI

TpexniepHafl  CTaTipiecKafl  3asa ia  JIHHCHHOH  TeopHH yn pyrocm  TpaHCBepcaJi&HO- H30TponHOH

K  HHTerpHpoBaHHio Tpex  ,rrH<i>(bepeHijHajibHbix  ypaBHeHHH BToporo  nopnflKa,

nepeMemeHHH. flnH Bcex Tpex  cfiyHKUHH npHcyTCTBywinne  B ypaBHeHHHx flHcp4>epeHUHajibHbie onepaiopbi

82  82  1  d2

dxi  dx\  S;  8x1

Tfle  KOHCTailTW  sf  3aBHCET  OT MaTepHajIbHblX  KOHCTaHT  Cpeflbl.  I lpHBOflflTC a  Bbipa>KeHHH  KOMnOHeHT

BeKTOpa  nepeMemeHHH H TeH3opa HanpawceHHH ^epe3  BŁiBefleHHbie  cbyHi<n.HH nepeMerqeHHii. YpaBHeHHH

TaKoro  5Ke crpoeHHH nony^ieHbi  nmi  flByx  (J)yHKi;HH,  flBJimomuxca  (JiyiiKiiHHM H nepeMemeHHH  nnocKoft

TeopHH ynpyrocTH  opTOTponHoii  cpeflbi.noi<a3aHbi  TaiOKe  ypaBHeHHH  HJIH  Tpex  ^yeiaxw  nepe-

n pn  TpexMepHoit  3afla^e3  HJIH  >Ke  fljia   AByx  (JjyuKî HH  nepeiwemeHHtt  npw  njiocKHX

a TaKH<e omicaHHe nojia  nepeiwemeHHH  c noMomwo  3THX  ^YH KI IH H J  HJIH cny^an  H30TponHoft  cpeflbi.

S u m m a ry

DISPLACEME>łT  FUNCTIONS FOR TRANSVERSALLY  ISOTROPIC MEDIA

Three- dimensional,  static  problem  of  linear  elasticity  of  a  transversally  isotropic  medium  is  reduced
to  the solution  of  a system  of  three- second  order differential  equations  for  three displacement  functions.

The differential  operators  applied  to  the functions  have  the same  form

d2  d1  1  82

8x1  8xi  sf  8x1'

constants sf  depending on the material parameters of  the medium. Components of  the displacement vector
and stress tensor are expressed  in terms of  the displacement functions. Similar equations are also obtained
for  two displacement functions governing  the plane problem of elasticity  of  orthotropic bodies.

The  corresponding equations are also shown in the cases of  three functions  (spatial problem) or two
functions  (plane problem)  describing  the  displacement field  in  isotropic media.
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