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LEcHNICKI [1] podal funkcje naprezeh dla cial o izotropii poprzecznej, ktdrej stoso-
wanie ograniczone jest do zagadnien osiowo-symetrycznych. Wyprowadzona przez NowAc-
KIEGO [2] funkcja naprezen, spelniajgca réwnanie rézniczkowe czwartego rzgdu, ma szer-
sze zastosowanie, nie obejmuje jednak tych zagadnien, w ktérych na obwodzie obiektu
dane sa trzy warunki brzegowe. W pracy [3] pokazano, e stan naprezenia i przemiesz-
czenia w ofrodku poprzecznie izotropowym mozna wyrazi¢ przez dwie funkcje spelniajace
réwnania rézniczkowe, odpowiednio, drugiego i czwartego rzedu. Podane w pracy [3]
funkcje rozwiazujace rozszerzyly zakres mozliwych rozwiazan, jednak uzycie ich do roz-
wigzywania probleméw brzegowych napotyka powaine trudnoéci [4]. W pracy [5] po-
kazano, Ze stan napr¢zenia 1 przemieszczenia mozna w przypadku zagadnienia osiowo-
symetrycznego wyrazi¢ przez dwie funkcje naprgZen, spetniajace réwnania rézniczkowe
drugiego rze¢du.

W pracy niniejszej pokazemy, Ze mozliwe jest dalsze rozprzezenie podstawowego ukla-
du réwnan zagadnienia réwnowagi ciala tréjwymiarowego i w konsekwencji wyrazenie
stanu napreZenia i przemieszczenia w liniowym, poprzecznie izotropowym spreZystym
ofrodku ciagtym przez trzy funkcje, z ktérych kazda spetnia czastkowe réwnanie réZnicz-
kowe drugiego rzedu.

Réwnania tego samego rzedu otrzymuje si¢ dla dwdch funkcji przemieszczen w pla-
skim zagadnienin ofrodka ortotropowego, dla ktérego przestrzenne zagadnienie réwno-
wagi sprowadzono w pracy [6] do catkowania réwnan szdstego rzgdu.

1. Podstawowy uklad réwnan zagadnienia r6wnowagl sprezystego ofrodka poprzecznie izotropowego

Rozpatrzymy w ramach liniowej teorii sprezystoSci statyczne zagadnienie jednorod-
nego, liniowo-sprezystego, poprzecznie izotropowego ciala tréjwymiarowego.
Przyjmiemy kartezjafiski uktad wspdéirzgdnych, w ktérym plaszczyzna x5 = O pokrywa
si¢ z plaszczyzng izotropii.
- Wykorzystujac uogdlnione prawo Hooke’a dla ofrodka poprzecznie izotropowego [1]:

. Gaﬁ = }'1 61!5 8.77+ }'2 6aﬂ €33 +2!‘1 Eaps
(1.1) ) . Ous = 2fl3 83,

O33 = 1‘3,‘8774' }'3633’ &, ﬂ, Y= 1,2;
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rownania réwnowagi:
(1.2) oy +Xi=0, Lj=123

oraz zwigzki Cauchy’ego

1
(1.3) &y = o (i, j+uy,),

mozna otrzyma¢ dla omawianego oérodka, przy pominigciu sit masowych X;, nastepujacy
uklad réwnan dla przemieszczen

(Ay+ pdug, ot portla,gp+ patha, 33+ (A + p2)tts, 3, = 0,

1.4
(14 (Ap+ pa)uip,pa+patis g+ Astiz 33 = 0,

gdzie u,, us; Sa rzutami wektora przemieszczenia u; na plaszczyzny, odpowiednio, réwno-
lé_gle i normalne do izotropowej plaszczyzny x; = const. '
Wystepujace w (1.1) 1 (1.4) parametry materialowe 4;, i, wyrazaja si¢ przez techniczne
stale wzorami:

_F Y-+vv, o~ E
A= T+y 1I—v—2v9, > 17 G= 2(1+)°
—F._ " -
(1.5) Ay =E [=v—20,5, ’ Uz = Gy,
1—»

Ay = E4 [ Ev, = Eyvs,

gdzie E, » — modut Younga i1 wspoélczynnik Poissona charakteryzuja wiasno$ci sprQZysfe
w plaszczyznach x5 = const (izotropowe), a E;, G, », sa modulami sprezystosci i wspot-
¢zynnikiem Poissona w kierunku prostopadlym do tych plaszczyzn.

2. Funkcje przemieszczen

Wprowadzimy funkcje przemieszczen g(xy, x,, X3), @a(x;, X2, x3) takie, aby

Uy, = a0, p+eh dp s,

(2.1) Uy = 63(p; o, ﬁ = l, 2,

gdzie a jest stala, ¢/ symbolem permutacyjnym (¢f = &2 =0, &2 =1, ¢l = —1), a dla
symboli réZniczkowania przyjeto oznaczenia

0...
Ox,

= 3.(.), %‘C'a—‘:as(...).

Podstawiajac (2.1) do (1.4) otrzymujemy
0o {(Ar+2us) ad + (25 + pa(a+ 1)1 03 }op+ s [y A+ 12 03l = 0,
03 {[(Ax+pz)a+u]A+2503}p =0,

gdzie A jest operatorem Laplace’a wzgledem zmiennych x,.

2.2)
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Roéwnania te beda spetnione, jesli funkeje @, @5 beda rozwigzaniami réwnah
23) {(A1+2p1)ad + (A +p(a+ 1] 03} = 0,
@ {[(h2+p2)a+ps) A+ 2, 03}p = 0,
(2.4) (A + 22 ag) @3 =0.
M1

Niezerowe rozwigzania dla funkcji @ otrzymujemy wtedy, gdy operatory rézniczkowe
wystepujace w (2.3) sg identyczne, na to za§ potrzeba, aby

2.5) A3 _ hatpa(atl) 1
(Ltmatus ~  (h+ude 5
Eliminujac w réwnaniach (2.5) stala a otrzymujemy réwnanie dla 52
(2.6) po Ay s~ [(Ay +2p0) 2a— (A +215) Ao] 87 + (A, +2u1) o = 0.
Z kolei dla statej @ otrzymujemy
A
@7 ' “= Az‘:,uz 5= 12/:-2/‘2 ‘

Tesli 5%, 55 sa pierwiastkarﬁi réwnania (2.6) i funkcje @, i ¢, spelniaja réwnania
1
(2.8) (A+F6§)cpa:0; a=1,2,
to funkcje te spetniaja takze réwnania (2.3).
Parametrom s?, s% danym wzorami wynikajacymi z (2.6)

(2.9) st _ (A4 +2p1) 13_(}*2'_!:2#2) 42 4+ (Ay+2p4) A3 — (A2 +2u,) 4, )2_
) S2 2/,&2 13 2/,(2 13

2

_ A2p v
Ay

odpowiadajg state, odpowiednio, @, i a,, ktére zgodnie z (2.7) wynosza

a; A 53 U
2.10 } =3 Jl } -2
(2.10) {az Aatps s3] Ap+us

Wykorzystujac rownosci wynikajace z (2.6)

252 = '11_*/;2/11_
.11 ?
22 (A+2u) A3~ (Aa+2u,) 4,
s1+8; = .
M2 A3

dochodzimy do wniosku, ze stale a, 1 a, zwigzane s zaleznoscig
2.12) a a, =1,
czyli

(2.12) S gy = apl
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Skladowe wektora przemieszczenia mozemy zgodnie z (2.1) wyrazié przez funkcje
P15 P2, P3 WZorami
Uy = 0@y +ar' @)+ Egaﬂ ?3,
Uy = 03(p1+92); o, f=1,2..
JeSli w zwiazkach (2.13) wprowadzimy nowe oznaczenia

(2.13)

(214 a =k, =y, afi‘h = Y2, Q3= Y5,
to otrzymamy

Uy = Oy, + Y2)+ 55 aﬁ"Pa >
Uy = 93y, +kyp,).

Funkcje y; (i = 1,2, 3) spelniaja réwnania wynikajace z (2.8) i (2.4)

(2.15)

1
(2.16) (A+S—26§)1p,-=0, i=1,2,3,
o

w ktérych parametry s? zaleza od technicznych stalych sprezystosci o$rodka i wynosza
zgodnie z (1.5), (2.4), (2.9)

L a+)yu?=B, gdy w?—f >0, . G£> Y,
1
2 .2 _ . 2 . G
(2.17) $1,82 = II, o gdy o -—ﬂ = 0, t_]. _6_ =y,
1
I, ociil/ﬂ—ocz » gdy a?—f <0, tj. 0< % <,
G
2_ —_
(2.18) 3 = G,’
przy czym
"= 1 G _ E
T 1 \G6, "E )
1 E , E

Y= ”1E£1+(1—”)VE-

Stata k wchodzaca do zwiazkéw dla skladowych wektora przemieszczenia wyraza sie
zgodnie z (2.14) i (2.10) wzorem

A
2.20 k= 3 g2 M2
(2:20) Aotp, U A, + 4,

Zaleznie od wlasciwoéci sprezystych osrodka parametry sf i s3 mogg by¢ rzeczywiste
dodatnie (rézne przyp. I), (réwne przyp. IT) lub zespolone, sprzgzone (przyp. II) (por. [1]).
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Taka moze by¢ réwniez stala & dana wzorem (2.20). Dla wigkszoéci materialéw kon-
strukcyjnych parametry te sg rzeczywiste. Na przyklad materialy-kompozycje typu la-
minaty, ktére, jak wiadomo, charakteryzujg si¢ silng anizotropia (E/E, ~ 5—15,
G/G, ~ 5—100 [7]) beda nalezaly do tej klasy materiatéw.

W pracy [3], gdzie tréjwymiarowe, statyczne zagadnienie o$rodka poprzecznie izo-
tropowego sprowadzono do catkowania kolejnych réwnan drugiego i czwartego rzedu,
operatory rézniczkowe wystepujace w tych rownaniach zawieraja parametry analogiczne
do danych wzorami (2.17), (2.18). Takze réwnanie dla funkcji naprezef podanej w [2]
zalezy od analogicznych parametréw.

Uwzglednienie (2.15) w (1.3), a tych ostatnich w (1.1) prowadzi do wyrazenia skia-
dowych tensora naprgzenia przez pochodne czastkowe funkcji przemieszezedi. Po wyko-
rzystaniu zaleznodci, jakie zachodza migdzy parametrami s?, 53, & i réwnan (2.16) otrzy-
muje sig:

Q

~

o)
{

= —pp(k+1) 03(ps +p2)—2p1 03(kpy +p2)+2u, 03293,
022 = —palk+1) 03(p1+92) — 2041 03 (ks +2) — 20, 83293,
012 = Oyy = 2uy 01a(ky, +2) + 11 (039, — 01 ys),
pa(k+ 1) 033(w; +w2) + 1, 03393,

023 = pa(k+1) 035(py +92) — 12 5y,

(2.21)

Q

~

w
]

1 1
O3z = Ua(k+1)03 (?f—% +Ts?1Pz)-
2

Zwigzki (2.15) i (2.21) opisuja skladowe wektora przemieszczenia i tensora naprezenia
przy pomocy czastkowych pochodnych trzech funkcji przemieszczen, spetniajacych réw-
nania rézniczkowe drugiego rzedu (2.16). Sprowadzenie zagadnien rdwnowagi do catko-
wania réwnan drugiego rzedu ulatwia rozwigzywanie problemdéw brzegowych.

Wiekszoé¢ materiatéw poprzecznie izotropowych posiada takie wlaSciwosci sprezyste,
ze np. w plytach wykonanych z tych materia}éw istotny wplyw na stany naprgZenia i prze-
mieszczenia maja poprzeczne §cinanie oraz naprgZenia normalne poprzeczne do plasz-
czyzny $rodkowej [12]. Zachodzi tu zatem konieczno§¢ budowania $cistych rozwiazan
dla cial tréjwymiarowych na gruncie teorii sprezystosci.

3. Szczegbiny przypadek ofrodka poprzecznie izotropowego

Zat6zmy, ze mamy do czynienia z takim oSrodkiem poprzecznie izotropowym, dla
ktérego parametry s7 i s3 wynosza

, ' )
G.1) sf=£1}i‘i, s2=1.
3

Wéwczas warunek (2.11); spemiony jest tozsamoéciowo, a réwnos¢ w (2.11), zachodzi
wtedy, gdy modut sprezystosci postaciowej w kierunku pormalnym do plaszczyzn izo-
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tropowych x; = const zwigzany jest z pozostalymi parametrami materiatowymi oérodka
zaleznoscig

(/11 +2,u1) Ay— /1%

(-2 S VS Ry R Y A

Mamy tu zatem cztery niezaleZne stafe sprezyste.
Uwzgledniajac (3.1) i (3.2) we wzorze (2.20) otrzymujemy dla stalej k
Ay +
3.3 k=71
( ) 2.3—/,62

Zwiazki dla skladowych wektora przemieszczenia i tensora napr¢zenia otrzymuje sig
uwzgledniajac (3.3) 1 (3.1) w (2.15) i (2.21) w postaci:

A
u, = 0, (_z'l_ﬁwl +1p2)+s§ O3,

Am —
(3.4) ’ #/12+ﬂ
Uy = 05 |9, +-22 );
3 3(7/1 R Y2
A+ At
011 = —HU2 1:_ﬂ2~-6§(w1+w2)—2m 03 (Tj_%'/)1+wz)+2/h GEL
Ao+ 4 A2+
OG22 = _/‘2—;1:_/; a3y, +W2)_2#1 5%(72_/62 1/’1‘“/’2)“2#1 o12ys,
A+
012 = 031 = 244y fz(/ffif2 1/)1‘*‘7/’2)"'/‘1(0%1/)3_6%1/)3)’
(33) A+ o
013 = #Zﬁa%ﬁl(qﬁ +92)+ 1203393,

At A
Oa3 = ﬂz*j:*_’;i'ags(w1 + 1) — H2 0133,

N Aty ., As
033 = U Y 73 Tt 2, Yit+yal)

Funkcje przemieszczen ;(x;, x5, x3) spelniajg tu réwnania

(3.6) (A+~Sl2‘ 6%) v, =0; i=1,2,3,
przy czym

A +2 G
3.7) st = ;QJL; B=1, st= o

Istnieje duza klasa poprzecznie izotropowych materiatéw konstrukcyjnych, ktérych
stale sprezyste z dobrym przyblizeniem spelniaja zwiazek (3.2), ktory, przy wykorzystaniu
zalezno$ci (1.5), ma postaé
G E 1 E ( , E ) 1—v

1— +

.8 — = _ -_— —— - R
(3.8) G -~V E T 20 E "R, 2’
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w ktére] wszystkie sktadniki wystepujace po prawej stronie sa dodatnie. Do tych materiatéw
naleza niektdre tworzywa sztuczne uzbrojone siatkami z wldkien szklanych, drutéw sta-
fowych czy siatkami azbestowymi.

Warunek (3.8) spelniony jest, migdzy innymi, w przypadku o$rodka izotropowego.

4. Przypadek izotropii

Szczegdlnym przypadkiem omawianego w pracy ofrodka jest cialo izotropowe, dla
ktérego
Ey - E(1-v)
4.1 M=A=A= — o, = 2u=—-—
(@0 1= a9 (=29 = i)
. _ . E
By = 2 = U= 204

Jedli w wyrazeniach (3.4) i rownaniach (3.6) zastosujemy podstawienie

p Ayt py At s [ ( As— iy )2]
42) 22Xy, =0, - —y, pa=
( ) )’3 ,LL 1/) 2 ).3“,“2 )’2_*—/‘2 wZ w w3 (p’
i wykorzystamy wynikajaca z (3.2) zaleznosé¢
As—pp )2 )
4.3 =
.3 ( Ayt o Ar+2p,—

to otrzymamy

As—p
v = B AR
(4.4) e = 02HeOpp, e = 00Oy,
A+d)Hy =0,
A (As— ,uz) (A1 +2u, — )
4.5 At 22— 62) Q+ %y
@.5) ( A+2u, ° (A2+u2) (A1 +2py)

a+-£2 62) = 0.
a3}

Pole przemieszczen opisane jest w tym przypadku wzorami (4.4) za pomoca trzech
funkgji , 2, @, ktére spetniaja réwnania rézniczkowe (4.5).
W granicznym przypadku osrodka izotropowego otrzymuje sig z (4.4) 1 (4.5) po uwzgled-
nieniu (4.1)Y
Uy = aa‘Q+£€aﬂ(P,

“9 us = 03(Q2+y),

. : Ay~
) Harmoniczno$é funkeji  wynika bezposdrednio z (4.2) jedynie dla 13 e # 1. Okazuje si¢ jednak,

2+ 2
As—
242
fatwo sprawdzi¢ bezpoérednim rachunkiem, podstawiajac (4.6) i (4.7) do réwnan przemieszczeniowych
ofrodka izotropowego.

=1 i wtedy maja posta¢ (4.6) i (4.7), co

Ze robwnania (4.4), (4.5) pozostaja stuszne takze dla



76 B. ROGOWSKI

przy czym funkcje przemieszczen (2, p, w spetniaja réwnania
(CX)) Adyp =0, dzp= b, 2(1—9)A30+ 83y = 0,
gdzie
Ay = 87+ 0%+ 3.
Przypadek (2.17),, w ktérym

mozna sprowadzi¢ przez podstawienie x3 = x3« do analogicznego zagadnienia dotycza-
cego oérodka izotropowego, opisanego zwiazkami (4.6) i réwnaniami (4.7)

5. Plaski stan napreZenia w ofrodku ortotropowym

W przestrzennym zagadnieniu réwnowagi ofrodka ortotropowego nie jest mozliwe
zastosowanie podanego sposobu rozprzgZenia ukladu réwnan problemu, 8,9, 10]. Jest to
natomiast mozliwe dla ciat o ortotropii poprzecznej, znajdujacych si¢ w plaskim stanie
naprezenia lub plaskim stanie odksztalcenia.

Rozpatrzmy cialo ortotropowe, w ktérym osie przyjetego prostokatnego, kartezjar-
skiego ukladu wspéirzednych pokrywaja sie z gléwnymi kierunkami ortotropii. Stan na-
prezenia, odksztalcenia i przemieszczenia rozpatrywanego ofrodka opisuje si¢ uogdlnio-
nym prawem Hooke’a wiaZacym naprezenia {o,, 0,, 7,,}1imale’odksztalcenia {e, &, Vxy}
[P

Ox ¢y €12 0 Ex
(5.1 o, { =1 €2 €22 0 &y
. Txy 0 0 Ces '}’xy

zwigzkami Cauchy’ego:
(5.2) Ex = U, €

réwnaniami réwnowagi:

y = Uy, Vxy = Uyt

dx,x+ Txy,y +X = 0,

(5.3)
Tyy et OyytY =0

oraz warunkami brzegowymi, wynikajacymi ze sposobdw podparcia i obcigZenia obiektu.

Wystepujace w (5.1) ¢yy, €22, €12, €6 S8 parametrami materialowymi rozpatrywanego
ofrodka ortotropowego, a w (5.2) u i v sa skladowymi wektora przemieszczenia, odpo-
wiednio, w kierunku osi x i y.

» We wzorach tego punktu uzyjemy tradycyjnych oznaczen wspolrzednych prostokatnych (x, »)
zamiast poprzednio wystgpujacych (xj, x5, x3).
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Wykorzystujac zwiazki (5.2) i (5.1) mozemy sprowadzi¢ réwnania réwnowagi (5.3)
do réwnan wyrazonych przez przemieszczenia u = u(x, y), v = v(x, y), ktére przy po-
minieciu sit masowych X i Y maja postaé

cllu,xx+666u,yy+(clz+666)v,xy = Os

5.4
(54 Css‘v,xx+czz'v.yy+(Clz+css)u.xy = 0.

Wprowadzimy funkcj¢ przemieszczen ¢(x, y) taka, aby

(5.5 u=ads, v=4@,,
gdzie a jest stala.
Podstawienie (5.5) do (5.4) prowadzi do réwnan dla funkcji ¢

{Cu ad s+ lessla+ 1)+012]§b.yy},x =0,

(5.6) {[élza+066(a+1)]¢.xx+c22¢.yy},y = 0.
Stad '
57 Cuad’,xx+ [066(a+1)+(-'12]¢.yy = (),

[cr2a+ces(@+ 1)@ xx+ 2210, = h(xX).
Jednorodne réwnania (5.7) '

€114, xxt [css(@a+ 1)+ 2],y =0,
[cr,a+ces(@t+ )] o+ sz¢.yy =0

maja niezerowe rozwiazania wtedy, gdy

(5.8)

(5.9) Ca2 - css(a+1)+cqa _ _l_
) ciza+csglat+1) ¢y, 0 52
Z (5.9) otrzymujemy réwnanie dla parametru s
(5.10) Co6C228% —[C11C20—Cra(C12+2c66)] 5%+ 1 Co6 = O

oraz dla stalej @ wyraZenie

c ¢
(5.11) a= 22 g2 %
C12t+Css €32+ Css

Pierwiastkom s%, s réwnania (5.10) odpowiadaja dwie funkcje spelniajace réwnania

1 .
(5.12) Puxx+ s_zd)“’” =0; a=1,2"

bedace rozwigzaniami réwnan (5.8).
Sktadowe wektora przemieszczenia wyraZaja si¢ przez te funkcje wzorami wynikaja-
cymi z (5.5) :
u=a +a X3
(5.13) 1¢1.x . 2¢2,
V= ¢yt P2y,

gdzie a,, a, sg statymi odpowiadajacymi parametrom s3, 57, ktdre oblicza si¢ ze wzoru
(5.11).
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Parametry s%, s2 wyrazaja sie przez stale sprezystoci wzorami analogicznymi do (2.17)’
w ktérych w tym przypadku '

_ b c12(c12+2¢66)

- 2
Ce6 C66C22

(5.14)
g = Y1 59

C22

maja takie same wlasciwosci, jak parametry dla poprzecznie izotropowego ciala tréj-
wymiarowego omowionego w punkcie 2 (por. tez [1]).
Podobnie, jak dla ciata tréjwymiarowego, mamy tu

(5.15) a,-a, = 1.
Wprowadzajac oznaczenia a;, = k, ¢, = vy, a7'd, = y,, otrzymujemy z (5.13)

U =Fkp+¥xs

5.16
(5:16) v =y, Fhys,,

przy czym funkcje v, spetniajg réwnania analogiczne do (5.12)

1
(517) Q/)a,xx:'i' S_Z'Pa.yy = O: o= 1, 2:
-4

a stala k dana jest wzorem

(5.18) k=22 e8|
Ci2t+Css €12+ Cs6 _

Skladowe tensora naprezenia wyrazaja si¢ przez funkeje y,(x, ) wzorami, ktére otrzy-
muje si¢ ze zwiazkéw (5.1), (5.2) i (5.16). Wykorzystanie zaleznoéci, jakie zachodza miedzy
wystepujacymi w tych zwigzkach parametrami i réwnan (5.17) prowadzi do nastgpuja-
cych wyrazen: :

S
b
|

= —Ceelk+1) W1,yy+¥2,50)>
(519) Gy = —066(k+1) ("Pl.xx'i"‘pz.xx)’
Txy = 066(k+l) (Wl.xy+7/)2,xy)~

Zwiazki (5.16) ,(5.19) i rownania (5.17), w ktérych stala k dana jest wzorem (5.18), a pa-
rametry s{, s3 wzorami (2.17), w ktérych « i f maja wartoéci (5.14), stanowia ogdlne
rozwiazanie réwnan jednorodnych (5.8).

Dia znalezienia ogdlnego rozwigzania wyjSciowego problemu trzeba znaleZé ponadto
rozwiazanie szczegélne réwnat (5.7). Z réwnan (5.7) wyznaczymy

- 22/ (V) ~ [ess(a+ 1)+ ¢1]h (%)

(5.20) M
o _ C11ah()=[essa+cas(a+ DIfV)
324 M
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przy zatoZeniu, ze wyznacznik tego ukladu jest rézny od zera

(5.21) M = ¢ a—[(ces(@+ 1) +cpplless(@+ 1)+ e8)] # 0,
tj. stata a przyjmuje dowolne warto$ci z wyjatkiem

(5.219 a#k, a#k,

gdzie k dane jest wzorem (5.18).
Z rownan (5.20) otrzymujemy

c22f"(y) _ cyah’(x)
(5.22) i = % .
Wynika stad, ze funkcje f(p) i #(x) musza mieé¢ postaé
(5.23) fO) = by*+ey+d,  h(x) = :—“abx2+gx+m.
11

Uwzgledniajac (5.23) w (5.20) i calkujac te ostatnie, otrzymujemy dla funkcji ¢(x, y)

3
(5.24)  ¢(x,y) = €22 (—Z—Ayzx"+Byx2)+cuany2—— [ces(a+ 1)+ clz]( 4222 Ax*+
11

1 .
+ TCx3) +Dxy+Ex*+ Fx—[cpa+ces(a+ 1)](—}?Ay"'+ %Bﬁ ) +Gy*+ Hy+K,

gdzie 4, B, C, D, E, F, G, H, K sa statymi dowolnymi.
Sktadowe wektora przemieszczenia 1 tensora naprgZenia wyrazaja sie tu wzorami:

U =ap,, = cya(34y*x+2Byx)+cy; a*Cy*+

(5.25) + [ese(a+ 1)+c12]( 222 Ax3+aCx2)+aDy+2Eax+Fa,
11

L0 = ¢, = c22(34yx*+ Bx*)+2¢,, aCxy+
+ [c1a+ ces(a+ 1] (4y*+ By*)+ Dx+2Gy+H ;

Q
“
]

= [(cazc11—cla)a—csscia(a+1)] (34y*+2By)+
+egela+1) Beyy Ax*+2¢1aCx)+2¢yaE+2¢,,G,

(5.26) 6, = —czace6(at1) (3A}’2+2BJ’)+322—2[6'22011“012066(“‘*'1)“Cf2]/‘1x2+
11

+2afc,( Cas—cC1aces{a+1)—c31Cx+2¢i,aE+2¢,,G,
Tay = 2€33C66(a+1) BAyx+Bx)+2css(a+ 1)acs; Cy+ces(a+1)D.

Za pomoca rozwiazan (5.25) i (5.26) mozna opisaé stany napreZenia i przemieszczenia
w tarczach o skoniczonych wymiarach w szczegdlnych przypadkach warunkéw brzegowych
(metoda odwrotna). Dane zagadnienie brzegowe w tarczach prostokatnych mozna roz-
wigzaé wykorzystujac ogolne rozwiazanie, ktére jest suma rozwigzan (5.16), (5.19), (5.17)
oraz (5.25) i (5.26).
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6. Przypadek izotropii

Zwiazki (5.16) i réwnania (5.17) mozna przeksztalci¢ w odpowiednie zwiazki i réwnanija
.opisujace plaski stan naprgzenia w o§rodku izotropowym.
Jesli zastosujemy w (5.16) i (5.17) podstawienie

6.1) kpi+yp, =2, (1=kHyp, = o,
to otrzymamy
(6.2) u=80, v=kQ2,+e,,
51@ext @y =0,
6.3) §302 482, +Ap,, =0,
gdzie oznaczono
k(si—s3)
(6.4) A= S%(T—l—).
W przypadku osrodka izotropowego, dla ktérego
E By
(6-5) Ciy = Cop = T—?’ Cia = ‘1‘:';2‘ >

otrzymujemy z (2.17), (5.14) oraz (5.18)
6.6) st=si=k=1.

Uwzgledniajac (6.6) w (6.4) stwierdzamy, Ze dla statej 4 otrzymujemy w tym przypadku
3

. 0
symbol nieoznaczony o

Dla obliczenia granicy wyrazenia (6.4) przyjmiemy taki przypadek o$rodka ortotro-
powego, dla ktérego

2
C11C22—C12
Ci1+caat+2cs,

Ci1 2
— §3 =1, Cé6 =
Ca22

6.7) 5

Ll 3

Latwo sprawdzié, Ze réwnanie (5.10) jest spelnione tu tozsamo$ciowo.
Podstawiajac (5.18) oraz (6.7), i (6.7), do (6.4) i uwzgledniajac wynikajace z (6.7),
réwnosci

k= C12tCs6 _ C11—Cos ’
(6.8) C22—Ces C12+Ces
C22—C12— 2C66 — 1
(C22+c¢12) (C22—C11) ciiteaat2ey,’

otrzymujemy dla stalej 4

_ (erztese)(erteazt2es) |
crifciz+c22)?

(6.9) A

3 W tym przypadku niezerowa funkcje @, wiazaca sie z funkcja vy za pomoca wzoru (6.1); nalezy
rozumieé jako graniczng funkcje ciagu @®, gdy £ — 1.
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W przypadku izotropii, dla ktdrej zachodza zaleznosci (6.5) mamy

1
(6.10) A= 7(1+w).
Tak wiec dla izotropii otrzymuje si¢ w przypadku plaskiego stanu naprezenia
(6.11) u=28., v=20,+9,
1+
(6.12) Adp =0, AQ+ Tjtp_y,,=0.

7. Plaski stan odksztalcenia

Wyprowadzone w punkcie 6 funkcje przemieszczen opisujg zaréwno plaski stan na-
prezenia, jak réwniez plaski stan odksztalcenia, a wigc plaski problem teorii sprezystosei.
W obu zagadnieniach podstawowy uklad réwnan rézniczkowych zagadnienia réwnowagi
ma posta¢ (5.4), a jedynie rézne sg stale wspdiczynniki w réwnaniach dla obu zagadnien.

W przypadku plaskiego stanu napr¢zenia jest:

E, E,
C11 1 > Caa = 1
.1) —Vi2V2 —V12%21
_ _ E vy, Eyvis
Ciz = (€1 = i =1 »
—Vi12%21 —V12V21

a w przypadku plaskiego stanu odksztalcenia

E E
Cyy = Tl(l —-’V23’V32), Cray = Tz(l —11131’31),

1.2 E E
Ci2 = €y = 71(1’21 +723731) = 72(712"'”13”32)’

B = 1=91,%1 —033%3, = V31713 = 271,¥23731,

gdzie przez E; (i = 1,2), v;; (5,7 = 1, 2, 3, | # j) oznaczono moduly Younga i wspétczyn-
niki Poissona, przy czym indeksy 1, 2,3 odpowiadaja gtéwnym kierunkom sprezystoci,
odpowiednio, x, y, z.

Parametr k, dany wzorem (5.18) oraz « i f, od ktérych zalezg parametry s? i 53, okre§lo-
ne zaleznoSciami (5.14) wyrazaja si¢ przez techniczne stale wzorami:

— dla ptaskiego stanu napr¢Zenia

Eysi—G (1—v12721)
Evy1+G (1=v15721)

(1.3) o = f_é_m,
_ El .
ﬂ - E‘,

6 Mechanika Teoretyczna
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— dla plaskiego stanu odksztatcenia

Gb
¢ *”137’31)-?%— 5
k = z
GB
Vyg TV (3Vas+ E,
E, Via V332

7.4 = . —
4 ” 2G(1 =v(3731) 1 —yy393
B = E;g‘vzﬂ’sz)

Ey(1=vy375))

Wykorzystujac (7.2) i wykonujac w (5.16), (5.17) przejScie graniczne, otrzymano rozwigza-
nia dla ptaskiego stanu odksztalcenia w osrodku izotropowym. Maja one postac:

(1.5) u=28. v=20,+y,,
gdzie funkcje 2(x, y), w(x, ») sa rozwiazaniami réwnan
(7.6) Ay =0, 2(1-»AQ+wp,,, = 0.

Tak wigc, sprowadzono plaski problem teorii sprezystosci ofrodka ortotropowego do
catkowania réwnan drugiego rzgdu (5.17). Dla ofrodka izotropowego rozwigzania maja
postaé {6.2) i (6.3) dla plaskiego stanu naprezenia oraz (7.5), (7.6) w przypadku plaskiego
stanu odksztalcenia.

W obu zagadnieniach wystepuja ponadto rozwiazania w postaci wielomianéw (5.25),
(5.26), w ktdrych parametry sprezyste wyrazaja si¢ wzorami, odpowiednio, (7.1) i (7.2).
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Peswome

DOYHKIIUU NMEPEMEIIEHUNI IJISE VIIPYION TPAHCBEPCAJIEHO-U30TPOITHON
CPEIBI

TpexmepHas CTaTHUECKAs 3a1ava JIHHEHHOH TEOPHY yIPYIOCTH TPaHCBEPCanbHO-H30TPONHOM CPERbI
cBeJEHA K MHTETPUPOBAHMIO TPEX AubbepEeHIHANBHBIX YPABHEHNH BTOPOro NOPSIAKa, A TpeX (DYHKUMEH
niepemeltiennii, [st Bcex Tpex (YHKUM TPUCYTCTBYOLME B ypaBHenusx Juddepennpnanmshole onepaTopkl
0671afa10T OJMHAKOBBIM CTPOEHHEM :

0? a2 1 9
ox? + o0x3 + st axt’
Il KOHCTAHTbI 57 3aBHCAT OT MATEPHAJIGHBIX KOHCTAHT cpeabl. [IpMBOAATCS BHIPAYKEHHA KOMIIOHEHT
BEKTOPA NepeMELLEHHA U TEH30pa HaNpAXKEHUA yepe3 BhIBefeHHble (hYHKIIMM NepeMelliednii. Y paBHesus
TAKOTO YK€ CTPOCHHS YIONYUSHBI AT ABYX (DYHKUHI, ABNSAIONIMXCS OYHKLHAMH NEPEMENIeHHi ITOCKOR
3a1aUH TEOPHM YNPYTOCTH OPTOTPOrHOH cpenbl.JIokasaner Taloke ypaBHEHMS IR TpeX bYHKUME nepe-
MELLEHI IpY TPEXMEPHOH 3ajade, MAM M€ I ABYX (QYHKUIMHA ITepeMelleHdil IpK MJIOCKUX 3ajayax,
a TAKYKe ONUCanMe MO IePeMENIeHUH C NOMOIBIO 3THX (PYHKLME, AJIsT CIyuas K3OTPOITHOMU Cpesl.

L = i=1,2 3,

Summary

DISPLACEMENT FUNCTIONS FOR TRANSVERSALLY ISOTROPIC MEDIA

Three-dimensional, static problem of linear elasticity of a transversally isotropic medium is reduced
to the solution of a system of three-second order differential equations for three displacement functions.
The differential operators applied to the functions have the same form

I o2 9? 1 2
| ==+ +t— 53

ox} ox3 st Ox3
constants s7 depending on the material parameters of the medium. Components of the displacement vector
and stress tensor are expressed in terms of the displacement functions. Similar equations are also obtained
for two displacement functions governing the plane problem of elasticity of orthotropic bodies.

The corresponding equations are also shown in the cases of three functions (spatial problem) or two
functions (plane problem) describing the displacement field in isotropic media.

I=1,2,3,
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