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Oznaczenia

macierz stanu ukladu niesterowanego o wymiarach nxn,
macierz sterowania o wymiarach nxr i kolumnach by,
macierz stanu ukifadu sterowanego,

macierz blokowa Jordana,

macierz wspdlczynnikébw wzmocnienia o elementach ki,
macierz sterowalno$ci modalnej o elementach pyy,
macierz wektoréw wlasnych macierzy A o kolumnach uy,
macierz wektordw wlasnych macierzy A o kolumnach vy,
wektor wzmocnienia,

r-wymiarowy wektor sterowania,

n-wymiarowy wektor stanu,
predkosé pozioma,
predko$é pionowa,
predko$¢ katowa pochylania,
kat pochylenia,
predko$é korica topaty wirnika no$nego,
delta Kroneckera,
wartoséci wlasne ukladu niesterowanego,
warto$ci wlasne ukladu sterowanego,
sterowanie skokiem ogélnym lopaty wirnika no$nego,

U, sterowanie skokiem cyklicznym lopaty wirnika nosnego w kierunku podiuznym,
()T transponowanie,
(-)* sprzgganie.
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1. Wstep

W ostatnich latach intensywnie rozwija si¢ metoda sterowania modalnego [1—16],
ktérej prekursorem byt ROSENBROCK [17]. Wedlug okre$lenia [18] sterowanie modalne
jest synteza bezinercyjnego sprz¢Zenia zwrotnego zmieniajgcego wartosci wlasne linio-
wego stacjonarnego uktadu dynamicznego na wartoéci z gory dane. Syntez¢ prowadzi sie
korzystajac z pojecia przestrzeni stanéw [19]. Przez odpowiedni dobdr polozen wartosci
wlasnych uktadu mozna dokonaé syntezy uktadéw o pozadanych wlasnoéciach dynamicz-
nych.

Celem niniejszej pracy nie jest dokonanie przegladu publikacji na temat sterowania
modalnego, chociaz cel taki bylby calkowicie uzsadniony. W chwili obecnej brak jest
bowiem kompletnego i aktualnego przedstawienia wiedzy w tej dziedzinie.
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Praca nasza po$wigcona jest natomiast przedstawieniu sterowania modalnego w ujgciu
PORTERA i CROSSLEYA [8]. O ile nam wiadomo, ujecie to jest w Polsce malo znane, a w pelni
zastuguje na szersze upowszechnienie. Dlatego tez gidwny wysilek zostal skierowany na
wypelnienie tej wia$nie luki. Starano si¢ to uzyskaé¢ w nastgpujacy sposob:

— ujecie z [8] zostatlo uzupelnione istotnymi zatoZeniami i najwazniejszymi faktami,
bedgcymi podstawa rozwazan;

— rozwaZania te przedstawiono w uporzadkowanej i zwartej formie;

— ulozono przejrzyste algorytmy, ktérych mozliwosci obliczeniowe zilustrowano
przykiadem ustatecznienia lotu $miglowca;

— uwypuklono przydatnosé i dogodnos$¢ omdwionej metody do obliczenh na kompu-
terach;

— podano wykaz najnowszej literatury krajowej i zagranicznej z tej dziedziny.
Spodziewamy si¢ zatem, Ze przedstawiona w ten sposob praca moze byé¢ przydatna
przy projektowaniu ukladéw sterowania stosowanych w réznych dziedzinach techniki.

2. Elementy teorii sterowania modalnego

2.1. Gléwna idea sterowania modalnego. Rozwazmy ukiad opisany réwnaniem
x(t) = ax(1).
Rozwiazanie takiego réwnania ma postaé
x(t) = x(0)exp(at).
Jest widoczne, ze charakterystyka dynamiczna tego ukiadu zalezy od parametru a i ukiad

bedzie np. niestateczny, jezeli a > 0. WprowadZzmy do tego uktadu sterowanie liniowe
w postaci sprz¢zenia zwrotnego

u(t) = kx(t).
Roéwnanie ukiadu zamknigtego bedzie mialo postaé
x(t) = ax(t)+bu(t) = (a+bk)x(t).
Rozwigzanie takiego rownania dane jest wzorem
x(t) = x(0)exp(ot),
gdzie 0 = a+bk.
Charakterystyka dynamiczna ukladu zamknigtego zalezy od wartosci o. Jezeli zazg-

damy, zeby o przyjelo z géry dana warto$¢ s speiniajgca np. warunek statecznodci, to
wspofczynnik & musi speiniaé zaleZznos$¢

k = (s—a)/b.

Tak wiec dla realizacji ukladu o danej charakterystyce dynamicznej musimy wprowa-
dzi¢ do uktadu otwartego galaZz sprzgzenia zwrotnego o wspélczynniku wzmocnienia
k = (s—a)/b. Przeplyw sygnaldéw dla ukladu zamknigtego ilustruje rys. 1.
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u(t) [ A0 [ x(t)_
|
a Y
k
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2.2. Zalozenia ogélne. Teoria sterowania modalnego mozZe byé stosowana do wyzna-
czenia sygnalu sterujacego dla ukiadu opisywanego ukladem liniowych réwnan réznicz-
kowych zwyczajnych lub czastkowych o stalych wspolczynnikach. W niniejszej pracy
rozwazania ograniczone b¢da tylko do przypadkéw ukladow o parametrach skupionych.

W rozwazaniach nie zaklada si¢ zadnej szczegdlnej postaci macierzy sterowania (por.
[1]). Macierz sterowania obrazujaca sposéb wprowadzenia sterowania do ukladu ma wiec
taka postac, jaka wynika z analizy uktadu.

Bardzo istotne jest zaloZenie szczegdlnej postaci wektora sterowania. Zaklada sie
mianowicie, Ze jest on kombinacja liniowa zmiennych stanu, okre§lona odpowiednim
wektorem wiasnym transponowanej macierzy stanu. Przyjecie tego zalozenia pozwala na
sterowanie dowolnie wybrana charakterystyka ukiadu bez oddziatlywania na pozostale.
Praktyczna realizacja tego zaloZenia wymaga jednak mierzenia, w sensie technicznym,
wszystkich zmiennych stanu.

Bedziemy rozwazaé liniowy stacjonarny uklad dynamiczny (L) opisany réwnaniem

x(1) = Ax(t)+ Bu(r).

Przytoczymy najpierw podstawowe fakty teorii sterowania modalnego [2].

Okre$lenia: 1. Niech A, = {2:2 jest wartoscia wlasng macierzy A}. Niech
Ag = A deiie zbiorem m(m < n) warto$ci wlasnych zespolonych sprzezonych. Niech
I' = {p, ..., om} bedzie zbiorem dowolnych liczb zespolonych sprzezonych. O ukfadzie
(L) méwimy, ze jest modalnie sterowalny wzgledem g, jezZeli istnieje stala macierz G
0 wymiarach rxn taka, Ze wartosci wlasne macierzy (A+ BG) naleza do zbioru o
u(d, ~ Ag). Macierz G jest nazywana macierzg wzmocnienia.

2. Jezelim = n i ukiad (L) jest modalnie sterowalny wzgledem A, to méwimy, ze (L)
Jjest catkowicie modalnie sterowalny. )

3. Méwimy, ze ukiad (L) jest calkowicie sterowalny (w sensie Kalmana), jezeli dla
dowolnego stanu poczatkowego x(0) istnieje taki wektor sterowania u(z), ktéry dopro-
wadzi ukiad do dowolnego stanu koficowego x(f,) w skoriczonym przedziale czasu (0, 7,)
(zob. np. [12]).

Twierdzenie: Uklad (L) jest calkowicie sterowalny wtedy i tylko wtedy, gdy jest calko-
wicie modalnie sterowalny.

. Wniosek: Teoria sterowania modalnego moze by¢ stosowana bezpo$rednio dla uktadéow
catkowicie sterowalnych, natomiast dla pozostalych po uprzednim oddzieleniu czeéci
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niesterowalnej. Sposdb jednoznacznego rozpoznawania czgéci sterowalnej i niesterowalnej
ukiadu zostanie podany dalej, po przeprowadzeniu niezbgdnych rozwazan.

2.3. Przypadek pojedynczych wartosci wlasnych [8]. Uklad jednowejSciowy. Przeprowadzimy roz-
wazania dla ukladu, w ktérym istniejg zaréwno zespolone, jak i rzeczywiste wartoéci wiasne.
Utozymy algorytm, ktéry pozwoli zmienia¢ dowolna liczbg warto$ci wlasnych rzeczy-
wistych 1 dowolna liczb¢ par sprzgzonych wartoSci wlasnych zespolonych. Zatozymy
przy tym, ze uklad jest catkowicie sterowalny. Przy zaloZeniu, Ze uktad jest jednowej§ciowy
(r = 1) réwnanie (L) bedzie miato prostsza postaé

2.3.1) x(1) = Ax(1)+bu(r),

gdzie A — macierz stanu o wymiarach n xn majaca rzeczywiste i zespolone pojedyncze
wartosci wlasne. :

Zakladamy, ze bedziemy zmienia¢ m(m < n) warto$ci wlasnych." W tym celu nalezy
wygenerowaé m sygnaléw sterujacych w postaci kombinacji liniowej zmiennych stanu

n

(2.3.2) si= ) gy = mix@), i=1,..,m.
j=1 .

Sygnaly te wzmacniane sg przez m czlondw proporcjonalnych o wzmocnieniu k;,”w wyniku
czego otrzymujemy sterowanie

(2.3.3) u(t) = Q k;s Zk ux(1).

Podstawiajac (2.3.2) do (2.3.1) otrzymamy réwnanie dla ukladu zamknigtego

m

(2.3.4) k(1) = (A+b > kep?)x(1) = Hx(1).

i=1

Z réwnania (2.3.4) wynika, ze efektem przyjecia sygnatu sterujqcego w postaci (2.3.2)
jest zmiana macierzy stanu A na nowag macierz H

(2.3.5) - H= A+b2k,-y,T.

Jezeli teraz za wektor p; przyjmiemy wektor wiasny v; (zob. p. 2.2), to macierz ukladu
sterowanego bedzie miata postac

m

(2.3.6) TH=A+b D k.
Poniewaz u, jest wektorem wlasnym macierzy A,‘to
.37 Au, = Lu, r=1,..,n.

Podobnie
(2.3.8) ATvy = Ayv,, s=1,..,n
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Uwzgledniajgc, ze wektory wlasne macierzy A i AT sa ortonormalne, tzn. speiniajg
Zwigzek

2.3.9) _ viu =6, r,s=1,..,n,
mozemy ze wzoru (2.3.6) otrzymaé _

(2.3.10) Huy, = Au, = Lu, dla m+l<r<n,
2.3.11) Hu; = Au+bk; = Lu+bk; dla 1<is<m.

Réwnanie (2.3.10) wskazuje, ze-dla = m+1, A, i u, sa takie same dla macierzy A
1 H. Z réwnania (2.3.11) wynika natomiast, Ze ani 4; nie jest warto$cig wlasng macierzy H,
ani tez u; — wektorem wlasnym tej macierzy, oczywiscie przy speinieniu warunku k; # 0.
Tak wiec efektem wprowadzenia do ukladu sterowania w postaci (2.3.3) jest zmiana war-
toéci wlasnych {4} i odpowiadajacych im wektoréw wiasnych {u} na wartoéci i wektory
wlasne, odpowiednio, {e} i {w}, przy zachowaniu pozostalych (i—m) wektoréw i war-
tosci wiasnych niezmienionych. Przy ustalonym zbiorze {o} realizujacym dane wilasnosci
nalezy wyznaczyé wspoélczynniki wzmocnienia k;. W tym celu roziézmy wektory b i w;
na kierunki wektorow wilasnych macierzy A (np. [20]): :

23.12) b= pu;
J=1
(2313) W; =2qij“j, l= 1,...,m.
i=1

Z (2.3.12) po wykorzystaniu (2.3.9) wynika, Ze
(2.3.14) pi=vib, j=1,
Poniewaz w; jest wektorem wilasnym macierzy H, to
(2.3.15) Hw,' = QIW,-, [ = 1, ., m

Podstawiajac (2.3.6) i (2.3.13) do (2.3.15) otrzymamy
(2.3.16) (A+b2k,v,7) Nasw=0 ay, i=1,..,m

=1 j=1 Jj=1

Przeksztalcajac na mocy (2.3.7), (2.3.9) i (2.3.12) lewa stron¢ wyrazenia (2.3.16) w na- .
stgpujacy sposéb:

n .
AZq,-juj = Z"q,jljuj, i=1,..,m,
j=1 ERCIE
m . n m n m .
bZk,v}‘qu;juj = bZk,q,-, = Z]}juj Zk,q,-,, i=1,..,m,
=1 i=1 =1 = i=1

otrzymujemy

n

2.3.17) Zq,,ljuﬁ— Zp, S k,q‘, = Q,Zq,-,-uj, i=1,..,m.

j=1 - Jj= j=1
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Roéwnanie (2.3.17) jest réwnaniem wektorowym ze wzgledu na u; i jest réwnowazne na-
stepujacemu ukladowi réwnan skalarnych:

m

(Qi—xj)‘hj_l)jzktq“ =0,
=1

i=1,..,m,
=1,..,n1.

Dla danego wskaznika ,,i”’ pierwszych m réwnan, ktére zmieniajg wartosci wlasne
ukladu, moZna zapisa¢ w formie macierzowej

Fiq; = 0,
gdzie
F = [fl; 4 = [qul,
przy czym
P =(i—4)6—piki; i,j,1=1,..,m.

Poniewaz q;# 0, to det F; = 0.
Warunek ten mozna zapisa¢ w formie rozwinietej jako

\(Qi_)"l)_plkl: —pika, ..., _plkm!
—p2ky, (0i—2)—piks, ..., —p2kn -0
‘ _‘pmkl’ —Pmkz, EERE) (Oi"xm)_pmkm

lub w formie zwartej

Jj=

(23.18) [Te-2=Dkn[[ @1, i=1, .m
Jj=1 =1 I/;Il
Z wyrazenia (2.3.18) wynika, ze
m k p .
2.3.19) YEA g =1, .., m.
( - (0i— 4

Przy zaloZeniu, ze (9;— 4;) # 0 réwnanie (2.3.19) mozna rozwigza¢ ze wzgledu na k;

[1(ei—2)
(2.3.20) ki = 2L . di=1,...,m.
pi HI (%~
Jj=

Tak wigc wspdlczynniki wzmocnienia k; moga by¢ obliczone, jezeli 1; # 4;, co zawsze
jest spelnione, gdyZz zakladaliSmy, Zze macierz stanu ma pojedyncze wartoéci wlasne oraz
jezeli p; # 0, co na mocy (2.3.14) mozna zapisa¢ jako

(2.3.21) p=VTh+#0.

Warunek ten jest réownoznaczy z Zadaniem sterowalnosci pierwszych m postaci ukladu.
O postaciach niesterowalnych informuja wspétrzedne zerowe wektora p (zob. zakonczenie
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p. 2.2). Nalezy podkresli¢, ze badanie sterowalno$ci uktadu metoda modalna jest daleko
prostsze od metody klasycznej, polegajacej na badaniu rzedu odpowiedniej macierzy.

Sterowanie otrzymamy po podstawieniu (2.3.20) do (2.3.3) 1 po uwzglgdnieniu zaloze-
nia, ze g; = v; [por. (2.3.5) i (2.3.6)] -

(2.3.22) u(t) = g"'x(1),

gdzie

(2.3.23) g= D viki .
i=1

Nalezy zauwazy¢, ze dla ukladu fizycznego sterowanie (2.3.22) bedzie rzeczywiste
nawet w przypadku wystgpowania wartosci wlasnych zespolonych. Wynika to z tego, Ze
jezeli 2; = A¥, to p; = pf i v; = v}, co jest konsekwencja wystgpowania zespolonych
warto$ci wlasnych w parach wzajemnie sprzezonych.

W celu wyznaczenia sterowania nalezy wige wykona¢ nastgpujace kroki obliczeniowe:

1. na podstawie warunku (2.3.21) wyznaczy¢ sterowalne i niesterowalne postacie
uktadu;

2. ze wzoru (2.3.20) wyznaczy¢ wspoiczynniki wzmocnienia k;;

3. ze wzoru (2.3.23) wyznaczy¢ wektor wzmocnienia g i tym samym sterowanie (2.3.22).

Podany algorytm pozwala na efektywne wyznaczanie sterowania, co zostanie w p. 3
zilustrowane przyktadem.

Uklad wielowejsciowy. Zadanie polega obecnie na wyznaczeniu wspoélczynnikéw wzmoc-
nienia k;;, w ktérych i =1, ..., m jest wskaznikiem liczby zmienianych wartodci wias-
nych, a j = 1, ..., n jest wskaznikiem liczby wejsc.

Poniewaz wszystkie zaleznosci dla ukladu wielowejSciowego (r > 1) wyprowadza sie
analogicznie, jak dla ukladu jednowejéciowego (+ = 1), przedstawimy wigc tylko najwaz-
niejsze wyniki. Dla poréwnania zachowujemy numeracje wzoréw z poprzedniego punktu
dodajac prim. Réwnanie sterowania ukiadu wielowejéciowego ma postaé

(2.3.4y x(1) = Ax()+Bu(r) = (A+ Dby D'kl )x(1) = Hx ().
J=1 i=1 '

Wspdlczynniki wzmocnienia sg wyznaczone z warunku
e

-
(91—11)*2,171'1/6‘1, —ijxka, s - = 2, Pirkim
j=1 j=1 =1
o\
—ijzkjl; (Qi‘lz)—zpjzka, ) _ijzkjm -0
j=1 j=1 j=1 :

ijkaZ’ L] (Ql_lm)_zpjmkfm
1 .

j= i=1

- ijmkjl’
- =L

9 Mechanika Tcoretyczna
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Rozwigzanie tego réwnania jest niejednoznaczne [2] 1 otrzymuje si¢ je przy ustalonym
J-tym wejsciu

” (e— &)
=1

(2.3.20) kj = — , i=1,..,m.
pjill:{ (4 —4)
1#i
Sterowanie ma postaé
(2.3.22) u(t) = gx(1),
gdzie
(2.3.23) gi= D viky, J=1,..,r

R i=1

Wzér (2.3.20)' wskazuje, ze wspolczynniki wzmocnienia moga by¢ obliczone, jezeli
pii # 01 oczywiscie przy zachowaniu zaloZenia o réznych wartosciach wlasnych. Oznacza
to, ze i-ta posta¢ moze by¢ sterowana j-tym wejSciem. Wspolczynniki pj;; sa elementami
macierzy sterowalno$ci modalnej P o postaci
(2.3.21y P =VTB,

W celu wyznaczenia sterowania dla uktadu wielowejéciowego nalezy przeprowadzié
obliczenia zgodne z algorytmem dla uktadu jednowejsciowego, kolejno j-razy dla kazdego
wejscia. Wyznaczenie wektora sterowania skiadaé si¢ bedzie zatem z j-etapdw iteracyjnych.
Na kazdym etapie obliczeri zachodzi konieczno$¢ wyznaczenia sterowania, macierzy ste-
rowalnoséci modalnej i macierzy stanu. Okreslone s one nast¢pujacymi wzorami:

sterowanie

() = N kPVOTX(1);

i=1
macierz sterowalnosci modalne;j
PO = VOTRY,
macierz stanu
HY+D) = HP+bigl, j=1,..,r-1,

przy czym H? = A,

W przypadku r > | sterowanie jest niejednoznaczne. Pozwala to na zastosowanie
dodatkowego kryterium przy jego wyznaczaniu. Moze nim by¢é np. kryterium minimali-
zacji sumy modutéw wzmocnienn w gal¢ziach sprzezenia zwrotnego.

2.4. Przypadek wartosci wlasnych wielokrotnych [8]. Rozwazymy tylko ukiad jednowejsciowy.
Rozwazania beda podobne do tych, ktére przeprowadzono dla przypadku z p. 2.3. Do wy-
znaczenia sterowania potrzebna jest postaé kanoniczna Jordana macierzy stanu, ktora
istnieje (zob. [20]) dla kazdej macierzy kwadratowej. Wykorzystujac podane na poczatku
pracy oznaczenia moZna napisal, Ze

UAV =1,
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gdzie
J=J, 1)@ ... ® J.(4).

Symbol @ oznacza sume prosta macierzy.
Blok Jordana ma postac

moy =|
0 2

J

przy zatoZeniu, ze kazdy z nich zawiera inng posta¢ wlasna, tzn. A4, # A;, i #j,i,j =
1, ...,»
Macierze U i V moga by¢ przedstawione w postaci
U =[U,,..., Ul
V = [V11 sty [/l]7
co eksponuje ich zalezno$¢ od » — réznych wartosci wlasnych. Podmacierze U; i V; 0 wy-
miarach » x 1 majg postaé
U; = [, ..., ],
) ) i=1,..,7,
Vl' = [v(ll)) sres v'(l“)]’

z ktérej wynika ich zalezno$¢ od krotnosci i-tej wartosci wlasnej. Analogiczne zaleZznosci
mozZna otrzymaé dla macierzy sterowalno$ci modalnej
p= Vb=, .., p7,
gdzie
PO = Vb = [p0, o, p01,  i= 1,
Wektor sterowania b moze by¢ przedstawiony w postaci

v

ny
- E (W
b= pyug).

i=1 j=1

Przy zatozeniu, ze pi) # 01 p{® =0,/ =m+1, ..., n;, co oznacza, ze podmacierz ste- -
rowalnoéci modalnej ma postaé '

p(i)T = [pﬁi)’ 71):'3’ 0) ""_0])
wektor sterowania mozna zapisac jako
b= piouid,
i=1 j=1
Po uwzglednieniu tych zaloZzen sterowanie przyjmuje postaé

v omg

(2.4.1) ut) = X' D EPvOTx(1).

=1 j=1

9%
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Uklad zamknigty jest opisany réwnaniem

vy mi

x(1) = (A+b > X k0viT) (1),

i=1 j=1
z ktorego wynika, ze macierz ukfadu sterowanego dana jest wzorem

v mi

H=A+b > Doyt
=1 j=1

Analogicznie jak w p. 2. 3 mozna wykazaé, ze warto$ci i wektory wlasne macierzy
A i H sa takie same w przypadku, gdy mi+1 <j<#n,i=1,...,v. Dlaj=1,..,m
warto$ci 1 wektory wlasne ulegaja zmianie. Majac dany zbidr nowych wartosci wlasnych,
nalezy wyznaczy¢ wartosci wspéiczynnikdw wzmocnienia ., co sprowadza si¢ do rozwig-
zania réwnania

F(U)q;") =0.
Rozwiazujac je ze wzglgdu na k, przy ustalonej wartosci wskaznikéw i, j, otrzymamy
(2.4.2) ROPK =1, i=1,...,v; j=1,..,m,
gdzie:

RO = [R{P, ..., RO,
P=P®..0P,
K = [K,, ..., k],

I p— 1 _1 _ 1.
. @=L 7T (0P = 2

Poniewaz macierze P i K sa niezalezne od wskaznikow i, j rownanie (2.4.2) mozna zapisac
w postaci

RPK = e.
Z réwnania tego wyznacza si¢ wspofczynniki wzmocnienia
(2.4.3) K =P 'R 'e.
Sterowanie otrzymamy podstawiajac (2.4.3) do (2.4.2).

3. Przyklad

W ostatnich latach coraz czesciej prowadzone sa prace nad wyposaZeniem §migtowcdw
w uklady stabilizacji automatycznej z powodu niewystarczajacej stabilizacji wlasnej.

Wykorzystujac wyniki rozwazan z p. 2.3 znajdziemy schemat ideowy urzadzenia ste-
rujacego dla ustateczniania wybranych postaci ruchu §miglowca. Ze wzgledu na przej-
rzysto$¢ postgpowania ograniczymy si¢ przy tym do przypadku lotu w plaszczyZnie piono-
wej. Dla tego przypadku réwnanie ruchu $migtowca ma postaé
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x{(1) = Ax(¢#)+ Bufr),
gdzie '
x(t) = [xl » X2, X3, x4]T = [LI/.QR, W/Q-Ry q, Q]T’

u(r) = fuy, w,]" = (U, U,]".

W przypadku ogdlnym $miglowiec ma sze$¢ stopni swobody. Poniewaz jednak w locie
normalnym ruchy przechylajace i pochylajace Smiglowca zwiazane sa z jego predkosciami
boczna 1 wzdluzng, to dzigki temu $miglowiec ma tylko cztery organa sterowania.

Rozpatrujgc stateczno§¢ $miglowca w locie do przodu mozna pokazaé, ze sprzgzenie
pomigdzy ruchami wzdluznym i bocznym jest stabe. Daje to podstawe do nieuwzglednia-
nia réwnania ruchu bocznego i dzigki temu ilo§¢ réwnan ruchu zmniejsza si¢ do czterech.
W locie w plaszezyznie pionowej mamy dwie mozliwosci sterowania, mianowicie U, — ste-
rowanie skokiem ogdlnym topaty wirnika nosnego, bedace bezposrednim sterowaniem silg
no$na, U, — sterowanie skokiem cyklicznym topaty wirnika nosnego, oddzialujace na
ruch wzdluzny.

Dla typowego obciazenia i typowych warunkéw lotu $miglowca macierze A i B sa
podane w [21]:

—0,0366  0,0271  0,0188 —0,4556
0,0482 —1,01 0,0024 —4,0208

A=l 01002 03681 —0707 1420 |’
0 0 1,0 0
0,4422 0,176l
p_| 3546 —7522
] =552 4,49
0 0
Warto$ci wlasne macierzy A sa nastgpujace: A, = —1,6886; A, = —0,9073; A, =

= 0,8325; 2, = 0,0098, a odpowiadajace tym wartosciom wektory wlasne macierzy A maja

postaé:
v, = [—0,0603, 0,1341, 0,0758, 1]";

v, = [-0,0529, —0,3261, 0,0141, 0,0426]T;

v, = [ 0,0758, 0,0141, 0,6505, 1];T

ve=1[ 1 , 0,0426, 0,4434, 0,299]".
Zbiér wartosci wlasnych macierzy stanu wskazuje, ze przy danych warunkach lotu
w ukladzie wystepuja dwie niestateczne postacie ruchu odpowiadajace warto$ciom 4, 1 A4.

Kierujgc sie kryterium statecznoSci Zadamy, aby obie wartosci byly réwniez ujemne. Tak
wiec zbiér {o} wartoéci whasnych ukladu zamknigtego ma postac

{o} = {—1,6886, —0,9073, —0,l1, —0,907}.
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Jak wiadomo (por. [7, 22, 23]), $Smiglowiec moze by¢ sterowany niezaleznie wielkosciami
U.iU,.Pozwala to na traktowanie ukladu jako jednowejsciowego. Wyznaczymy sterowanie
realizujgce kryterium statecznoéci dla obu przypadkow sterowania. Jest to mozliwe, po-
niewaz wektory sterowalnosci modalnej réwne

dla U.: p, = [-5,8206, 4,4157, —3,5375, —2,2525)"

dla U,: p, = [—7,9827, 6,1932, —4,8742, —3,1577|"
nie zawieraja elementow zerowych.

Wykorzystujac procedurg dla ukiadu jednowejsciowego otrzymujemy prawa sterowania
W postacl

Ud(r) = —0,0166 /2R +0,0054 w/QR +0,3402 g +0,5457 O,
Uy(1) = —0,0113 /2R +0,0040 w/QR+0,2472 ¢+0,3962 .

Wszystkie obliczenia zostaly przeprowadzone na EMC Cyber-72 wedlug programéw wlas-
nych w jezyku Fortran V.

Warto podkresli¢, Zz> ten sam efekt ustatecznienia osiagnie si¢ wykorzystujac jedno-
czesnie oba wektory sterowania przy zaloZeniu, ze kazdy z nich steruje jedng i nie tg sama
warto$cia wlasna. W tym przypadku sterowanie moze byé wyznaczone bez uzycia proce-
dury dla ukladu wielowejsciowego.

4. Zakonczenie

Z rozwiazania przyktadu mozna si¢ przekona¢ o duzej prostocie i efektywnosci zastoso-
wanego algorytmu. Trzeba jednak pamigtaé, ze przyjete kryterium ustatecznienia jest
jednym z mozliwych przy doborze zbioru wartosci wiasnych uktadu zamknigtego. Istnieja
takZe inne, rownie wazne kryteria, np. szybkos$¢ ttumienia drgan wlasnych uktadu (mierzona
czasem zmniejszania amplitudy do potowy).

Warto podkresli¢, ze stosowalnosé¢ przedstawionych algorytméw nie jest ograniczona
ani liczba stopni swobody ukladu, ani liczba zmienianych postaci wiasnych, a niejedno-
znaczno$¢ rozwigzania dla uktadéw wielowejsciowych mozna nawet dodatkowo wykorzy-
sta¢, postulujac np. minimalizacj¢ wymiaru wektora wzmocnienia.

Na specjalng uwage zastuguje fakt, ze zaproponowane algorytmy zloZzone sg z prostych
dziatan algebraicznych. Jest to szczegdlnie korzystne dla maszynowej techniki oblicze-
niowej, poniewaZz réznorodno$¢ operacji znacznie zwigksza czas realizacji obliczen. Fakt
ten nabiera istotnego znaczenia zwlaszcza przy rozpatrywaniu wigkszej liczby standw
lotu $miglowca albo przy zmienianiu duzej liczby wartoéci wlasnych.

Sterowanie modalne przedstawione w tej pracy jest ogblne, poniewaz nie zaklada sie
szczegolnej postaci macierzy wzmocnienia wystepujacej w réwnaniu sterowania u(t) =
= Gx(¢). Dzigki temu ulozone algorytmy moga znalez¢ szerokie zastosowanie nie tylko
w technice lotniczej. Jesli do ilustracji rozwazan wybrano jednak przykiad z tej dziedziny»
to dlatego, Ze zagadnienie ustateczniania lotu $migtowca nie jest u nas zbadane w stopniu
wystarczajacym. Rozwigzanie zagadnienia tego typu wskazalo na duze mozliwosci stero-
wania modalnego w tym zakresie. Oczywiscie praktyczna realizacja urzadzenia sterujacego
wedlug wyznaczonego w niniejszej pracy schematu ideowego wymagataby uwzglednienia
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wszystkich niestatecznych stanéw lotu $miglowca. Rozpatrzenie tego przypadku nie stano-
wi jednak trudnosci przy zastosowaniu omodwionej metody.
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Peszome

METOJI MOJIAJIBHOI'O YITPABJIEHHS M ErO INPHMEHEHUE
K CTABHMJIM3ALHNH MOJIETA BEPTOJIETA

B paGore npeacTaBsieHa TEOPHSA MOHAJILHOIO YNPABJCHMST CHCTEMaMH C OJHMM WJIM HECKOJILKHMM
BXOIAMH IPU COCPEIOTOUEHHBIX MapameTpax, B nocraHoBie [loprepa n Kpoccin. C nosmosio sToro
METOJa pelleHa 3a/Jaya CTabWiIM3aUMK NOJIeTa BepTOJIETA.
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Summary

MODAL CONTROL METHOD AND ITS APPLICATION TO THE STABILIZATION
" OF HELICOPTER FLIGHT

In this paper a theory of modal control of lumped-parameter systems for single- and multi-input
systems derived by Porter and Crossley is presented. The stabilization problem of the flight of helicopter
by this method is solved. -
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