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TADEUSZ L1SZKA, MICHAL ZYCZKOWSKI (KRAKOW)
1. Uwagi wstepne

Przy doborze opt);malnego profilu tarczy kotowo-symetrycznej zalozymy badz spel-
nienie warunkéw réwnomiernej wytrzymatosci w calej tarczy (zakres spr¢zysty), badz
tez catkowite uplastycznienie tarczy (zakres plastyczny). Warunki te — przy przyjeciu w obu
wariantach tej samej hipotezy wytgzeniowej — sg okre§lone réwnaniami identycznymi,
ewentualnie z doktadnoscia do stalej, uwzgledniajacej wspélczynnik bezpieczenstwa oraz
mozliwe rozréznienie granicy sprezystosci i granicy plastycznoéci. Istotna rdznica polega
tu natomiast na koniecznoéci spetnienia w zakresie sprezystym réwnania nierozdzielnosci
wyrazonego poprzez napr¢zenia w oparciu o prawo Hooke’a, podczas gdy, przy zaloZeniu
idealnej plastycznoéci moze byé ono zawsze spelnione, niezaleznie od rozkiadu naprezen
(wobec zmienno$ci modutu w réwnaniach fizycznych). '

Ksztattowanie z uwagi na no$no$¢ graniczna wykazuje wigc w tym przypadku w sensie
rachunku wariacyjnego o jeden «stopien swobody» wiecej, jednak dla sprawdzenia po-
prawnoéci rozwiagzania nalezy wykazaé, ze w kazdym punkcie cialta moc rozpraszana
w stanie granicznym jest nieujemna. W wickszosci przypadkéw wirujacych tarcz kotowo-
symetrycznych ten ostatni warunek nie budzi watpliwosci.

Ponadto zakladamy, ze schemat plastycznego zniszczenia nie jest poprzedzony deko-
hezja (por. [18]).

' Przy zaloZeniu izotropii materialu sam warunek réwnomiernej wytrzymatosci, wzglgdnie
warunek plastyczno$ci, mozna tu sformutowaé dwojako [20] W sensie weZszym mozZna
przez ten warunek rozumieé¢ podwdjng réwnosc
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gdzie o,, o, sa naprezeniami promieniowymi i obwodowymi w tarczy, a oo, i 0o S8
warto§ciami granicy sprezystoéci lub plastycznoéei dla czystego rozciagania i $ciskania.
W sensie szerszym zapisujemy go w og6lniejszej postaci

(12) Orea = 00>

gdzie 6,.4 jest naprezeniem zastgpczym wedtug przyjetej hipotezy wyteZeniowej.
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Réwnanie (1.1) pozostaje stuszne dla kazdej hipotezy wytgzeniowej, natomiast wa-
runek (1.2), bedac ogdlniejszym, wymaga jednak jej sprecyzowania, a zatem ograni_czenia
siec do pewnej klasy materialow. /

Klasyczne ksztaltowanie w oparciu o (1.1) (np. podane przez KACZANOWA [14] rozwig-
zanie dla tarczy niejednorodnej) kryje w sobie jednak niebezpieczeristwo dwojakiego
rodzaju:

— przy ksztaltowaniu na no§no$¢ sprezysta rozwigzanie moze by¢ bledne, poniewaZ
moze nie spetni¢ réwnania nierozdzielnosci,

— przy ksztattowaniu na no$no§¢ graniczng, gdzie warunek nierozdzielno$ci moze
byé spetniony niezaleZnie, rozwiazanie moze nie by¢ optymalne, poniewaz wykorzystujac
warunek (1.2) mozna otrzymaé rozwiazanie lepsze w sensie przyjetego Kryterium.

Optymalne rozwiazanie mogloby by¢ réwniez uzyskane przy zaloZeniu

(13) Oreq < 00>

jednak rozwigzania takie nie sa autorom znane dla profili opisanych funkcjami klasy
C' i nie beda przedmiotem niniejszej pracy.

Rozwigzania z wykorzystaniem warunku (1.2) pozwalajg réwniez na swobodniejszy
wybdr warunkow brzegowych (np. obcigzen brzegéw tarczy pierécieniowej), ktére przy
wykorzystaniu warunku (1.1) praktycznie wynikajg z optymalnego rozwiazania.

Ksztattujgc w oparciu o (1.1) (warunek w sensie wezszym) tarcze jednorodna bez
wplywu temperatury [HUBER [3], KRZYS i ZyCzZKOWSKI [9], RANTA MATTI [13] — rozwigza-
nie podane pdZniej, wzor (6.2)] otrzymuje si¢ rozwigzanie optymalne z uwagi na no$no$é
sprezysta, gdyz latwo stwierdzi¢, Ze réwnanie nierozdzielnosci pozostaje wtedy spetnione.
Wykorzystujac szerszy warunek (1.2) otrzymuje si¢ rozwigzanie ogélniejsze, ktére jednak
w szczegblnych przypadkach (np. dla tarczy pelnej) pokrywa sie z powyZszym.

Rozwigzania takie dla tarcz niejednorodnych z uwzglednieniem wplywu temperatury,
przy zastosowaniu hipotez wytgzeniowych HUBERA-MISESA-HENCKY’EGO i TRESKI-GUESTA,
rozpatrywali GONTAROWSKIJ i CZEBAJEWSKD [4], IGNATIENKO [5], KAPKOWSKI [8] oraz
KAPKOWSKI i LUKASIEWICZ [6, 7). RANTA MATTI [13] podal pewne oszacowanie bledu
wynikajacego z przyblizonego zaloZenia plaskiego stanu napreZenia.

Zblizone rozwigzania mozna otrzymaé zakladajac schodkowy profil tarczy [16] lub
bedgcy funkcjg odcinkowo liniowa [1]. ’

Cele obecnej pracy mozna streéci¢ nastepujaco:

1. Uzyskanie rozwiazan dla parabolicznego warunku plastyczno$ci typu BURZYNSKIEGO —
StaAssI D’ALIA, " uogdlniajacego warunek HUBERA-MISESA-HENCKY’EGO oraz ocena zakresu
‘stosowalnosci uzyskanych rozwiazan,

2. Zbadanie problemu toZsamo$ci rozwigzan uzyskanych w zakresie sprezystym
i plastycznym oraz ocena dodatkowego zysku na materiale przy ksztaltowaniu na no§no$é
graniczng, w przypadku braku takiej tozsamosci.

D Hipotezg paraboliczna, stanowiaca szczegblny przypadek tréjparametrowej hipotezy Burzynskiego
formulowalo pdZniej niezaleznie wielu innych autoréw (por. Zyczkowski [19]); wiazanie jej przez nas
' z nazwiskami Burzynskiego i Stassi d’Alia jest czysto umowne.

/
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2. Przyjete zalozenia

2.1, Ptaski, kolowo-symetryczny stan naprezenia.
2.2. Male przemieszczenia promieniowe.
2.3. Materiat izotropowy
a) idealnie sprezysty Iub
b) idealnie plastyczny,
co odpowiada badaniu no$no$ci sprezystej lub granicznej.

2.4, Réwnanie hipotezy wyt¢Zeniowe]
2.1 —0tn~0o(x—1)(0,+0,)+(6? +0i—0,0,) <0, %= 00_/004,

przechodzacej w przypadku » = 1 w hipotez¢ HMH

2.2)

— 03+ (0} +0%—0,0,) <0

jest spetnione w formie réwnoéci w calej objgtosci tarczy. '

>w
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2.5. Granica sprézystosci (lub plastyczno$ci) oo, modut sprezystosci E i gestosé
materiatu y/g sa znanymi funkcjami temperatury T i promienia tarczy R.
2.6. Kotowo symetryczny, ptaski rozkiad temperatury. '

2.7. Wspdlczynnik cieplnej rozszerzalnoéci liniowej o, modut Poissona » oraz stala s
nie zalezg od temperatury i promienia.

]
r=R|B
g =AlB
0<f<r<l,
h(r) = H(R)/H
s0(r) = 0o(r)/oo

S = O'r/(_)'o}
Sq, = G(p/EO
_, ,waBZ
800
l .
v = J'hrdr = v —
; 2B H
Bi

3. Stosowane wielko$ci bezwymiarowe

bezwymiarowy promien,
wewnetrzny promien tarczy,

bezwymiarowy profil tarczy,
bezwymiarowa granica plastycznosci,

bezwymiarowe napre¢Zenia,

«wirowanie tarczy» (bezwymiarowa sita od§rodkowa),

bezwymiarowa objetosé tarczy, (V obj@toﬁ’c’ tarczy),

liczba Biota,
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3o . ‘ . R . .
a= ~—— bezwymiarowy wspdlczynnik rozszerzalnoéci liniowej materiatu
EcoT(1+4%) ‘
_ tarczy,
e = E/E bezwymiarowy modul spre¢zystosci,

t = T/T bezwymiarowa temperatura,
Ci(i=1,2,3,..) stale calkowania,
(Y =2afor( ), ()= 20fa(),

() oznacza pewna ustalona wartoé¢ danej wielko$ci, np. maksy-
malng. Jej przyjecie nie wplywa w sposdb istotny na wyniki
rozwazan. Z dowolno$ci przyjecia tych warto§ci wynika niemo-
zno$¢ uwzglednienia ograniczen technologicznych (typu
H, < H < H,) za pomocg takich wielko$ci bezwymiarowych.
W szczegdlnosci dla tarczy jednorodnej o stalej temperaturze
wygodnie jest przyja¢ t = e = = 50 = 1.

4. Podstawowe réwnania

Rownanie réwnowagi dla tarczy wirujacej o zmiennej grubo$ci mozna wigc zapisaé
w postaci bezwymiarowej nastepujaco:

4.1 Irs, — hs,—hrs,+hs,+hwr? = 0.

Dla zastosowanej hipotezy wytgzemowcj tatwo wykazaé stuszno$¢ nastepujacej parametry-
zacji

5, = [x, (cos&— ]/.]3 sinE) - —x)] So,
Sy = [”1 (005‘54‘ '/13"Sin§) -1 —%)]so,
gdzie %y = Y2 —n+1.

Jest to pewne uogdlnienie parametryzacji NADAI'A-SOKOLOWSKIEGO dla % # 1. Po jej
wykorzystaniu réwnanie (4.1) mozna zapisa¢ w postaci:

@.2)

. 3 K
4.3) woen V3 V3 s

r [(COSE— 1/1'3—‘ sin 5) - "2]

gdziew, = w/x,, %, = (1—3)/x,.

2 ’ ’
- ﬁsmé:—r(sm&+ —cos&) (§’+ —s—°—+t’%) —w,r?
(4]

Przy ksztaltowaniu ze wzgledu na no$no$¢ sprezystag do wyznaczenia funkCJl &(r) stuzy
réownanie nierozdzielnosci

(4.4) & = g,tre,

wigzgce ze sobg odksztalcenia promieniowe i obwodowe (g, i ¢,).
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Po podstawieniu do (4.4) prawa Hooke’a

o
R fo (s,—vs,)+at,

o
fo (5p—¥s,)+ at
i wykorzystaniu (4.2) otrzymuje si¢ ostatecznie

2 siné [s;, ¢ (_51_ é)]+/z(cos§—x2)+sin§

(4.5)

&y

(4.6) g =7,usin§—cos£ + To_?-H S0 € usin€é—cosé
at’_ 17
soe usiné—cos&’
. —1—
gdzie u = ]/3 4

Dla prostego przypadku nienagrzanej tarczy jednorodnej (t = s, = ¢ = 1) réwnanie
to redukuje si¢ do
2 sin £
4.7 =2
.7 ¢ r usiné—cosé

Przy ksztaitowaniu ze wzglgdu na nosnos$¢ graniczna spelnienie réwnania (4.6) nie
Jjest wymagane. Swobodna dotychczas funkcj¢ &(r) nalezy wtedy przyjaé tak, aby spetni¢
warunek

1
(4.8) v = [ hrdr = min,
B

czyli zminimalizowaé objeto$¢ tarczy.
Réwnanie (4.8) z warunkiem (4.3) prowadzi do réwnania Eulera-Lagrange’a?’
(4.9)  —2)/3sin&[x,(cos&+x3)]—wr?(cosé + /3 sin€)cosé +
+ [r¢5(cos &+ ;) + %3] (cos & + V? sin&)r-sofso —
5o

! = . oW _
- wr3(cos&+ /3 sin&) (7 + 5_0) =

= Er[Y3xy(1 +2,c088) —x3sin&+x5()/ 3 cos & —siné)],
gdzie so = 5o(r), w = w(r), %3 = »/x,.
Roéwnanie to dla tarczy jednorodnej (s = w' = 0), przy » =1 upraszcza si¢ do
postaci:
B 2V3_sin§+wr2(cos§-_k_uﬂ_3___s_in £)cosé
r(siné— /3 cosé). '
Warto zauwazyé, ze dla nienagrzanej tarczy jednorodnej, bez wirowania, wykonane;j

z materiatu nieSciéliwego, prawa fizyczne (prawo Hooke’a i prawo plynigcia plastycznego)
sa stowarzyszone z warunkiem HMH. Obowigzuja wtedy twierdzenia podane przez

(4.10) &

2 Patrz Dodatek A.
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SAVE’A [15], na mocy ktérych ksztaltowanie na noé§nosé sprgzys'tq i na noéno$¢ graniczng
dajg identyczne wyniki, zatem réwnania (4.7) i (4.10) staja si¢ (jak fatwo sprawdzic)
identyczne.

Ogdlne réwnania (4.6) i (4.10) wprawdzie nie sg identyczne, ale w praktyce zblizone,
co wykorzystano pdziniej w rozwiazaniu numerycznym.

5. Ustalenie warunkow brzegowych

Ksztaltowanie tarczy w oparciu o réwnania (4.3) oraz (4.6) lub (4.9) polega wiec na
wyznaczeniu funkcji &(r) i h(r) przy danych pozostatych wielkoéciach oraz danych obcia-
zeniach (sitach promieniowych) na brzegach zewngtrznym i wewngtrznym:

(.0 p(r) = h(r)s,(r))

r=1"

r=p§

Sita promieniowa na brzegu zewngtrznym p(l) wynika np. z obciazenia wieficem lopatek
i jest przy projektowaniu wielkoécia zadana. Obciazenie p(f) jest jednak zwykle zwigzane
z przemieszczeniem ze wzgledu np. na konieczno$é zapewnienia zgodnoSci odksztalcen
walu i osadzonej na nim tarczy. Postaé odpowiedniego warunku brzegowego zalezy zwykle
od wielu czynnikéw technologicznych (np. luzy lub wcisk) nie rozpatrywanych tutaj,
totez obcigzenie p(f) traktowac bedziemy réwniez jako wielko$¢ dang. Czesto przyjmuje
sie p(B) = 0, [4, 5, 8], jednak prowadzi to zazwyczaj do nieograniczonej wartosci 2(8)¥.
W przypadku tarczy peinej warunek dla » = 0 ma inny charakter:

(5.2) £0)=0, =*=,...
Rownanie to wynika z zachodzacej tu réwnosci napr¢zen obwodowych i promieniowych
(53) 5,(0) = 5.(0).

Ksztalt tarczy i wyniki projektowania zaleza od przyjetych funkgji so(r, £), e(r, t), ¢(r).
W celu przeprowadzenia szczegdlowych rozwazan zalozymy

5.4 " So

Zalozenia te beda obowiazywaé w dalszej czeSci pracy, o ile nie bedzie wyraznie zaznaczo-
ne inaczej.

» = 1.

it

[ ¢

6. Tarcza pelna

6.1. No$nos¢ sprezysta tarczy. Rownanie (4.7) ma rozwiazanie zamknigte

' p
(61) x5
r = W lub
6.2) E=0, +m, ..

3 Patrz Dodatek B.
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Warunki brzegowe dla tarczy pelnej (5.2) spetnia jedynie réwnanie (6.2), co odpowiada
klasycznemu ksztattowi tarczy o réwnomiernej wytrzymalo$ci w sensie wezszym (tu sens
szerszy sprowadza si¢ do tego jedynego rozwiazania)

(6.3) h(r) = exp(Fwr?[2),
(6.4) p(l) = texp(Fw/2) # 0.
(Dolne znaki w réwnaniach odnosza si¢ do przypadku obwodowego $ciskania tarczy —

nieistotnego w praktyce). :

6.2, No$no¢ graniczna tarczy. Warunek (5.2) dla réwnania (4.10) prowadzi do symbolu
nieoznaczonego (/0. Dla umozliwienia rozwigzania numerycznego funkcje Ah(r) i &(r)
rozwinigto w okolicy r = 0 w szeregi

E(r) = A, P2+ Ay rt+Asr+ ...,
©3) In[h(r)] = a,r2+ar*+azré+ ...,

Po podstawieniu tych szeregéw do réwnan i poréwnaniu odpowiednich wspdlczynnikéw

otrzymano
w w? 127w3
a, = —- = PR Ay a3 = ==,
3y/3 48y/3 2735y/3
(6.6) 2 3
w Tw 131w
A = —— =, Ay = —-, Az = — — -
4y/3 1443 29333

PowyZsze rozwigzanie postuzylo do wyznaczenia punktu startu dla numerycznego
catkowania rownan metoda RUNGEGO KUTTy 4 rzgdu na komputerze Odra 1204. Wyniki
przedstawiono w tablicy 11 na rys. 2, gdzie umieszczono dla poréwnania réwniez tarcze
sprezysta [réownanie (6.3)].

Tablica 1. Tarcza pelna. Rozwiazanie plastyczne i sprezyste

n=ryw £() h(y) (plast.) exp(1?/2) (sprez.)
0 0 ©1,0000 1,0000
0,2 0,00576 0,9804 0,9802
0,4 0,02242 0,9233 0,9231
0,6 0,04854 0,8357 0,8353
. 0,8 0,08193 ) 0,7271 0,7261
1.0 0,1201 0,6084 0,6065
1,2 0,1604 0,4900 0,4868
1,4 0,2008 0,3801 , 0,3753
1,6 0,2394 0,2843 0,2780
" 1,8 0,2751 0,2051 0,1979
2,0 0,3072 0,1429 0,1353

Tablica 2 zawiera poréwnanie objetosci obu tarcz przy zaloZeniu, Ze obciazenia na
brzegu obu tarcz sa takie same i wynoszg p(l1) = 1. Zysk na ksztaltowaniu tarczy pelnej
w oparciu o no$no§¢ graniczna jest tu stosunkowo znaczny i dla w = 4 (co odpowiada
jeszeze realnym fizycznie wielko§ciom) wynosi okolo 19%.

7 Mechanika Teoretyczna
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Tablica 2. Poréwnanie tarczy pelnej plastycznej i sprezystej

Tarcza blaslyczna Tarcza sprezysta

” e
hmax | v ‘ Finax v
0,0 1,00 ' 0,500 | 1,00 0,500
1,0 1,54 0,606 ' 1,65 0,650
2,0 2,44 0,771 2,72 0,859
3,0 3,88 1,005 4,46 : 1,145

4,0 6,20 1,345 7,40 1,595

7. Tarcza pier§cieniowa

W przypadku tarczy pierScieniowej pozostaja shuszne rozwigzania podane poprzednio,
lecz sa one jedynie szczegblnymi przypadkami rozwiazania ogdlnego.

Dla tarczy sprezystej, wykorzystujac rozwiazanie (6.1), mozna dla w = 0 poda¢ funkcje
h(r) w postaci parametrycznej rozwigzujac réwnanie (4.3) .

(- s

a.n h=C, 3
g
cos (§+ ?)

2(0+0)

Wykresy rozwiazan dla v = 0,5 oraz» = 0,3 przedstawiaja rys. 3 i 4. Na rysunkach przed-
stawiono réwniez sitg osiowa p(r). Nieograniczony wzrost wartosci & i p wynika z osobli-
wofci pojawiajacej si¢ w réwnaniu (4.3) dla & = n/3.
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Zamieszczone wykresy stuzyé moga do dobierania wartosci statych C, i C, z warunkow
brzegowych (5.1). Rysunki zawieraja wykresy dwu alternatywnych rozwiazan, totez nalezy
wybieraé¢ odcinki krzywych nie zawierajace punktu 4. Otrzymane rozwigzanie jest okresowe
ze wzgledu na £ o okresie 2m [rozwigzanie dla & € & < 2w jest analogiczne do zamiesz-
czonego — rozni si¢ jedynie znakiem funkeji p(r)].

b ol
[+
T £~ n/3
I
vy=0§
2»_
- E~0
| 1 ! | L e
0 ! 2 3 4 5
Rys. 3
An ol
G G2
I £—7/3
l 'v-0,3
|
|
|
- ‘|
W
\\\n
P~——
1+ \ £~0
L
AN
\
\\
~
'Pl —— £"’.7f
| I ! | L /¢
0 1 2 3 4 5
Rys. 4

Na podstawie rys. 3 mozna stwierdzi¢, ze dla v = 0,5 stosunek p(8)/p(1) musi mieéci¢
sie w przedziale (0,5--3,0). Dla » # 0,5 brak jest takich ograniczen, lecz przekroczenie
powyZszego zakresu spowoduje znaczne odstgpstwa od zalozonego plaskiego stanu na-

T
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prezenia w wyniku duzych wartosci #'(r). Nie mozna przyjmowac obciazen o przeciwnych
znakach ani swobodnego brzegu tarczy, gdyz prowadzi to do nieograniczonego wzrostu A(r)
w pewnym punkcie tarczy.*

Ze wzgledu na podobiefistwo réwnaf rozwigzanie numeryczne, ktéremu po$wigcona
bedzie nastepna cze$¢ pracy, przeprowadzono nie réznicujac programéw dla nosnoici
sprezystej 1 no$nosci granicznej. Catkowanie podstawowego ukladu réwnan przeprowa-
dzono za pomocy standardowej procedury «Runge Kutta 4» z biblioteki programéw
maszyny cyfrowej Odra 1204. Ze wzgledu na wystepujacy tu typ warunkéw brzegowych
(«1+ 1») catlkowanie przeprowadzono w dwu kolejnych etapach:

1. Przyjmujac p(1) = 1 1 kolejne wartodci &£(1) z przedziatu (0, =) obliczano p(f) dla
6 wartosci B. Czas obliczen dla 30 wartosci (1) przy dokladnosci obliczen rzedu 103
(wartosci parametrow «eps» i «eta» procedury) wynosit 25-30 min.

ko)l
3l W-4,0
=09
v=03
x=10
[p()I=1,0

e ———

Ujemne

| l

| |

| |

i |

i |

sily promieniowe ﬁ]I 8’ /B ||
|

|

|

|

'
’
e

- 27

Dodatnie
sily promieniowe ]

]
]
|

"~

l

!l

[ '~
|\,

|

0 1 2 3 4 5 6 7

Rys. §

2. Wyznaczenie funkcji A(r) i &(r) dla zadanych p(l) i p(f) wykorzystujac znalezione
uprzednio przyblizone punkty startowe dla procedury «regfalsi» stuzacej do wstrzelania
sic w dokladng warto$¢ p(B). Czas obliczen przy dokfadnoéei 1076 wynosit 4-6 min,

W wyniku dzialania programu pierwszego otrzymywano wykresy p(f) = f[E(D)],
bedgce oczywisty informmacja o mozliwosciach dobicrania wartosci p(f)/p(1). Typowy
wykres przedstawia rys. 5. Zmiana wspotczynnika » lub przyjgcie réwnan nos$noéci granicz-

4 Szczegolowa dyskusje zawicra Dodatck B,



OPTYMALNE KSZTALTOWANIE NAGRZANYCH TARCZ 293

nej powodowalo jedynie nieznaczne réznice ilo§ciowe (rzedu kilku %). Z dwu mozliwych
réwnowaznych rozwigzan (np. odpowiadajacych punktom B i B’) gataz odpowiadajaca
punktowi B’ daje rozwiazania o mniejszej objetoscei tarczy, lecz o wiekszych nachyleniach
funkcji A(r) i wigkszej grubosci na wewngtrznym brzegu [4(8)]. W poréwnaniu z warto$cia-
mi p(f)/p(l) otrzymywanymi z rozwigzania klasycznego (6.3) zakres dopuszczalnych warto-
§ci zostat powigkszony, jednak przede wszystkim w gére, co jest zjawiskiem niekorzystnym.

Tablica 3. Objeto$¢ tarcz pierScieniowych przy réznych warunkach brzegowych

Tarcza sprezysta Tarcza
Ol I I y=0 y =03 »=0.5 plastyczna
1 1,5 0,9 | 1,0 0,218066 0,217832 0,217717 0,217716
2 1,5 0,9 | 4,0 — 0,103135 — 0,103121
3 1,5 0,75| 1,0 0,238141 0,237927 0,237848 0,237837
4 2,0 0,9 | 4,0 — 0,189136 — 0,189080
5 0,4 0,5 | 4,0 — 0,201452 — 0,201358
6 0,5 0,75| 4,0 — 0,139573 — 0.139417

Teoretycznie warto$¢ p(f) mozna przyjmowaé dowolnie wielka, jednak obliczenia nu-
meryczne stajg si¢ wtedy niedokladne, a w rzeczywistej tarczy zachodzi znaczne odstepstwo
od plaskiego stanu naprgzenia; totez linie przerywane na wykresie (rys. 5) przedstawiaja
przewidywany przebieg krzywych nie majacy praktycznego znaczenia. Przeliczone przy-

nk
1,0} ———— rozw. sprezyste v=0,3
A | ———=— rozw. plostyczne y
08
w=4,0 ™~
eh g=05 e
06k 3+
| e
D\
04+ 2+ “—é
w s
T -
[ 7_
¥ £ n
Q—_>
| ] 1 [ r
0 05 1,0
Rys. 6

klady ksztaltowania tarcz zestawione sa w tablicy 3, a wykresy A(r)dla przypadkéw 2 i 5
z tej tablicy przedstawia rys. 6. Zwraca uwage bardzo niewielki zysk na objetoSci tarczy dla

no§nosci granicznej — nieporéwnywalnie mniejszy niz dla tarczy petnej (tablica 2). Jest
to wynikiem innego charakteru warunkéw brzegowych [réwnania (5.1) 1 (5.2)].
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8. Poréwnanie rownomiernej wytrzymalo$ci w sensie szerszym i wezszym

Ksztaltowanie w oparciu o réwnanie (1.1) (warunek w sensie wezszym) odpowiada
przyjeciu
8.1 Er)=0, <=, ..

zamiast réwnan (4.6) lub (4.9), ktére zostaja wtedy milczaco pominigte. Wykorzystujac
réwnanie (8.1) mozna scatkowa¢ réwnanie réwnowagi (4.3)

(8.2) h(r) = C;Soexp(— fwrsg‘dr).

Roéwnanie to, podane przez KACzANOWA [14], moze wigc dawaé nieoptymalne profile
tarcz. W pewnych, szczegélnych przypadkach ksztaltowanie w sensic szerszym moze
jednak dawaé identyczne rozwigzanie. Jedynie wtedy rozwigzanie (8.2) jest poprawne.
Warunkiem koniecznym, aby rozwiazanie (8.2) bylo poprawne w zakresie sprezystym
jest spelnienie réwnania '
8.3) ﬁ«me)=“‘,
‘ dr So Usge
gdzie s, = so(r, 1), e = e(r, t), wynikajacego z rownania nierozdzielno$ci po podstawieniu
(8.1). Z (8.3) wynika wigc m.in., Ze tarcza jednorodna bez wptywu temperatury ksztalto-
wana w oparciu o réwnanie (8.2) bedzie przy odpowiednio dobranych warunkach brzego-
wych optymalna ze wzglgdu na noéno$¢ sprezysta.
W zakresie plastycznym podstawiajac (8.1) do (4.9) otrzymuje si¢ przy w = const,
x =1

so 1,8
. —wrt 20— w230 _ g,
8.4) wi 50 T2 wr 5

Roéwnanie to po mozliwym scatkowaniu

(8.5) solr) = —2'_“_6—‘:”,2'
jest warunkiem koniecznym, aby rozwiazanie (8.2) bylo poprawne przy ksztattowaniu
na no$noé¢ graniczng. :

Ze spelnienia jednego z tych réwnan nie musi jednak wynikaé poprawno§¢ rozwig-
zania (8.2), gdyz w rozwigzaniu tym stosunek obciazen p(8)/p(1l) jest jednoznacznie
wyznaczony i, co za tym idzie, dowolnie wybrane warunki brzegowe dla tarczy pierécienio-
wej nie muszag byé spelnione. Jedynie w przypadku tarczy pelnej, poniewaz warunki
brzegowe sa inaczej formulowane- [réwnanie (5.2)] spelnienie réwnaf (8.3) lub (8.5)
wystarcza dla poprawnoéci rozwiazania (8.2).

9. Polaczenie tarczy z pier§cieniem

Ze wzgledu na istniejace ograniczenia czesto zachodzi konieczno§é projektowania
tarczy tylko w czgsci swej objetosci spetniajacej wyprowadzone powyzej réwnania. Pozwala
to na uniknigcie nieograniczonej wysoko$ci tarczy otrzymanej z powyiszych réwnafi
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droga wprowadzenia dodatkowych ograniczen. Projektujac tarczg¢ ze swobodnym brzegiem
(co jest przypadkiem czgsto spotykanym) korzystne jest zastosowanie pier§cienia o «sku-
pionej» powierzchni przekroju F i pomijalnie malym wymiarze promieniowym przeno-
szacego sile promieniows pochodzaca od tarczy i obciaZenia zewngtrznego (p, — réwnego

—
~—

i p
Pz : E —— N
]

|
|
|
B

Rys. 7

w tym przypadku 0). Z punktu widzenia matematyki oznacza to dopuszczenie rozwigzan
dystrybucyjnych, gdyz pierScien taki mozna traktowa¢ jak dystrybucje &(r--p), gdzie
o jest $rednim promieniem pierScienia (rys. 7).

Profil tarczy mozZzna wigc opisaé¢ dystrybucja

©.1) I* = h(r)+ Fo(r—o).

0

Rys. 8

Z przyjetych zatozen wynika, Zze w pierécieniu dziala jedynie.napr¢Zenie obwodowe s,
(definiowane analogicznie do s, i s,), totez réwnanie réwnowagi elementu takiego pier-
$cienia (rys. 8) obciaZzonego sila promieniowa p

9.2) Fdowe® + pedp—s,Fdp = 0

moze stuzy¢ do wyznaczania przekroju F

(9.3) F=-_2

we?—s,
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W zakresie spreZzystym napreZenie s, mozna wyznaczyé z warunku zgodnodci od-
ksztalcen tarczy i piercienia. Przy zaloZeniu, Ze sa one wykonane jako jedna cato$¢ otrzy-
muje si¢

h(p) (cos £E— 1_-sin 5) +p.
9.4) F = V3

(1—v)cosé&+ 1];_; sin&—wp?

Jak wykazano w [9] w pier§cieniu takim wyteZenie jest inne niz w tarczy, co jest zjawiskiem
niekorzystnym, a nawet niedopuszczalnym, o ile wyteZenie jest wyzsze niz w tarczy.

Lepsze wykorzystanie materialu mozna osiagnaé zakladajac pelne uplastycznienie
pierScienia (ksztaltowanie na no$no$é graniczng). Réwnanie zgodnos$ci odksztalcen przy
zaloZeniu idealnej plastycznoéci przestanie wtedy ingerowaé, zatem '

=41 i
|
F h(o) (cosf— ﬁsm 5) +p;
wp?+ 1
(znaki dolne przyjmuje si¢ dla pierécienia na zewnetrznym brzegu tarczy).

W przypadku tarczy swobodnej obciaZenie piercienia pochodzi jedynie od sily pro-
mieniowej w tarczy, a zatem obciazenie p, = 0 i powierzchnia F we wzorach (9.4), (9.5) jest
proporcjonalna do /(0). Warunek brzegowy (5.1) na przeciwnym brzegu mozna zawsze
spetni¢ zmieniajac /4. Problem optymalnego ksztaltowania tarczy z dystrybucja staje si¢
dodatkowo problemem optymalizacji parametrycznej, gdzie jako parametr mozna przyjac

np. &(p) w réwnaniach (9.4), (9.5). Funkcja celu jest wtedy sumaryczna obje¢to$¢ tarczy
i pierScienia

Sp

©.5)

F=

e

1 1
i
(9.6) v = fh*rdr = f/u'dr+FQ =min, .0 =1,.
4 8 1
Préba takiej optymalizacji (przy uzyciu nieznacznie zmodyfikowanego programu nr 1) nie
dala jednak rezultatu, gdyz otrzymuje si¢ jako wielko$¢é optymalng

©.7) E@op = 73,
co odpowiada tarczy bez pier§cienia, lecz o nieograniczonej grubosci na swobodnym brzegu.
Przy ksztaltowaniu w realnych warunkach nalezy przyja¢ £(p) < m/3, tak aby spelni¢
nie rozwazane tutaj ograniczenia technologiczne (np. maksymalna wysoko$¢ pierécienia,
zgodno§¢ wysokosci pierécienia i tarczy itp.). Czesto polaczenia tarczy z pierécieniem
nie uda si¢ przy tych zalozeniach zrealizowaé, gdyz nie zmieéci si¢ on wewnatrz tarczy,
wyjdzie ze wzoru ujemna jego powierzchnia lub zbyt duze napr¢zenie s,.

10. Uwzglednienie zmiennej temperatury

Najistotniejszy wplyw z upraszczajacych rozwazania zatoZzen (5.4) ma nieréwnomierny
rozklad temperatury w tarczy wywolujacy napre¢Zenia termiczne (tylko w zakresie sprezy-
stym) oraz wywohuigcy zmienno$¢ stalych materiafowych.

\

AY
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W przypadku ksztaltowania na no$nos$¢ sprezysta mozliwe jest dwojakie postawienie
zagadnienia:

1. Przyjecie rozkladu temperatury jako funkcji znanej — wyznaczonej do$wiadczalnie
dla tarczy juz istniejgcej. Konieczne jest wtedy zaloZenie, Ze réznica pomigdzy ta tarcza
a tarczg dopiero projektowang bedzie niewielka — nie zmieniajgca praktycznie rozkladu
temperatury.

2. Przyjecie réwnan przeptywu ciepla dla plaskiej tarczy i catkowanie ich razem z po-
danymi wyzej réwnaniami. Podejscie takie, choé teoretycznie dokladniejsze, wymaga
jednak znacznie wigkszej liczby danych do$wiadczalnych (czgsto niemozliwych do wy-
znaczenia) lub tez pewnych uproszczen. Np. ogélne réwnanie przepltywu ciepta dla tarczy
(wedhug [17])

—ri't' —ht'+rBi(t—1t,)
T - i

(10.1) =

wymaga znajomosci rozktadu temperatury otoczenia #y(r) oraz wspdiczynnika wnikania
* ciepla do tarczy, ktérych w sposéb §cisty wyznaczy¢ si¢ nie da.

Przy ksztaltowaniu na no$no§é graniczna mozliwe jest jedynie podejécie pierwsze,
gdyz przy wyprowadzaniu réwnania (4.9) funkcja so(r), a zatem i temperatura traktowane
byly jako dane. Oczywiécie mozliwe jest wyprowadzenie réwnania Eulera — Lagrange’a
z réwnaniem typu (10.1) jako dodatkowym warunkiem pobocznym, choé przy ogdlnej
zaleznosci s4(r, ¢) nie bedzie ono miato rozwigzania. Wynika to z faktu, ze problem doboru
optymalnego profilu i rozktadu granicy plastycznosci s, sformulowany jak powyzej nie ma
rozwigzania dla skonczonych wartosci so(r).

Wyznaczenie rozkladu temperatury i profilu odpowiadajacych minimalnej objeto$ci
tarczy jest zagadnieniem znanym pod nazwa termofretazu (OGBALOW [11], ktéry sformuto-
watl ten problem dla cylindra, mégt dobieraé jedynie rozkiad temperatury). Uwzglednienie
zmiennej temperatury w réwnaniach no$noéci sprezystej zmieni objeto§é tarczy, a w szcze-
golnodci moze ja zmniejszyé, jednak wynik rozwigzania na no$no$¢ graniczna jest kresem
dolnym mozliwych rozwigzan. Wynika z tego, Zze rozwigzanie powyzszego problemu przy
pominigciu wplywu temperatury na stale materialowe daje si¢ rozwiazal w oparciu
o wyprowadzone rownania. Nalezy uksztaltowaé tarczg w oparciu o réwnania (4.3)
i (4.9)! a nastgpnie z réwnania (4.6) wyznaczy¢ poszukiwang temperature. Przy rozwiazy-
waniu kompletu réwnan (4.3), (4.6), i (4.9) niewiadomymi beda A(r), £(r) i ¢(r).

Przy uwzglgdnieniu zmienno$ci stalych materialowych z temperaturg [przede wszystkim
So(r, £)] problem termofretazu (zgodnie z dotychczasowymi rozwazaniami) nie daje sig
tak rozwigzad.

Mozliwe jest takZe postawienie zagadnienia termofretazu jako problemu wyznaczania
optymalnego rozkladu temperatury przy zadanym profilu tarczy. Odpowiada to doktadnie
sformutowaniu podanemu przez OGIBALOWA — wyznaczenia rozkladu temperatury za-
pewniajacego réwnomierne wytezenie materialu w calej objetosci tarczy. Dla rozwigzania
tego problemu nalezy rozwigzaé uklad réwnari (4.3) (4.6) o niewiadomych &(r) i #(r).
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11. Whnioski koncowe

W pracy przedstawiono problem ksztattowania tarczy wirujgcej w oparciu o jej no$nosé
sprezysta i graniczna. Ksztaltowanie na no$no$¢ graniczng pozwala w przypadku tarczy
petnej osiagnaé znaczny zysk na objetos¢ (do 19%). W przypadku tarczy pierscieniowej
objetod¢ jest jednak niemal niezalezna od kryterium ksztattowania (podobne wnioski
otrzymal réwniez DISTEFANO [2]). Przedstawiono i przedyskutowano pewne ograniczenia
na dobdr obcigzeri przy ksztaltowaniu tarczy. Ograniczenia te wynikaja prawdopodobnie
z przyjecia petnego uplastycznienia jako jedynego mozliwego schematu zniszczenia.
Przedyskutowano réwniez mozliwosci ksztaltowania tarczy ze swobodnym wewnetrznym
brzegiem (Dodatek B) oraz problem pofaczenia tarczy z pierScieniem usztywniajacym.
Omowiono zagadnienie doboru optymalnego rozktadu temperatury (termofretazu).

Ze wzgledu na stosowanie numerycznych metod obliczeniowych nie podano rozwiazan
w zamknigtej postaci, a jedynie pewne otrzymane rozwigzania numeryczne.

Dodatek A. Wyprowadzenie réwnan FEulera-Lagrange’a dla ksztaltowania w oparciu o no$no§é
graniczng. _

Do wyznaczenia réwnania (4.9) postuzymy si¢ ogélng metodg Eulera-Lagrange’a.
Uogélniony funkcjonal, po uwzglednieniu ograniczent (2.1) i (4.1), przyjmie postaé

1 .
(A.]) f {L(W'rg,—qh+gh+— R rh+w.rh)+
B 0
+ Aa[ny +2¢2(q, +9,) — (47 + 95 — q.9,)] +hr}dr = min,

skad, piszac réwnania Eulera-Lagrange’a kolejno wzgledem funkcji A(r), q,(r), q,(r)
otrzymuje si¢ ukifad trzech réwnan '

gy . ,
A"l ('qr_o —q4p+wlr2)_)‘qur = 0,
0o ,

A2 ! -
A2 Darh 20 4 306, = 2,4 4p) = Mirh = 0,
0
Alh_lz(xz_zqqp'i'qr) = 0,
gdzie
o.(r) .
= ——- =cosé~—— sinf —x,,
A3 7 oo(r) %, V3 :
(A3) 0,(r) 1.
= cosé+—= siné—x,

I = oo /3

a A, i A, sa mnoznikami Lagrange’a. _

Powyiszg parametryzacje zastosowa¢ mozna na dowolnym etapie wyprowadzania réw-
nania (4.9), a w szczegélnoéci juz w réwnaniu (A.1) — wéwczas otrzymaloby si¢ jeden
mnoznik Lagrange’a. Jednak ze wzgledu na konieczno$é pracochlonnych przeksztalcen
trygonometrycznych najkorzystniej jest zastosowaé ja jak najpdzniej tzn. po wyrugowaniu _
z réwnan (A.2) niewiadomych pomocniczych A,(r) i 2,(r).

4
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Z réwnania (A.2;) wyznacza sie 1,(r) i podstawia do (A.2,). Otrzymuje sie wtedy uktad
dwu réwnan

(A4) ;'l(rqr _Zg —Gp+ W1"2)_’q-1rqr =0,
0 !

U(,) 7‘2—2Qr+%) ’
PN LI e’ Lk L) R PR
1( Go ”2—2qw+qr !

liniowy wzgledem niewiadomych A, i A;. Wyznaczajac A; i 4]

= r(%2_2q(p+qr) ’
== "% 7 ,

(A.5) i
(#,—2g,+q,)roglog+x,—2q,+ 4,

wir2(x,—2q,+q0) + %, (4 +qp) + 23
a nastepnie rozniczkujac pierwsze z nich i odejmujac stronami otrzymujemy po prze-
ksztatceniach réwnanie

wyr 2(%2 - 2q¢ + qr) (qr + qu - 2”2) -+ 3(qr - qq)) [(qr + qw) 73 + 2%3] -

3 =

, G0 w
— [%2(q, +9,) +2%3] (%, — 24, + 4,) 10 /00 — (¢, — 2q, +,)*wy 1 (G° + —w—) =
. (4]
= —3%:7(qpdr— 4pdr) + %3 1(qr+ qp) — 2237 (g, — 245)
z ktdérego po zastosowaniu parametryzacji (A.3) otrzymujemy (4.9).

Dodatek B. Dyskusja rozwiazan prowadzacych do nieograniczonej gruboSci tarczy.

Przy ksztalttowaniu tarczy o swobodnym brzegu lub obciazonej na obu brzegach
w jednym kierunku (do osi lub czesciej od osi) zachodzi koniecznoé¢ spetnienia w pewnym
punkcie tarczy réwnoéci (dla r = p)

(B.1) p@) = s5.(0)h(0) =0, pf<po<L

Przy tym zalozeniu réwnanie réwnowagi tarczy (4.3) posiada osobliwo§¢ i nie daje sig
wykorzysta¢ do ksztalttowania tarczy. Ze wzgledu na duze znaczenie praktyczne przypadek
ten wymaga glebszego zbadania i zostanie przeanalizowany dla poszczegélnych mozliwosci
wynikajacych z réwnania (B.1).

Wszystkie wystepujace poniZej wielkosci beda wartosciami odpowiednich funkcji
w punkcie r = p, totez otrzymane réwnania beda réwnaniami algebraicznymi. Jedynie
w punkcie B.2 wykorzystane zostanie rozwinigcie tych funkcji w szereg zmiennej n w naj-
blizszym otoczeniu punktu r =g (y = r—p).

B.1. ;=0 (h=0, h+# 4w, kI # +x).

Przy tych zalozeniach réwnanie (4.3) mogloby by¢ ewentualnie wykorzystane do ksztalto-
wania, gdyby mozna je bylo doprowadzi¢ do postaci symbolu nieoznaczonego 0/0. W tym
celu musi zachodzié:

"2 |
(B.2) ——_siné—g(sin§+—_cos§)5’—w p? =0.

V3 V3 ‘
Jedyna wielkoscia niewiadoma (warto$é & wynika z warunku s, = 0) jest tu &'. Wyliczona
 z (B.2) warto$¢ & mozna podstawié do (4.6) lub (4.9) (a wlasciwie otrzymanych z nich
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réwnan algebraicznych) i otrzymaé réwnanie wiazace wielkoSci przyjete jako znane, np.
przy zatozeniach (5.4) otrzymuje si¢ z (4.7) dla zakresu sprezystego

3 1+4v
2 2 _
(B.3) wo' = 7 lub  wp %"
albo z (4.10) dla zakresu plastycznego '
(B.4) wp? = +3.

Nawet, jesli dobierzemy z nich predko$¢ katowa lub promien (co nie zawsze jest mozliwe),
to i tak nie uda sie unikna¢ osobliwoéci rownania (4.3) gdyz po zrézniczkowaniu (4.6) lub
(4.9) mozna otrzymaé nastepne réwnanie algebraiczne, ktore przy przyjetych wartosciach
nie bedzie spelnione.

B.2. ss=0(0h=0, h# too)

Jezeli dopusci sie mozliwo$¢ /' = + oo tak, aby w réwnaniu (4.1) pierwszy czlon mial warto$§é
skoriczong C # 0 otrzymuje sie wtedy, rozwijajac odpowiednie funkcje w szeregi i ogra-
niczajgc si¢ do pierwszych przyblizen, nastgpujace wyraZenia:

s, = Clo+a,n+a,n*+ ...
s = A n+A,0*+ ...

(B.5)
/1’—\C/0+a17],—?___':' = . ¢ _1~+*€L+ _.ﬁ
An+ ... Ao A, T dyly=o
Po scatkowaniu
B.6 h=Cs — .
(B.6) 1 + — Al lmy-!— A1 7+
skad otrzymuje si¢, wbrew zalozeniom, A(p) =
B.3. h=0, s #0.

Przy powyzszych zalozeniach z réwnania réwnowagi otrzymuje si¢ #' = 0, a po n-krotnym
zrézniczkowaniu (4.1) wzgledem r

(B.7) A" (o)s, = flh, ', ', ...),

gdzie f jest liniowa kombinacja pochodnych funkcji /1 az do (n— 1)-szej. Metodg indukcji

matematycznej mozna stad udowodnié, Zze wszystkie pochodne funkcji A(r) sa w tym

punkcie réwne zeru. Nie wydaje sie mozliwe opisanie taka funkcjg rzeczywistego profilu

tarczy.

B.d4. Jezeli réwnoczeénie 1 = 0 i s, = 0, to rézniczkujgc réwnanie réwnowagi (4.1) otrzy-

muje si¢

(B.8) h(Q2rs,—s,w,0%) =0,

skad, jezeli wyrazenic w nawiasie jest rézne od zera, otrzymuje si¢ wynik jak poprzednio,

w przeciwnym przypadku dochodzi sie do zwigzkéw takich, jak w B.1. .
Reasumujgc: Warunek (B.1) pocigga za sobag nieograniczong warto$¢ /(p), a zatem

prowadzi do tarcz nierealizowalnych technicznie. Wyniki niniejszej pracy, poza rozdziatem

9, nie daja wiec podstaw do projektowania tarczy ze swobodnym brzegiem lub z obcigzZe-

niami w jednym kierunku. Dla rozwigzania tego problemu konieczne jest przyjecie innych

ograniczen niz w niniejszej pracy.
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Pesmome

ONTHUMAJIBHOE ®OPMHMPOBAHME HEPABHOMEPHG HAI'PETBIX
BPALIAIOWNXCA THUCKOB IO VIIPYTOMY U ITNTACTHYECKOMY
MPEINEJIBHBIM COCTOAHHAM

ABTOpamMH pa3padoTaHo GOPMHPOBAHKE BPALLAIOLIETOCA AHCKA M3 YCIOBHSA PaBHONPOYHOCTH (YIpY-
€ pELUCHHE) MIH M3 YCJOBHS MHHMMYM2 ofpeMa B IJIACTHUECKOM cocrosHuH. [IpnHATO miockoe
NpPSHKEHHOE  COCTOAHME M pPaChpefiejieHue TeMIlepaTyphl, YCJIOBHE TeKkyuectd Bykmmcroro-CraccH

I’Anns, $huaMuecKas HEOMHOPOAHOCTL AMCKA H 33BMCHMOCTL (DH3HYECKHX KOHCTAHT OT Harpesa. Ilpu
ONTHMU3AUHH HA HECYLUYVIO CIIOCODHOCTB JJIA ONpeReieHrns Ao0aBouHoH CBOBOAHON HYHKLHH TPHMEHEHO
KJIACCHYECKOE BapHAUHOHHOE HCUMCIIEHHE.
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Uncnensble pacyeThbl, BbiNoJHEHHbIe Ha DBM ,;0npa 1204, nokasanu, yto Xo1st hopmuUpoBaHHe
Ha HeCYLIY10 CIIOCOGHOCTh JAeT JIyULIHe Pe3yNbTaThl, TO HCTHHHAS PasHHLA 110 00bEMY [IOJyyaeTcs JHILb
JUIS TIOJTHOTO JRHCKa.
ITocraBneHo ycnoBHe PaBHONPOUYHOCTH B LIMPOKOM CMBICJIE M PAacCMOTPEHA KOPPEKTHOCTD YCIIOBHA
PaBHOIPOYHOCTH B y3koMm cmbicie. Iloka3aHo, uTo gomnylieHHe cBOGOHOTO Kpast HMCKA BEAET K Heorpa-
HHYEHHOI €ro TOJLIMHE. DTOro MOXKHO H30eaTh, BBOJAS COSOHHEHHE OHUCKA C KOJBLOM, HECYLUHM
paguansuyro cuny. Paccmorpena Takke mpoGnema Tepmodperarka, T.€. ONTHMANLHOIO pPACIpeleneHHs
TEMIIEPATYPbl B JHCKE.

Summary

THE OPTIMAL DESIGN OF NONUNIFORMLY HEATED ROTATING DISCS WITH RESPECT
TO THEIR ELASTIC AND LIMIT CARRYING CAPACITY

Paper describes the design of rotating discs using the condition of uniform strength (in elastic range)
* or condition of full yielding (in plastic range). Plane, axially symmetric stress and temperature distribution,
Burzynski — Stassi d’Alia parabolic yield condition were assumed; the material constants may depend
on the coordinate and temperature (natural and forced non-homogeneity). Design in plastic range had
one more free design variable and was based on classical variational calculus.

It was shown, by using an ,,0Odra 1204” computer, that plastic range design produces more optimal
discs (of less volume) but there is a very small gain with respect to the elastic design except in the case of
a full disc.

Uniform strength condition in the broader sense was assumed and the correctness of the narrower
sense condition was discussed. It was proved that free end assumption produces an infinitely large thickness
of disc. To get rid of this phenomenon the reinforcement of the disc with the ring (carrying the radial
force) was discussed.

The thermofrettage problem i.e. the problem of the optimum design of temperature distribution was
described and discussed as well.
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