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1. Wstep

W pracy rozwazono ustalone drgania ukladu liniowego wymuszanego harmonicznie,
reprezentujacego klase ukladéw mechanicznych typu: obiekt-amortyzator-otoczenie.
Zalozono, ze uklad amortyzacji jest bezinercyjny i okreélono jego optymalne parametry
przy przyjeciu stosownego kryterium jakosci dziatania ukiadu wibroizolacji. Uklad me-
chaniczny strukturalnie traktowany jest jako zespét czwdrnikéw potaczonych tancuchowo

[11, [2]). Podobny sposdb podejicia do zagadnienia wibroizolacji mozna znaleZzé w pracach
Gureckiego i Mazina [3], [4].

2. Sformulowanie zagadnienia

Rozpatrzymy ustalone drgania pasywnego uktadu liniowego przedstawionego na rys, 1.
Ukiad A przedstawia obiekt (narzedzie wibracyjne) poddany wymuszeniu kinematycz-
nemu lub sitowemu, element S ukfadu jest amortyzatorem natomiast ukiad B reprezentuje
otoczenie (cztowiek — operator, zamocowanie obiektu). Celem dalszych rozwazan bedzie
dobranie ukiadu amortyzacji w taki sposéb, aby przekazywanie drgan z obiektu na oto-
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czenie bylo minimalne. Bedziemy uwazaé, Ze elementy A, S i B ukladu mechanicznego
sa co do struktury, czwérnikami polaczonymi tahcuchowo [1]. Zalozymy ponadto, ze sa
one liniowymi uktadami pasywnymi o dowolnej liczbie stopni swobody, okreSlonymi przez
odpowiednie macierze przejicia [2]. Stan wibracji w dowolnym punkcie ,,k&” ukladu
(k = 1—5) okredlimy przez wektor gy(jw) = [Pi(jw), x(jw)]" przy czym Pi(jw) i xp(jw)
sa transformatami sity i przemiészczenia w rozpatrywanym punkcie uktadv. Pomigdzy
dwoma dowolnymi punktami zachodzg zwigzki:

(2-1_) q(jo) = Fi_i1(jw)qi(jo)
(22) Fk——n(jw) = FI-—n(jw)Fk—l(jw)
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0ZNnaczymy:
(2.3) ' Fio(jo) = A(jo)  Fr_3(jw) = S(jo)  Fi_s(jw) = B(jw)

przy czym A(jw), S(jo), B(jw) sa kwadratowymi macierzami przejécia ukiadow A, S i B.

Kryterium jakoéci dziatania ukladu amortyzacji zostanie przyjete jako zalezne od
przyspieszenia (jw)x,(jw) dowolnego punktu ukladu B i przemieszczenia wzglednego
amortyzatora xs(jw) — x, (jw). Wprowadzimy wielko$ci bezwymiarowe odnoszac przyspie-
szenie punktu ,,4” do przyspieszenia (jw)*xP(jo) tego samego punktu, obliczonego dla
sztywnego polaczenia uktadéw A i B, za§ amplitude ruchu wzglednego amortyzatora do
amplitudy x;(jw) ruchu swobodnego obiektu A (uktady A i B niepolaczone). Przyjmiemy
funkcjonal w postaci:

—w’x,,(jml 2 :

x3(jw) —x, (jo)
—w?xP(jw)

(2.4) J= + <)

3

gdzie 2 = 0 jest wspoiczynnikiem wagi.

Tak wybrany funkcjonat (24) zapewni nam wigc z jednej strony minimum przyspiesze-
nia pewnego punktu nalezgcego do otoczenia (np. czlowieka-operatora) Iub obiektu, jeli
zamienié rolami uklady A 1 B, za$ z drugiej strony bedzie minimalny ruch wzgledny amor-
tyzatora co jest pozadane ze wzgledu na ograniczenia konstrukeyjne i eksploatacyjne na-
lozone w praktyce na uklad amortyzacji.

3. Synteza ukladu wibroizolacji

Zalozymy dalej, ze uklad amortyzacji jest ukladem bezinercyjnym, okreslonym w zwigz-
ku z tym przez macierz przejécia o elementach:

(3.1) 51,(w) = s23(Jw) = 1 515(jw) =0 s3,(jw) = [CHjwb]™t,
gdzie wspdlczynniki ¢ 1 b okreslaja odpowiednio wlasnodci sprezyste i tlumiace ukladu
amortyzacji. Sa one zalezne od czesto$ci wymuszenia w oraz od pewnych parametréw
pi(i = 1,2, ..., r), ktérych iloé¢ jest zalezna od struktury przyjetego amortyzatora
(3.2) ¢ =clw,pysPa, .- Pr),

b =b(w,py;pas-.- Dr)-

Przykladowo dla modelu Voigta-Kelvina (rys. 2a) zaleznoéci (3.2) przyjma prosta postaé:

c=p; b=p,
za$ dla modelu standartowego (rys. 2b) otrzymamy:

- w’p3 _ 3
e e ,

Problem optymalnego ‘doboru uktadu wibroizolacji sprowadza si¢ wiec do znalezienia
wspolczynnikéw p; (i = 1,2, ... r), dajacych minimum wyraZenia (2.4) przy' warunku
nieprzekroczenia przez wielko§ci |x4(jo)| i |x3(jw)— x,(jw)| odpowiednich warto§ci gra-
nicznych |x3(Ge)] 1 |x3(jw)|.
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Rozwazymy przypadek wymuszenia kinematycznego (n = 1) i silowego (n = 2).
Uklad BSA, przedstawiony na rys. 1, moZna zawsze sprowadzié¢ do ukiadu nieobciazonego
sifa na koficu Ps(jw) =0 (m = 1) lub sztywno zamocowanego xs(jw) =0 (m = 2).
Wykorzystujac te warunki brzegowe mozZna ze zwigzku:

(3.3) gs(jo) = BSAq,(jw)

znaleZé impedancjg (sztywnos¢ dynamiczna) Z, (jw) lub admitancje (podatnoéé dynamiczng)
Y,(jw) w punkcie ,,1”” ukiadu. Otrzymamy nastgpujace zaleznoéci dla wymuszenia kine-
matycznego lub sitowego:

(3.4) P, (o) = Z,(jo)x, (jo),
(3.5) x,(jo) = Y, (jo)P, (jw).
a) o8 b) P
’*J\/\/\/\/V\/\/\/* W\N\/_—\
1t —*_ﬂ*—ﬂ/\/\/\/\J '
P2 P2 P3

Rys. 2

Korzystajac ze wzordw (2.1), (2.2), (2.3) oraz (3.4) lub (3.5) mozna wyrazi¢ wszystkie
wielkoéci wystepujace w wyraZeniu (2.4) za pomoca danego wymuszenia kinematycznego
lub silowego. W zalezno$ci od zamocowania uktadu (m = 1,2) i przyjetego rodzaju
wymuszenia (n = 1, 2) funkcjonat (2.4) przyjmie postac:
(3.6 I = K& (jo))? + AKZ- <, (o) |?
przy czym:

!

K"!"'UCU) — alnbml +a2nbm2
X 3
¢ Aynbm1S11+rnbn1S124+ 01002521+ 2nbma S22

(3.7)

Anby1(S11—~ 1)+ Qb2 say

W mm (]CU) — .
Xy—X *
e b1 S11 4+ A2ubmi S12+ 10Dy 521+ 020010y S22

gdzie ay(jo), bi(jo), si;(jw) ( =1,2; j =1,2) sa elementami odpowiednich macierzy
przejscia A(jow), B(jow) i S(jw).

Jak wida¢ w wyrazeniach (3.7) zawarte s3 parametry znanych ukladéw A i B oraz szu-
kane parametry c(w,p,,...-p.) 1 b(w,p,, ... p,) okrelajace optymalny amortyzator.
Jezeli wspdiczynniki ¢ i b zwigzemy liniowo z nowymi zmiennymi y i z poprzez funkcje
czestosci:

1" (@) p3" (@)
(3.8 ¢ = —(’i.l—— b= 2

b pr@r " T P
gdzie:

(39) (prim(w) = Re(alnbmz)Re(alnbml +a2nbm2)+Im(alnbm2)Im(a1nbm1 + aznbmz) 3
(310) ‘P'ﬁm(w) = Im(al nbmz)Re(alnbml + aznbmz) _Re(alnbmz)lm(alnbml + zp bmz) E
(B.11) y"™w) = }alnbml +aanm2,,

6
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to wielkosci wystepujace we wzorze (3.6) wyraza sie zwigzkami:

n 2+ [p"(@)P2?

(3.12) e = (1'+y§2+{7¢""’gw;12(1+z)2’

K G = = O

T (1+2)*+ [ (@) (1 +2)*
przy czym:
i

z warunku ekstremum wyrazenia (3.6) wynika, Ze minimum zostanie osiggnigte dla:
(3.13) y=z=241 120

Wykresy optymalnych wartosct [K. o[ 1Kz, w funkcji parametru ¢ zZwigzanego z A
réwnoscia: o

, __@
@14 l—l—e

zostaly pokazane na rys. 3.
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Rys. 3

Majac zadane ograniczenie na amplitude wzglgdnego przemieszczenia amortyzatora
moZna z rys. 3 odezytaé wielko§é obnizenia przyspieszenia w zadanym punkcie uktadu B
w stosunku do jego wartosci granicznej oraz warto§¢ parametru . Korzystajac ze wzoru
(3.14) mozna obliczyé 2, a nastepnie wyznaczyé ze zwiazkow (3.8) optymalne wartosci
wspolczynnikdw ¢(w) i &(w). Parametry p;(i = 1,2 ... r) okre$lajace uklad amortyzacit
muszg spetnia¢ zwigzki (3.2) przy obliczonych wartosciach c(w) i &(w). Istnieje tudla r > 2
pewna dowolno§¢ doboru wspétczynnikdw p;. ' | ,

Istotng wydaje si¢ by¢ uwaga, Ze rozwigzanie optymalne w dziedzinie zmiennych y i z
jest niezalezne od struktury uktadu BSA, zalezy. ono tylko od tego w jakiej proporcji chcemy
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obnizy¢ przyspieszenie X, i przemieszczenie wzgledne x3—x, w stosunku do odpowied-
nich warto$ci granicznych. Nalezy zauwazy¢, Ze na skutek zaloZenia pasywnosci ukladu,
funkcja 5" (w) jest stale wigksza lub réwna zeru i w zwigzku z tym optymalne rozwigzania
sg stuszne- w obszarze czgstosei, dla ktdrych:

(3.15) @i"(w) = 0

co uwarunkowane jest zadaniem aby wspdiczynnik sztywnosci c{w) byl wigkszy od zera.
Obszary wyznaczone nieréwno$cia (3.15) w ktérych to mozliwe jest obnizenie warto$ci
przyspieszenia jak | przemieszczeniaw wzglednego amortyzatora ponizej odpowiednich
wartoéci granicznych mozna by nazwaé obszarami ,,pozarezonansowymi’’.

Whioski

Z przeprowadzonych rozwazan i wynikéw konicowych nasuwajg sie nastepujace wnioski:

— zrys. 3 wynika, Ze nie mozna jednocze$nie dowolnie obnizyé wartoéci przyspieszenia
rozpatrywanego punktu ukladu B i amplitady ruchu wzglednego amortyzatora,

— obniZzenie wartosci przyspieszenia i przemieszczenia wzglednego nie zalezy od przy-
jetej struktury ukiadu amortyzacji przy zaloZeniu, Ze jest on bézinercyjny,

— w przypadku, gdy czesto$¢ wymuszenia znajduje si¢ w pewnym zakresie czgstoscei,
ale jest ustalona, wskazane jest takie dobranie struktury ukladu amortyzacji, aby
-wspéiczynniki c(w) i b(w) byly w tym zakrésie funkcjami czestosci mozliwie blis-
‘kimi funkcjom okreslonym wzorami (3.8),

— w zakresie czgstoSci, dla ktérych nie jest speiniona nieréwno$¢ (3. 15) nalezy przyjaé
.¢ = b =0 (praktycznie spre¢zyny bardzo migkkie). :

— jezeli ukdad pracuje w powyzszym zakresie czgstosci to mozna go sprowadzié do
pracy w obszarze (3.15) dwoma sposobami:

— przez nieznaczng zmiang parametréow ukiadéw A i B, bez naruszenia wiasciwe]
pracy uktadu, tak aby nieréwnos¢ (3.15) zostata spetniona,

— przez wprowadzenie do “ukladu amortyzacji elementéw inercyjnych lub przez
dotgczenie réwnolegle inercyjnych ukladéw dodatkowyech (np. ukiad wibroizolacji
z kompensacja [5]).

Rozwazania przeprowadzone byty dla ukiadéw liniowych, jednak mozliwe jest zasto-
sowanie uzyskanych wynikéw w przypadku wystepowania w ukladzie odpowiednio matych
nieliniowosci po uprzednim ich zlinearyzowaniu. Metoda rozwiazywania zagadnienia wibro-
izolacji moze byé¢ analogicznie zastosowana przy przyjeciu innych modeli ukladéw wibro-
izolacji 1 innych kryteriéw jakoS$ci ich-dziatania.
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Pesome

OIITUMAJIBHLIN ITONEOP BE3VIHEPLIMOHHON CHUCTEMBI AMOPTHU3AUNU
Py TAPMOHNYECKOM BBRIHY )KIOEHMM

B paGore NMPHBOAHTCA METON ONTHMAJLHOIO NOHOOpa DE3UHEPLHOHHONK CHCTEMBI aMOPTHU3ALIMMA [T
HEKOTOPOr0 KNACCAa MEXAHHUECKWX CHCTEM C yCJIOBHCM, YTODLI YCKOPCHWE B 3a0AHHOH TOUKE CHCTYEMbI
OBLIO MUHHMANIEHOE TIPH ONHOBPEMEHHO OrDaHHYUEHHOM aMIUTUTYAE OTHOCHTENDLHOrO NBHMKEHH amOpTH-
saropa. [ToyyeHO OTHOIMCHMS OIpeelsirole KOI(HAMEHTEI HECTKOCTH H 3aTYXAHUA CHCTEMBI aMop-
TH3ALMU B (DYHKIHUH YACTOTLY BBIHYXIEHHS X IIapaMEeTpOoB ONPENeNnfAIOIUX HCCAeROBAaHHYIO CHCTeMy,
Onpeneneno oOnacTi NMPHMEHAEMOCTH MMOXYUeHHBIX (DOPAYJL.

Summary

OPTIMAL CHOICE OF NON-INERTIAL SYSTEM OF VIBROISOLATION WITH ﬁARMONIC
FORCING

Paper presents the way of optimization of noninertial system of vibroisolation represented by stiffness
coefficient e(w) and damping coefficient b(w). The following criterion of optimization was assumed: when
the amplitude of the relative motion of the vibroisolation system is limited, acceleration of chosen point
of the vibroisolated system should be the minimum. Coefficients c¢(w) and b(w) were carried out as the
functions of excilation’s frequency and parameters of vibroisolated system. Range of application of the
obtained results was determined.

POLITECHNIKA KRAKOWSKA
INST. MECH, I PODSTAW KONSTRUKCJI MASZYN

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 9 grudnia 1977 r.



