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Metoda sztywnych elementéw skoriczonych (SES) moze by¢ efektywnie wykorzystana
do obliczen gigtno-skrgtnych drgaf swobodnych i wymuszonych napeddw wielostopnio-
wych z przekiadniami zgbatymi. W monografii [1], ktéra jest najpehiejszym opracowaniem
metody SES, problem ten nie zostal poruszony. W niniejszej pracy przedstawiony jest
algorytm obliczen, ktdry stanowi rozwinigcie metody SES w jej zastosowaniu do obliczent
nap¢déw z przekladniami z¢batymi. Algorytm opracowano dla modelu przekladni ze-

batej przenoszacej §rednie moce ‘(np. napedy obrabiarek), w ktorej nie wystquJe hz
obwodowy. :
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Rys. 1

Przy tworzeniu przedstawionego modelu pominigto takie zjawiska, jak zmiana kata
przyporu®? na skutek odksztalcen zgbdw, wplyw nieréwnomiernoéci rozkladu obcigZenia
wzdbuz linii styku zgbdw oraz zazgbienia krawedziowego powstajacego wskutek zwichro-
wania két pod obcigzeniem, bledéw wykonawczych i montaZowych oraz zjawiska giros-

1 Definicje poje zwiazanych Z geometria zaz¢bienia znaleZ¢ mozna np. w [4].
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kopowe. Wplyw tych czynnikéw na procesy dynamiczne zachodzace w napedzie jest
z reguly lokalny i mozna go w pierwszym przyblizeniu przy analizie calo§ci napedu po-
mingé.

Na rys. 1. pokazano model przyktadowej dwustopniowej przekladni zgbatej zbudo-
wany ze sztywnych elementéw skoficzonych, polaczonych migdzy sobg elementami spre-
Zysto-tlumiacymi o liniowych charakter}'stykach Kola zgbate sa przedstawione za po-
moca SESnr 2, 5, pir.
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Rys. 2

Na rys. 2 przedstawiono sposéb modelowania zazgbienia dla przypadku trzech wspot-
pracujacych két p, r, 5. Przyjeto zalozenie, 2e kola wsp6lipracuja ze soba na linii przyporu.
Punkty styka Ppr_p, Ppr_ 0182 Prs_, 1 Prs_, tylko W stanie réwnowagi pokrywaja sig
tworzac odpowiednio punkty P, i Py, (rys. 2). W czasie ruchu punkty P,,_,, Ppr_, O1az
P . i P.,_; musza ciagle znajdowaé si¢ na odpowiednich plaszczyznach zazebienia, kté-
rych §lady przecigcia z ptaszczyzng rysunku 0znaczono przez g i l,.. Jest to réwnoznaczne
z nalozeniem na uklad wigzéw geometrycznych. W punktach styku P, i P,, zaczepiono
uldady wspéirzednych Por, Zpri, Zproy Zprs O18Z Prgy Zysty Zesa, Zess- Macierze wspél-
rz¢dnych punktéw Ppr_p, Ppr_r i Prs_y, Prs_y W tych uktadach majq postaé:
Zpr~_p = col{Zpr_p1, Zpr-p2s Zpr-ps}>
Zpr—'__= col{Zprr1, Zpr_r2, Zpr;r3-}
N L ) ) Zprv;r‘—_- col {er ris er—-r?.a Zra—r3} .
. er-—iw = col {er 51 er 32, Zr.h—sa} e .
gdzie Zp,_ — macierz kolumnowa WSpolrzqdnych punktu Pp,_ » w ukladzne Pp,, Zm )
+ Zpras Zprs, Zpr—pi — WSpSlrzedna punktu Py, na osi Zpr—iy (i=1;2,3):
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Macierze wektoréw kierunkowych plaszczyzn zazgbienia maja postaé -
n,, = col{dy, By, Cpe}s  Bes = cOl{drg, Brs, G}
Rownama wiezéw geometrycznych (plaszczyzn zazgbienia) wyrazone sa wzorami:
(l) fpr = Apr(zpr—pl_ pr—r1)+Bpr(Zpr—p2 pr—r2)+Cpr(Zpr—-p3 pr-—ra) = 0’
(2) : f;'s = ArS(er-— 1 er—sl) + Brs(zrs—rz - er—sz) + Crs(er—-r3 - Zr_q—-s3) = 0.
Uklady wspdirzednych sa ukladami prawoskretnymi, przy czym 0sie Zppa i Z,sp 83 ZWr6-
cone do osi obrotu k6t napedzanych w danej wspdlpracujacej parze.

Przy wyprowadzaniu wzoréw ustalono nastgpujace reguly:

— litera stojaca na pierwszym miejscu w indeksie oznacza koto napedzajace, litera
stojaca na drugim miejscu — kolo napedzane, np. indeks pr oznacza, Ze koto napedzajace
ma numer p za$ kolo napgdzane ma numer r,

— Kierunek obrotéw kola napedzajacego (np. p) jest prawy, gdy uklad z nim zwigzany
obraca sie zgodnie z regula $ruby prawoskretnej wokdt osi xpy,

— kierunek pochylenia linii zgbéw kota napedzajacego (np. p) jest prawy, gdy rzut
linii z¢béw na plaszczyzng osi X, , X,3 tWorzy z 0sia x,; kat od 0° do 90°.
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Rys. 3

Wspéhrzedne A, By, Cpr Wektora kierunkowego plaszezyzny zazebienia kot p i r
opisuja zaleZnosci

(3
przy czym
0 — gdy kierunek- obrotéw kola p jest prawy,
= {1 — gdy kierunek obrotéw kola p jest lewy.
[0 — gdy kierunek pochylenia linii z¢gbéw kota p jest prawy,
1= {1 — gdy kierunek pochylenia linii z¢b6éw kota p jest lewy,

gdzie a, oznacza nommalny kat przyporu kotfa quatego, za§ f,. kat pochylenia linii zgba
kota p. ‘

Ay = (—1Y+ cosa,sinfyr, By = (—1)sinay,

Cpr = cosa,cosf,,,
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Zaleznosci (1) i(3) sa takze stuszne dla przektadni utworzonej z kot stozkowych (rys. 3)e
Uklad wspohzednych Ppp, Zyri, Zpra, Zpes powinien by¢ tak zorientowany, aby of Z,,,
pokrywata sig ze wsp6lng tworzaca stozkow podziatowych obu két p i r, zad 0§ Z,,, zwré-
cona byla w kierunku osi obrotu kofa napgdowego r.

Réwnania wigzéw (1) 1 (2) nalezy wyrazi¢ w tych samych wspétrzgdnych, w ktorych
opisany jest ruch sztywnych elementéw skonczonych. ’

Jako wspéhrzedne uogdlnione opisujace ruch sztywnych elementéw skoriczonych przy-
Jjeto trzy wzajemnie prostopadle przemieszczenia translacyjne ¢ wzdtuz osi x; oraz trzy
katy obrotow g wokét tych osi. Na przyktad przemieszczenia uogdlnione SES ri s wyraZone
sa zalezno$ciami:

qr = COI{qu: qus e qu’ qr6} = COI{SH q)r}’
CY

s = col{qs1, Gs2, ... Gss, gss} = cOl{8s, Y},
gdzie g, ¢s; 0zZnacza przemieszczenia uogolnione két ri s w ukladach Oy Xp1s Xr2s Xpz 1
Os, X515 X525 Xs3. ' /

Przemieszczenia punktéow P, kot ri s w uktadzie Zests Zrgas Zesy WYrazié mozna za
pomocg wspéirzednych uogdlnionych, korzystajac z wzordw:

Grs—r = Urs—r Vrs—rqra

4

( a) Qrs—-s = Urs—svr:—sqs’

przy ¢zym '

(4b) qrs—r = COI{qrs—-rlx qrs-—-rZ’ qrs—rsa qrs—rG} = COI{Srs—r’ q)rs-r}’

qr.v-r = COI{qrs—sl’ qrs—-sZ: ere qrs—ss, Qrs—s6} = COI{S,._‘__,, q)rs—s};

gdzie grs_ri—4qrs—s; 0Znaczaja przemieszczenia kot r i s w ukladzie Py, Zrsi, Zrszy Zesa -
Wystepujace w réwnaniach (4a) macierze Up_, i U,,_; transformacji przemieszczen

z uktaddw O,, Xy, X2, Xp3 1 Og, X1, Xs2, X53 do uktadu Pos, Zryy, Zrsz, Zess Wyrazone sa

nastgpujaco: ‘

' cZ., 0 CZ, 0
(5) ., Urs-—r = 0 Cz;_r 5 Urs—-s = 0 CZ;—S »
przy czym _
(6) Crs—r = jrjz;) Crs—s= jsjz.;

oraz macierze wersorow osi ukladdw
ir= COI{:{M s irz: j—r3}’ is= col {]Tsl s fsz, .—i—::{})
jrs = COI{}-,.“, —irsZ’ j;-sa}-
Wyraz Ci_,,,, macierzy C,;_, zdefiniowany jest nastgpujaco:
Crs—r(lk, = COS(Xrb'erk)s - l; k= 1’ 2’ 3’
gdzie (X,;, Z,5;) — oznaczaja kat zawarty miedzy I-ta osia ukladu zwiazanego z kotem r
a k-ta osig ukladu Py, Z.sy, Zrss, Zrssy, do ktdrego transformuje si¢ przemieszczenia.

Macierze v,;_,, V,s_s przenoszenia przemieszczen z uktadéw O,, X1, Xp2, Xp3 i Oy,
Xs1 Xoa, X3 do ukladu Py, Z,gy, Z,s2, Zns3 S8 Wyrazone W postaci

(7) . v I Ves—r I Vis—s
rs—r — 0 I ) Vrs—s= 0 I ’
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przy czym
0 Ors—r3 ~—Qrs—r2 |
Vesmr = | ~ Ors—r3 0 Ors—r1 |,
. | Orser2 ~Ors-rt 0 |
® 0 Ors—s3 —Ors—s2 |
Ves—s = | ~Ors~s3 0 Ors—ry
. Ors—s2 —0Ors—s1 0 J

Macierze (8) utworzone sa ze wspolrzednych wektordw grg—, = [0rs—r1, Q,._,_,.z., Ors—ra)
i @rs—.v = [Qrs—sla Qr_s'—sz, Qrs--s:i] {a.cza.cych érOde Or i Os kO’I Z Punktem Pr.v (rys 2)
Podstawiajac zaleznosci (5), (6), (7), i (8) do wzoréw (4) otrzyma si¢ dla q_,¢

Zs, Chr Chrvist][ 8, Cl 8+ Chp Veoe Py
frs-r = [4»] - [ 0 L, ] M - [ 5o, ]
Zatem ._ - g
%) Z,5_, =col {er—rl’ Zis—r2s Zr:—r3} = CL_,8,+Ck_, Ves— ey = Cr_r [M¥ys-.1G,.

‘Postepujac analogicznie uzyska si¢ macierz Z,o_y:"

(10) Z, s= Cr?;—s[lvrs—.v]qs-
Definiujac prostokatne macierze przenoszenia przemieszczer

jako

(11) V,’.‘;_,- = [IV,._,__,,], V;';_, = [IV,.S_,],

wzory na postgpowe przemieszczenia punktéw P,,_, i P, w ukladzie P, Z,s, Z,ss,s
Z,s; wyraZone za pomoca wspdtrzednych przemieszczen uogdélnionych két r i s przyjma
postaé

— T
er—-r -~ Crs—rv:;—rqr,

(12) Z, s=ChL Vi _,q,. ™

Wzory (12) stuszne s3 dla dowolnej pary koét, wystarczy tylko zmieni¢ odpowiednio indeksy.

Korzystajac z wyprowadzonych zaleznodci mozna réwnania wiezéw (1) 1 (2) przedsta-
wi¢ w notacji macierzowej. W tym celu definiuje si¢ macierze:

(13) n,r = c0l{d,r, Byr, Cor}, * Myy = c0l{Ays, Byy, Crs}

G Z3 = cOl{Zpr—pr—Zor—r1, Zpr—pr—Zpr-12> Zprps—Zpr-r3}»
. 2} = col{Zrsori=Zrs-s1, Zrs—r2—Zrs-s2> Zrs—r3— Zra-s3} -
Podstawiajac zaleznosci (13) i (14) do (1) i (2) otrzyma sig réwnania wigzow:
(15) - : " fe=nLZ% =0, |
(16) . fis =l Z% = 0.

Uwzgledniajac, 2e Z¥ = Z,,_,—Z,,_, oraz ZX = Zy,_,—Z,y_,5 téwnania (15) i (16)



284 . S. BerczyXski, H. MACKOWIAX, K. MARCHELEX -

przedstawi¢ moZna w postaci:
(15a) Sor=npZp =002y =0,
(162) fos =082 —05Z, o o =0.
Podstawiajac do réwnan (15a) i (162) zaleznoéci (12) uzyska sig:
(17) f;)r = l:'prcg;‘r 4 pr pqp nprc;l;r rvpr rqr = 0
f — nl‘scl?.;—' V:’: rur nI‘SCI?;‘ SV:;—-SqS = 0
Wprowadzajgc oznaczenia:
(18) Tprp = “prcxj;r oVarss  Tprr =05 Co V5 _,
Trs—r = nrsci?;—rv;ﬁ'—r’ Trs—s = n,SCZ; sV;l;—s;
réwnania (17) przyjmuja postaé
f;w = Lpr-p qp—Tpr—rqr = 0,
f;-c = Trs—rqr_'Trs—sqs = 0.

WyrazZenia (19) sg liniowymi formami wspdlrzednych uogdlnionych. Wyrazy macierzy
Tyr—ps Tor—ry Trs—r, Trs—s 53 pochodnymi réwnan wigzow wzgledem odpowiednich wspdl-
rz¢dnych uogdlnionych, czyli

(19)

SE )
| 99,17 09,2 Odps
IR K/ %],
(20) L0 Oz Ot
v _ | % s af,s]
T 0 99n” T 06 I’
| e s af,s]
e La%m P 0qsy” 7 0456 |

* Przy zaloZeniu, Ze wiezy sa idealne, réwnania ruchu modelu napedu skiadajacego sif
z SES i uwzglcdmajacego wiezy geometryczne nalozone na zazgbienia mo#na zapisaé w pos-
taci

(21) M{+Lq+Kq= P+gA,

gdzie M oznacza djagénalnq macierz wspolczynnikéw bezwladnosci sztywnych elementéw
skofczonych modelu, L-kwadratowa macierz thumienia, K kwadratowa macierz sztywnosci,
q kolumnowa macierz wspélrzednych uogdlnionych, A kolumnowa macierz nieoznaczo-
nych mnoznikéw Lagrange’a, za§ g prostokatng macierz pochodnych réwnan wiezow
wzgledem wspdhrzednych uogdnionych. :

Sposob budowania macierzy g (wzdr (22)) przedstawiono dla nastquchych zatoZen:
jesli w kolejnosci SES w modelu para k6t o numerach p i r jest pierwsza para wspSlpracu-
jaca, para kot ri s — druga parg wspélpracujaca (koto r jest kolem posredniczacym —
patrz rys. 2) — za$ para k6t o numerach ¢ i w jest k-ta para wspdlpracujacg oraz / oznacza
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liczbe wspdlpracujacych par kél, a n-liczb¢ stopni swobody calego modelu, wéwezas:
k+1

1 2 3 k-1 k
1] 0 0 0..0 0
p| TL., 0 0..0 0
0 0 0..0 0
Pl —T0_, Ti,0..0 0
0 0 0.0 0
(22) g=s| 0 -TL,0..0 0
0 0 0.0 0
| o 0 0..0 T,
0 0 0.0 0
wl 0 0 0..0 —T%_,
0 0 0..0 0

0..

[— )

[— )

nxl

Kolumnowa macierz nieoznaczonych mnoznikéw Lagrange’a przedstawia wzdér
(23) A = col{dp, Arsy ooes Atws ooy Auz)s
1 2 k 1

gdzie Apy jest nieoznaczonym mnoznikiem Lagrange’a przyporzadkowanym wiezom
geometrycznym nr 1 (pierwszej parze wspélpracujacych két, tj. p ir), A, — nieoznaczonym
mnoZnikiem Lagrange’a przyporzadkowanym wigzom geometrycznym nr k (k-te] parze

wspélpracujacych ko1, tj. ¢ 1 w).

Réwnania (21) mozna rozwigzaé przy uzyciu ETO, jednakze konieczne jest wyrugo-

wanie pieoznatzonych mnoznikéw Lagrange’a.

W tym celu wykorzystano metode podang w pracy [2]. Rézniczkujac dwukrotnie
wzgledem czasu ¢ réwnania wiezéw geometrycznych uzyska sie réwnania warunkowe

0 postaci

f;r = Tpr—piip_Tpr—rar = 0,

f;'s = rs—r.(ir'—Trs—siis = 0’

@4

........................

........................

Réwnania (24) w notacji macierzowej przyjmuja postaé

- (29) g'q=0.

Kolumnowy wektor przyspieszen wyznaczony z réwnan (21) wyrazony jest wzorem

(26) § = M~*( P+gA—Li—Kqg).
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Podstawiajac (26) do (25) i dokonujac prostych przeksztalcen, otrzyma sig macierz
‘nieoznaczonych mnozmkéw Lagrange’a:

27 = (g"M™'g)"'g'M~ 1(Lq+Kq P).

Aby macierz (gTM~'g) byla odwracalna spelniony musi byé warunek jej nieosobli-
woséci. Analizujac budowe macierzy g latwo stwierdzié, ze rzad macierzy (g"M~1g) jest
réwny / co implikuje jej nieosobliwosé.

Macierz A wyrazong wzorem (27) podstawia si¢ do réwnan (21)

(28) Mg+Lg+Kq = P+g(gTM‘1g)‘1gTM"1(L('1+Kq— P).
Oznaczajac w réwnaniu (28):

(29) - Ly= —g(g™M g~ g™ 1L

(30) - K= —g(g™ g g™ MK,

@31 - Pr= —g(@™™M g g™ P,

uzyska si¢ rOwnanie ruchu w postaci

(32) ‘ Mg+ (@L+L)q+(X+Kp)q = P+ Py.
Podstawiajac o

L=L+L; K=K+K; P= P+P

do réwnania (32) uzyska si¢
(33) M{+14+Kq = P.

Macierze 1, K i P tworzy si¢ zgodnie z zasadami ujetymi w pracy [1].

Réwnania (33) opisuja ruch liniowego modelu wielostopniowej przekiadni zgbatej
i moga by¢ rozwigzane przy uzyciu metod i programoéw zamieszczonych w pracy [1].

Przedstawiona w niniejszej pracy metoda modelowania wielostopniowych przektadni
zebatych przy uzyciu metody sztywnych elementéw skofczonych moze byé stosowana
w tych przypadkach, gdy w uktadzie wystgpuje wstgpne napigeie o wartosci gwarantujacej,
Ze w trakcie jego pracy nie bgdzie zachodzi¢ odkrywanie luzéw. W porédwnaniu z dotych-
czas stosowanymi w praktyce obliczeniowej matematycznymi modélami drgafi skretnych
(5, 6,7, 9], model zbudowany z SES umozliwia wyznaczenie charakterystyk dynamicz-
nych zaréwno drgas skretnych jak i gietnych poszczegdlnych walkéw napedu. Wprawdzie
w metodach przedstawionych w pracach [5, 7] uwzglednia si¢ wplyw ugie¢ watkéw i pro-
mieniowych odksztalcen, lozysk na charakterystyki drgan skretnych, lecz tylko statycznie,
przez. wprowadzenie tzw. skretnej podatnoéci réwnowaznej. Model matematyczny drgan
gigtno-skr¢tnych powinien zatem daé¢ dokladniejsze wyniki., Dodatkows zaleta modelu
wielostopniowej przekladni zgbatej zbudowanego z SES jest mozliwo$§¢ wykorzystania
programéw metody SES [1].
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Pezwome

MOJIEJNVNPOBAHHME MHOTOCTVYIIEHYATBIX 3YBUATHIX INEPENAY
10 METOLY XECTKMX KOHEYHBIX SNEMEHTOB

HanoKeH METO[ ONpeNeNeHust USTHOHO-KPYTHILHBIX 1KoNeGaHHil [NIaBHbIX MPUBOLOB METALIOpe-
wywpx craHxoB. PusmUecKas MOJENb YOCTPOEHA 3 MKECTKHX KOHEYHBIX SJIEMEHTOB, COeHMHEMHBIX
C TIOMOIUBIO YIPYro-INeMIbHpyIOIMX JIEMEHTOB C NMHCHHLIMY XapaxTtepucraramu. Ka)cIblit anemeur,
yopyruit nd gemrndupylonmi, onpexeseH MEcTpio X0ahDUIHEHTaMH YIPYrOCTH ¥ JeMI()HPOBaHHSI.
JK&cTKHE KOHEUHBIE DJEMEHTDHI, MOJENHUPYIOLIME 3yGuaThie NEpenayy, HAXOMATCA TOK NEHCTBHEM reo-
METPHUECKHX CBASEH, ONPENENAIOIHX YCNOBHS IOCTOAMCTBA 3alerienys. PaspaboTaHHas MaTeMaTH-
YecKas MOZLENb ¥ aJICOPHTM €8 PeIUeHHs NPeNCTaBeHbl B POCTOM BU/E, NpUroHom st DIIBM.

Summary

MODELLING OF MULTIPLE TOOTHED GEARS BY RIGID FINITE ELEMENTS
A method of calculating the flexural and torsional vibrations of the machine tool main drives is pre-
sented. The physical model was constructed of rigid finite elements connected with elasticdamping elements
of linear characteristics. Each clastic or damping element is defined by six rigidity or damping coefficients,
The rigid finite elements modelling the gear are subjected to geometrical constraints resulting from the
“conditions of constant gearing. Both the mathematical model and the corresponding solution algorithm
are presented in the form suitable for computations,
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