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1. Wstep

Badania nad zastosowaniem funkcji ksztattu do obliczer statycznych pretéw cienko-
$ciennych o zamknietym profilu zapoczatkowal W. Z. Wiasow w latach trzydziestych
naszego wieku [9]. Podstawa Jego ogdlnej teorii pryzmatyczmych i cylindrycznych kons-
trukeji cienko$ciennych sktadajacych sie z plyt i powlok jest zaproponowana w 1931 roku
metoda wariacyjna umozliwiajaca sprowadzaé ztozone réwnania rézniczkowe czastkowe
opisujace zachowanie si¢ tego typu konstrukcji do réwnan rézniczkowych zwyczajnych.

Teoria ta znajduje réznorodne zastosowanie, a szczegdlnie w lotnictwie [2], [7]. W koricu
lat sze$édziesiatych pojawiaja sie prace gdzie zastosowano teori¢ powlok Wiasowa do obli-
czen statkéw i dokéw plywajacych [1].

Poczawszy od 1974 roku w Instytucie Okrgtowym Politechniki Gdanskiej prowadzone
sg prace nad zastosowaniem pélbezmomentowej teorii powlok do obliczen kadlubdw
statkow bezgrodziowych [4].

" W niniejszej pracy przedstawiono metode obliczania naprezed i przemieszczefi dla
pretéw pryzmatycznych cienkosciennych o przekrojach skiadajacych si¢ z dowolne;j ilosci
wielokatéw dowolnego ksztattu.

Zdaniem autora nowoscig jest rozszerzenie teorii do obliczen konstrukcji wykonanych

z materiatéw ortotropowych oraz przystosowanie teorii do prowadzenia obliczeli na
EMC. '

2. Zalozenia pétbezmomentowej teorii powlok

W ramach teorii pétbezmomentowej poprzeczny przekrdj np. kadluba statku jest
zastgpiony przekrojem cienkosciennym wieloobwodowym odcinkami prostym. Przekrdj
jest wyznaczony przez podanie wspéirzednych (x,y) punktéw zalamania w dowolnym
kartezjafskim ukladzie odniesienia OXY oraz tablicy polaczen wszystkich weziéw. Ograni-
czymy si¢ wylacznie do-preta pryzmatycznego, a wiec wspélrzedne x, y poszczegdlnych
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weztéw sg niezalezne od zmiennej z. Przyklad przekroju wieloobwodowego oraz jego
zapis w tablicy polgczen wezléw podano na rys. 1 i w tablicy 1.

Na kazdym konturze zamknigtym K; przekroju wprowadzamy wspohzedna krzywo-
liniowa s wedlug obiegu w prawo mierzona po dtugoéci konturu oraz uklad trzech werso-
row Iy, i;, b; lewoskretny taki, Ze /, — zgodny jest z kierunkiem wzrostu wspéirzednej s,
n; — wersor normalnej zewngtrznej do konturu, 5; — wersor prostopadty do dwéch po-
zostalych i skierowany zgodnie ze skretnoscia wzdtuz osi z (rys. 1).
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Rys. 1
Tablica 1
wspotrzednaX | X1 (X2 |X3 [ X4 | X5 | X6 (X7 | X8
wspblrzedna YY1 |Y2 (Y3 |Y4 | Y5|Y6 | Y7| Y8
rwezta
NFwezta" 112|345 678
L 1 cj1|1/0/0|0|0]|0
2., 1100|1710 0})0]|0
3 110(0] 111 cjo|o
4 0|1(1|0|0]1|0]|O
5 o(oj1/0(0| 1|10
6 0|0 |0]1(1 0|01
7 B|O|0|O[1] 0|01
8 ojlofo|O0|O0|1|1]0

Obcigzenia powloki dajemy w postaci wektora p(z,s) funkcji dwéch zmiennych
z, s 1 rozkladamy w bazie lokalnej /, 7, b

(2.1) P(z,9) = pulz, 8) - Fi+pyz, 5) T +polz, 5) - b,
gdzie:

z — wspoirzedna wzdluz preta

§ — wspoirzedna w kierunku obwodowym

Przemieszczenia powloki dajemy w postaci wektora przemieszczenia R(z, 5) funkcji
dwoch zmiennych z, s i rozktadamy w bazie lokalnej 7, , b

2.2) R(z, ) = u(z,s): b+o(z, s)-1 + w(z, s) ~n.

2.1. Postulat deformacji i naprezenia w powloce. Rozpatrujemy pret pryzmatyczny cienko-

Scienny posiadajacy w przekroju skoriczona liczbe zamknietych konturéw (rys. 1). Na
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przemieszczenia nakladamy wiezy postulujace, ze wspdéirzgdne wektora przemieszczenia
wyrazi¢ mozna w formie sum iloczynéow dwéch funkeji o zmiennych rozdzielonych

@2.3.1) u(z,$) = > Ui2) pils),
i=1

(2.3.2) oz, ) = 2 VilD) - pils),
, k=1

(2.3.3) Wz, s) = D Wi2)- 1),
1=1

w ktorych funkcje zmiennej z: Ui(2), Vi(2), Wi(z) sa funkcjami poszukiwanymi, za$ funkcje
wsp6irzednej obwodowej s: @:(5), we(s), x:(s) stanowia bazy w ktdrych roztozone sg prze-
mieszczenia u(z, 8), 2(z, ), w(z, ).

Wektor przemieszczenia R(z, s) opisuje jedynie deformacje powierzchni srodkowej
powloki. Do opisu deformacji elementéw powloki wprowadzamy w przekroju wspél-
rzedna n normalng do s jak na rys. 2 i przyjmujemy hipotez¢ Kirchhoffa. Przemieszczenia
elementow powloki przedstawiamy w nastgpujacej postaci:

dw

(2.4.1) iz, s,m) = u(z, )= 5—-n,
v 0w
(2.4.2) o(z, s,n) = v(z,s)— 5 n,

(243) a’(z’ S, n) = W(Z, S)»

=1}

1 T s

|

Rys. 2

gdzie: 11, ¥, W — oznaczaja przemieszczenia elementow powloki w zaleznoéci od odlegtosci
od powierzchni §rodkowe;.
Przyjmujac zlinearyzowana teori¢ i uwzgledniajac relacje (2.4) skladowe tensory de-
formacji Greena-St. Venanta sg: '
ou du  O*w

2.5.1 - =
5.0 7 5z oz " a2

.90 ov _?i"

2.5.2 = 2 =27 .
( ) b= 5 Os a5z

o oo TR o*w
2.5.3 e vt T
( ) Yz = s T s 5z azas
.54y e =Y o,
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' dw oo
{2.5.5) : y“—a—s’LW =0,
ow ou
@56 o=yt 5y =0

Na podstawie zaleznosci (2.5) widac, ze stan deformacji w powloce jest jedynie zalezny
od dwdch wspélrzgdnych z, s.

RozwaZania prowad21my dla powtoki wykonanej z materiatu spreZystego iortotropo-
wego o osiach ortotropii 1 n, b. Wtedy przyjmujemy zwigzki fizyczne postaci:

. 1 Vay
(2.6.1) & = ETUZ_ E, Gy,
_ ! Vi2
(2.6.2) &= g, %7 F v
{2.6.3) = ir
SJ ))zs - G zs-
Dla przypadku materialow sprezystych jest:
v Y
2.7 iz o 2L
2.7 4 -
gdzie:
E,, E, — moduly Younga
¥,2, %2, — state Poissona
G — modut $cinania (Kirchhoffa)
Relacje odwrotne do (2.6) sa:
(28'1) gy = -Jj—_— (€Z'V12+ Es),
~Vy2¥a
E,
. .2 : = ——
@82 0= o (e 2,
(283) Tes = Gyzs-

Sity i momenty wewnegtrzne okreslamy wzorami:

s
>

8
2 : 2
N, = f g, dn, N,= f g, dn, S = f 1,40,
_9 3 J
2 2 i 72
{2.9) s s 5
2 . 2 2
M, = f ondn, M, = f o,ndn, H= f T.sndn
3 3 . ]
2 2 Tz

Podstawiajac (2.5) i (2.6) do (2.9) otrzymulemy zwiazki pomiedzy silami i przemiesz-
czeniami

dla sit normalnych
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oy B0 (O_L , 0_?{)
(2.10.1) S P Trago )
E,o v ou
(2.10.2) Ny = 10,7 (*a? +1’12-a7),
dla sily stycznej
du ov
S = o
(2.10.3) Gé(as + az)’
dla momentéw gnacych
EZ (SB azw (’)ZW
(2.10.9) M, = — TZ‘(T:;l—z;z_) 352 +v12‘a-z“2~ >
El (33 02W azw
@103) Me= = e (0 0 5
dla momentu skrecajacego
Gé* 92w
(2.10.6) H= 15 5 as

2.2. Zwiazki zachodzace pomigdzy silami wewnetrznymi w pélbezmmomentowej teorti powlok. ROwnania
réwnowagi nieskonczenie matego elementu plyty przy braku obciaZen zewngtrznych
powierzchniowych mozna wyrazi¢ za pomoca momentdw gnacych i skrecajacych w sposéb
nastepujacy ([9] s. 266)

*M, *M; 0*H

@1 T T e

= 0.

Zakladajac, Ze naprezenia normalne podluzne i naprgzenia styczne sa réwnomiernie
roztozone na grubosci plyty to wtedy otrzymujemy

(2.12) M,=H=0.
Ze zwigzkow (2.11) 1 (2.12) mamy

0* M,
| (2.13) 52 = 0.

Zgodnie z otrzymanymi wynikami w pétbezmomentowej teorii powlok przyjmujemy:
1. pomijamy moment skrecajacy (H = 0)
2. pomijamy moment gnacy M, (M, = 0)

2 .
3. we wzorze (2.10.4) pomijamy wyraZenie »,, -i;z;v przyjmujac
3w
2.14 =M, = —-—D——
( ) M s D asz ’
gdzie:
D= B,

‘12(1 —712%21) '
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2.3. Eunergla sprezysta powloki. Energia sprezysta odksztalcenia jednostki powierzchni
srodkowej powloki jest

|
(215) b = i (Nz & o +Ns' 8:"=0 +S'st||"=0 +M Jf,"=0),
. ?w
gdZICZ = “5;‘2—
Catkujac wyrazenie (2.15) otrzymujemy wzér okre$lajacy catkowits energie sprezysty
Lo
(2.16) = [(f ods)dz,
0 K
gdzie:

K — zamknigty kontur
L — dtugosé powloki
Po podstawieniu (2.15) do (2.16), wprowadzeniu oznaczen

E;b
2.17.1 B = =1t i=1,2);
@171 = =112
(2.17.2) G = G4,

wykorzystaniu zaloZen pétbezmomentowej teorii powlok 1 wykorzystaniu relacji (2.7)
otrzymujemy

L |
1 ou\® a\* dv ou
e =y f [f{E(ﬁz) +E2(ﬁ) +2Biva o,

v
Ju A 02w 2} ]
+G(—_as +‘5z) +D( asz") @ |

Poniewaz praca sit zewnetrznych jest postaci
L

L
@19 A= [|fpG 9 Re, 9ds|az =f[j{(u'ph+‘v-ps+w-p,,)ds]dz,
[} 0 K

calkowita energi¢ mechaniczng vkladu mozemy zapisaé w postaci
(2.20) Q=mn-A4,

3. Zalozenia teorii ramowo-powlokowej

3.1. Sity it deformacje .

a) Moment gnacy M, w dowolnym przekroju ramy wyznaczamy na podstawie
teorii zgigcia ramy o ksztajcie przekroju poprzecznego powloki przy zatozeniu,
ze nastgpuje tylko zginanie pretéw ramy (efekt zgiecia podiuZnego pomija sig)

b) Wezly ramy przemieszczaja si¢ zgodnie z przyjeta hipoteza deformacji

¢) Na ramg dziala obcigZzenie normalne p,(z, 5)
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3.2. Wplyw przemlieszezed wezléw na momenty gnace w ramie. Dany jest pret .,/j” taczacy
wezly ,,i7, 5, j7. Zwrot ,,08i” s przyjmujemy od wezta ,,i” do wezla ,,j”. Niech R, R_J ozna-
czajq wektory przemieszczenia weztow (rys. 3). Momenty w ramie moga powstaé jedynie
na skutek obrotéw wezidw i obrotu prostej taczacej wezty po deformaciji. Niech dodatni
zwrot kata @;; bedzie zgodny ze skretnoscia ukladu (7, /, 1;), to wtedy

(3.1 Py = Rf_ﬁi—)lv—_)‘i ’Egﬂ

i
gdzie: [;; — jest dlugoscia preta przed deformacja
Niech m;;(s) bgdzie momentem gnacym w ramie wywolanym obrotem preta ,,ij”° o kat
pi; = 1. Moment gnacy na calej ramie M ;(s) spowodowany wylacznie katem obrotu
@, wedtug wzoru (3.1) wyraza si¢ wzorem

»

B — R
(3.2) Miy(s) = myy(s) D =Rt

llJ

Rys. 3

Catkowity moment gnacy do przemieszczen weztow zapiszemy w 'postaci

(33) Me= D'my o,
(e
gdzie: J — zbidr wszystkich par ,,ij”” numerujacych wezly.

* 3.3. Wyznaczanie momentéw gnacych w ramie od obclazed p.(z, s). Niech M, jest momentem
gnacym od obciazenia p,(z, s) dzialajacego na rame przy. nieprzesuwnych ale obracajacych
si¢ swobodnie weztach. Gesto$¢ energii sprezystej wskutek zginania ramy w przekroju
z = const jest

dn

1
(34 —H = f 5p (Me+Mp)ds.
K

dz

Obliczenia momentu M, przeprowadzamy nastgpujaco:

a) rozcinamy rame w wezlach i liczymy katy ugiecia od obciazen zewngtrznych na pod-
porach oraz momenty gngce na podporach,

b) piszemy réwnania do wyznaczania momentéw podporowych i wyznaczamy te momenty
z warunku zgodnos’ci katéw obretu,

o) dla kazdego preta znajdujemy sume momentéw gngcych od obciaZzed normalnych
Pn Przy rozciagnietych weztach i momentéw podporowych.
3.4. Calkowita energia mechaniczna ukladu. Energic sprezysta « powloki zgodnie z réwna-

niami (2.14) i (2.18) zapiszemy w postaci
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(3.5 - 2J Ul

gdzie:

ol

. T T ou 0v x| du o \?
V(H,’Z)) = E, (—a;) +E2(—és—) +2E17’12 iz (3‘_8 +G(‘é‘;+ (_)-;

M = Mz+M,.

2

Ay

Dla z = const przemieszczenie w kierunku # jest
(3'6) . W(Zs S) = \’VI(Z, S)+W2(Z, S)a

gdzie:

w,(z, ) — przemieszczenie w kierunku n spowodowane przemieszczeniami R, R; po-
szczegolnych wezlow,

wo(z, §) — ugigeie pretdw ramy przy weztach nieprzesuwnych i przegubach umicjsco-
wionych w weztach.

Niech

w3(z, s) — ugiecie od obciaZenia p,

wi(z, s) — ugigcie od obrotéw przekrojow wgz}owych

to wtedy ‘

3.7 W, = wa+ wi.

Prace sit zewnetrznych (2.19) po uwzglednieniu (3.6) i (3.7) przepisujemy w postaci

. L
(3.8) A= _I{{f(u'p,,+'v'ps)ds]dz+f[f (W + w3+ wh) p,ds| dz,
. 0 K 0 K T

Poniewaz M oraz w3 nie zaleza od poszczegdlnych funkcji U;(2), Vi(z), Wi(z)to pomijamy
je w wyrazenin na energig. Ostatecznie wyraZenie na catkowita energic mechaniczna
uktadu przyjmuje postaé

(3.9) D= %b{{flV(u ?) + N]:I)F +2 M';)M }ds]dz—

_ J{‘[j((u “ DU ps)ds]dz—fL[ P (w, +w§)p,,ds] dz.
o K : 5 L7

3.5. Wnioski wyplywajace z przyjecla teorii ramowo-powlokowej. Dane jest naroze w wezle ,,i””
laczacym dwa prety (conajmniej dwa) jak na rys: 4. Para /{7, I{*) oraz para n{™, #{*
tworza bazg (na ogoél nieortogonalng). Mozemy napisaé, ze

(3.10.1) A = ay I a5,
(3.10.2) A = B0+ o li.
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Mnozac te zaleznoéci obustronnie przez n{*), a nastepnie przez n{~ otrzymujemy uktad
réownan do wyznaczenia oy, ®ai, B1i, f2:. Rzuty przemieszczenn na kierunek wersorow
ny=, it sa

(3.11.1) WD = RET = oy, 007+ ay0fh,

(3.11.2) Wit = Rinf™ = 8,007+ By0f ™.

Stad wynika, Ze ugi¢cia w; jak i moment M moga by¢ uzaleznione od funkeji »(z, s}

Rys. 4

Wynikaja stad nastgpujace wnioski: -
1. W teorii ramowo-powlokowej hipotezy deformacji mozna narzuci¢ na funkcje
u(z, s), v(z, 5), a mianowicie

(3.12.1) u(z, s) =‘ZU,(Z) @(s)
(3.12.2) - o(z,5) = D V()" puls)
k=1

2. Funkcje‘ w(z,s) = D Wi(z)- 21(s) nie s3 potrzebne do pelnego opisu przemiesz-
I=1

czen gdyz sa jednoznacznie okreélone przez funkcje v(z, s).
W dalszej czeéci pracy postugiwaé bedziemy sie teoria ramowo-powlokowa.

4. Réwnania réwnowagi

Ogélne zasady energetyczne prowadza do réwnan réwnowagi w postaci rownan réz-
niczkowych. W przypadku continuum dwuwymiarowego sa to réwnania rozniczkowe
czastkowe albo uktady tych rownan.

Jezeli na ukiad mechaniczny nalozymy wiezy i wykorzystamy zasady energetyczne
do wyprowadzenia rownan réwnowagi, to wtedy przy okre§lonych wigzach maja one postaé
réwnan rézniczkowych zwyczajnych, Fakt ten wykorzystano dalej w pracy sprowadzajac

' zagadnienie do réwnan réwnowagi w postaci uktadu réwnan rézniczkowych zwyczajnych.

4.1. Metoda funkcji ksztaltu w opisie deformaciji prgta. Calkowita energi¢ mechaniczng po-
wlhoki zgodnie z (3.9) zapisujemy w postaci wygodnej do dalszych rozwazan
@) Q=

L L
1 . ME _
= —2—0‘ [K]({V(u, v) +T}vds]dz+of

]({ MBM’ —u-pb—v-ps—(w1+WE)p.,} dS]dz
X
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Pierwsza catka jest forma kwadratowa, a druga catka jest forma liniowg wzgledem
przemieszczen u, v

Z warunku koniecznego istnienia ekstremum funkcjonatu Q otrzymujemy z catki
pierwszej — operator rézniczkowy réwnan réwnowagi, z catki drugiej —wyrazy wolne
ktére sa uogdllnionymi sitami zewnetrznymi.

Zajmiemy sie pierwszym skiadnikiem formy kwadratowej
(4.2) § W, 0 ds

K

Wyrazenie podcatkowe zapisujemy w postaci

(43) V@, =E (‘L“) Ez(‘a”) +é(?i)2+é(@)2+
’ 0z ds ds oz

du O v Ou v

9z 3 os oz’
gdzie:

2E = IV-327112+I::11)21.

Wykorzystujgc hipotezg deformacyjng okreslona wzorami (3.12) gdzie funkcie @(s)
przyjmujemy jako ciagle na calym konturze X, funkcje p.(s) jako ciaglte na odcinkach
migdzywezlowych oraz stosujac konwencj¢ sumacyjna Einsteina to wtedy catke (4.2)
mozZemy zapisaé nastgpujaco

@4 § V@, ) ds = UU; § Eipgyds+ ViV § Gypds+
K K K
+V ¥ f}v_?,zzp,'cwl'ds+ U,U, fé(pf(p,fds+
K K

+2U ¥V, fﬁ(p,zp,"ds+2U, Vi f(v}(pf wds.
F4 £

gdzie: ()) — oznacza rozniczkowanie funkcji U; i Vi wzgledem zmiennej z oraz rézniczko-
wanie funkcji ¢, iy, wzgledem zmiennej s. v
Do wyznaczenia wspolczynnikdw pierwszego skiadnika formy kwadratowej (4.4)
trzeba obliczy¢ nastgpujace catki

| fEl Pepyds, y(éwkw,ds, y(lézy;,"y){ds,
4.5) & £ b :
fG(p; @;ds, fE(p, Prds, J(G‘P; weds.
X X KX

, .

Drugim skladnikiem formy kwadratowej jest calka f%ds Jezeli J jest zbiorem par
: K

»1/”” numerujacych odcinki ramy pomiedzy wezlami i i j, m;; — jest momentem na ramie

(kontur preta) spowodowany jednostkowym katem obrotu preta ,,ij” to wtedy zgodnie

z (3.1), (3.3), (3.11) otrzymujemy

' t M2
4.7 74 Vi g = Xa¥rs { ﬂg’?m”,
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gdzie:
(4.8.1) Yy = 0‘2j7)}+)+(au“ﬂZJ)'vJ('_)“ﬁlt'v;H),
(482) Vis = azsv§+)+(als—ﬂ23)7}§~)—ﬁ1r'v£+)'

Do wyznaczenia wspolczynnikow drugiego sktadnika formy kwadratowej trzeba obliczyé
catki

@.9) § I g,

K
dla wszystkich par wskaznikow [(if), (#s)] € J
Teraz rozpatrzymy sktadnik, ktéry jest forma liniowa catkowitej energii mechanicznej £2.
Wyrazenie zawierajace sktadowe obciazen binormalnych py i stycznych p, po wykorzysta-
niu (3.12) zapiszemy w postaci

"

(4.10.1) fu-pds = > Ub,
K i=1
gdzie:
(4.10.2) bi= foppds i=1,2,..,n,
X
oraz
(4.11.1) fo pds= DV,
' K k=1
gdzie:
(4.11.2) = fwpds k=1,2,..,m.
K
Zgodnie z (3.7) funkcje w, 1 wi przedstawimy w postaci
(4.12.1) W, = ZVkWHw
, k=1

Skladnik zawierajacy skladowe normalne p, obciaZenia zewngtrznego zapiszemy teraz
W postaci

m
(4.13.1) § o, +whpads = D VN,
K k=1
gdzie:
(4.13.2) Ne= fwp-widpds k=1,2,..,m.
K

Kolejnym skfadnikiem formy liniowej jest wyraZenie zawierajace momenty Mp i M,.
Sposéb liczenia momentu M, podano w p. 3.3 pracy, natomiast My zapisujemy w postaci

(4.14.1) My = — D Vim,
k=1

:

12 Mcch. Teoret. i Stos. 3—4/82
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gdzie:

v,
(4.14.2) Vit = <5y = Py,
k

k — oznacza pare ,,if” ze zbioru J, ¢ — kat obrotu preta.
Stad otrzymujemy

g MFIW "?1
(4.15.1) ‘f —T:)-ids= ‘ZVk'Pk,
4 k=1
gdzie:
(4.15.2) © P = fﬂ‘bj‘ﬁds k=1,2,...,m.
K

Skladajac wyraZzenia na skladniki formy liniowej otrzymujemy

n m
(4.16) ](u {M%ﬂ_@ —up,,—~7)ps—(w1+w;)p,,}ds = — ZU,b,— Zchzk .
£ =1 k=1
gdzie: a; = t,+N+P,, (i=1,2,..,n, k=1,2,..,m).

4.2. Wybbr funkeji ksztaltu. Funkeji ¢(s). Funkcje g;(s) okre$laja przemieszczenia prosto-
padte do plaszczyzny konturu — musza by¢ zatem ciagle na calym konturze K. Stosowaé
bedziemy funkcje @;(s) pierwszego rodzaju (rys. 5), to znaczy takie, ktére sg znormali-
zowane w taki sposob, ze w wybranych wezlach majg warto$¢ 1 (jeden) 1 zmieniajg sig
liniowo do zera w wezlach najblizszych. Mozna réwniez rozwazaé funkcje ¢,(s) drugie-
go rodzaju skonstruowane z wielomianéw Legendre’a P, tak by funkcje pierwszego
i drugiego rodzaju byly ortogonalne (rys. 6).

Jezeli odcinek ,,i7” przyjaé jako przedziat domkniety <0, 1) to funkcja pierwszego rodzaju
jest
(4.17) PE(s) = Py(s) = s,

a drugiego rodzaju
@.18) PO = Po(s) = 5 (55— 39).

Liczba funkcji ¢; pierwszego lub drugiego rodzaju jest osobno réwna liczbie weztow.

1 .
Q1 R 1 =

i S 1
‘Pi(S) S
9;{s) 5 —
K k

Rys. 5 Rys. 6
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Funkeje w(s). Funkcje w(s) okreslaja przemieszezenia styczne do konturu, musza byé
zatem ciagle na kazdym odcinku prostym miedzy wezlami. Rozwazaé¢ mozna funkcje
»(s) plerwszego rodzaju (rys. 7) nie uwzgledniajace wplywu sit osiowych w precie migdzy
wezlami oraz drugiego rodzaju (rys. &) uwzgledniajgce ten wplyw.

Przyjecie funkcji ksztaltu ¢ 1 p pierwszego i drugiego rodzaju zwigksza liczbe stopni
swobody ukladu, a tym samym liczbe réwnan rézniczkowych réwnowagi. Wplyw czesci
odksztatcenia pochodzgcy od funkeji ¢ iy drugiego rodzaju na calkowita energie mecha-
niczng ukiadu jest maty 1 moze by¢ zaniedbany w opisic deformacji preta. Stad w dalszej
czedel pracy uwzgledniaé bedziemy funkcje ¢(s) i 9p(s) tvlko pierwszego rodzaju.

_ Lij
yis)=2 s
)

g, ts) ‘ . M'ﬂmj

' g j gz~

Rys. 7 ’ Rys. 8

. . . ou\’
4.3, Macierzowa postaé rownowagi, Na wsigpic wezmy pod vwage wyrazenic (T) wy-
dz
stepujace w (4.3). Uwzgledniajge (3.12.1) oraz przyjmujgc ze funkcje ¢; sa ciggle moze-
my napisaé '

, [ ou\? a S ? \”“‘ , 2
(4.19) [y -] 7(721 o )| = | p) @)
stad

2
(4.20) (glf) = (Ui} g {U}},

gdzie: symbolami {} i [] oznaczono wektory i macierze, natomiast litera T oznaczono
operacje transpozycji.
Stad mamy

v ou \’ , )
(4.21) {EJ (_) ds = {Ui}T (Ml {Uj}’

oz
K

gdzie: [M,,] — jest macierzg o elementach f]:ZJ pipds
K

Postepujac analogicznie ze wszystkimi skladnikami formy kwadratowej otrzymujemy
zapis pierwszego skiadnika energii

L
@2) 0= [ {0 M {0} + (R IMG1 () +
0
+ {Vk}T ({an'w’]_{_ [MFF]) {V)} -+ {UI}T [M‘P"P’] {UJ} +
F2{RY M (U]} + 2 (V) M (U .

. . a1 . - MZ‘
Macierz [Mzr] jest wynikiem z rozwazan f‘lT}AdS
K

12+
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Macierze [M,,] i [M,.,] maja wymiar nx n, macierze [Mrr], [M,,] i [M,.,] maja wymiar
mx m, natomiast macierze [M,,] i [M,,] maja wymiar nx m. Elementy tych macierzy
sa catkami.

Z warunku ekstremum funkcjonatu catkowitej energii mechanicznej (4.1) otrzymujemy
G20 (M (U]}~ M ] {0} (M, 17— My ) (1) = {B),
(4.23.2) [M,,] {Vl”} - ([Mw'v"]"' [MI‘I]) {Vl} + ([My) = [A/[svv"]) {u’:} = {a,},
Réwnania te zapiszemy w postaci jednego réwnania macierzowego. Wprowadzajac macierz
kolumng niewiadomych funkcji 7.

. i=1,2,...,n
Ui
(4.29) {T.} = { v } k=1,2,..,m
k = 1,2, ..,n,n+1, .., n+m
wektor sit uogdlnionych w postaci

(425) {bl, bz, ceey b,,, A, Uz, -0y am}T = {41142 cees q"+m}T = {qr}T’

to po przeksztalceniach otrzymujemy uklad réownan rozniczkowych

1"

T, N 7Y
) T
(426) {[Mlpq’] 0 ] _’?’2 + [ 0 I.prlp'] - [Mrp»w] } Tz .
S0 Myl My = [My] 0 :
T, T
T, .‘11
[[Mql'fp'] 0 ] T, _ 142
0 [Myr’rp'] + [MFF] h '
\ T, 4,

Przyjete funkcje p pierwszego rodzaju sa state na odcinkach migdzyweztowych, a zatem
ich pochodne wzgledem s sa zerami. Stad wszystkie wspdtczynniki w macierzach zawiera-
Jace o’ sg zerami i1 uklad rownan (4.26) sprowadza sie do postaci

7

T T, ' T, a1
l[Mqup] 0 ] 75 [ 0 '—[Mm'w]T] T, _‘[NIU"P'] 0 ]‘Tz 142
| 0 (Myyl] | * (Mgl 0 0 (Meell |2 | l '
T, T, T, qr

4.27)
Przyjmujac funkcje ¢(s) 1 w,(s) pierwszego rodzaju mozemy w sposéb automatyczny
budowaé uktady rownan rézniczkowych dla dowolnych pretow cienkoéciennych pryzma-

tycznych o przekroju wieloobwodowym zamknietym skladajacym sie z wielokatéw do-
wolnego ksztatiu.

5. Warunki brzegowe

Przyjecie hipotezy deformacyjnej (3.12) prowadzi do ukiadu réwnan rézniczkowych
zwyczajnych liniowych (4.27) rzedu

(5.1 R = 2(n+m)

\
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gdzie: n— ilo$¢ weztdw w przekroju réwna liczbie znanych funkeji ¢;(s)
m — liczba stopni swobody w plaszczyZznie przekroju poprzecznego preta réwna
liczbie przyjetych funkeji w,(s)
Do rozwigzania ukladu (4.27) potrzebna jest znajomo$¢ R wartosci funkcji U;, ¥ i ich
pochodnych wzglegdem zmiennej z w jednym lub dwu réznych przekrojach preta.
Warunek brzegowy zapiszemy w postaci

(5.2) M) {T}co+ [PH{T}.o+ {S} = {0}

przy czym:

[M] — jest macierza kwadratowg rzgdu R podang dla przekroju z = 0

[P] — jest macierzg kwadratowq rzedu-R podana dla przekroju z = L

{T} — jest wektorem R-wymiarowym zawicrajacym funkcje U; i V3

{S} — jest statym wektorem R-wymiarowym

Tak zapisany warunek brzegowy umozliwia wykorzystanie warunkow danych w prze-
mieszczeniach, w naprgZeniach lub mieszanych,

Wystepujace w wyrazeniu na energi¢ mechaniczng skfadniki formy liniowej rownania (4.1)
zawieraja wielkosci

(5.3.1) bi= f pepods,
.4

(5.3.2) = fqpkpsds,
X

ktore sg uogdlnionymi sitami zewnetrznymi w przekroju z = const.
Rozpatrujac te wielkosci jako sity wewnetrzne i korzystajac z zasady prac przygotowa-
nych mozemy napisac

(5.4.1) () = | po.ds,
K

(5.4.2) () = fwkrmds.
.4

Podstawiajgc wyrazenie na o. i 7., wedlug wzoréw (2.8), po dalszych przeksztatceniach
otrzymamy

(5.5.1) b() = DU f Bapipyds,
=1 .4
% 7 )4 ’ 2 7 .
(5.52) £G) = Y Ui | Goimds+ D Vi) § Gy, ds,
i=1 K r=1 K

Rozpatrujac teraz rownowage powloki w przekroju z = const i zaktadajac, ze p(z, s)
ip2(z, s) sa odpowiednio wzdtuznymi i stycznymi sitami dziatajagcymi na jednostke dhugosci
konturu na podstawie (5.3) 1 (5.5) otrzymujemy nastepujace zwigzki rownowagi nogdlnio-
nych sit zewnetrznych i wewnetrznych
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(5.6.1) §oppds= N Uz | Eogipyds,
K Jj=1 K
(5.6.2) f weplds = \7 V,\f(-:)j' Gy, ds+ U(z) (/ Gl ds.
K re1 £ i=1 K
Wprowadzajac zapis macierzowy 1 poréwnujac z (4.22) zapiszemy
(5.7.1) {60} = (M) {UI ],
(5.7.2) {2} = M, ) {U}+ M1 {¥]}.
Zatem dla dowolnego przekroju = = const warunki (5.7) maja postac
Myl Uy e
i : ; U, 0
5‘8 .. .. ..... / —- e
G Myl M %I lt'?
: U, 0

W miejsca niewypeinione nalezy wstawi¢ macicize zerowe.
Dla przykladu jak na rys. 9 otrzymujemy warunki brzegowe tylko w przemieszczeniach
co zapisujemy nastepujgco

o ZY L .0_]
(5.9) ------- : : Vkl + Ol >

gdzie: [I] — macierz jednostkowa nxn
[E] — macierz jednostkowa m x m

Z=0 z=t

Rys. 9

6. Rozwiazywanie réwnai réiniczkowych — przyklady zastosowan poélbezmomentowej
teorii ramowo-powlokowej. Obliczenia numeryczne

Roéwnania rozniczkowe réownowagi powlok wynikajace z zastosowan potbezmomento-
wej teorii ramowoc-powlokowej sprowadzaja si¢ do catkowania réwnan roZniczkowych
rzedu drugiego dajycych sig sprowadzi¢ w prosty sposéb do réwnan rzedu pierwszego
przez odpowiednie podstawienie. Ogolna postaé macierzowa jest

(6.1) [41{T"}+[BI{T"}+1C1{T} = {0},

gdzie: [4], [B], [C]— state macierze kwadratowe, {T}-— oznacza wektor kolumny nie-
wiadomych.
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Trudnos$é rozwiazania sprowadza sie gidéwnie do znalezienia doktadnej metody wyzna-
czania bazy w przestrzeni rozwigzan tego réwnania, tak aby mozna bylo dokonaé odpo-
wiedniego zloZenia elementdw bazy i uzyskaé rozwigzanie spelniajace warunki graniczne
o technicznym znaczeniu. Okazuje sig, Ze znane metody catkowania ukladdw rownan
rézniczkowych typu Rungego-Kutty i inne opisane w [5], [6] okazaty sie dla tego ukladu
nieefektywne (niezadawalajaca doktadnoé¢ i diugi czas obliczen). Efektywna okazala sie
dopiero metoda opisana w [4] polegajaca na wykorzystaniu i uogdlnieniu metody zapro-
ponowanej przez Oluremi-Olaofe [8] dla jednego réwnania rézniczkowego. Istota metody
jest rozwijanie funkeji T(z) w szereg wielomiandéw Czebyszewa. Szczegdlowy opis metody
i spos6éb catkowania réwnan podano w [4]1 [10].

Na podstawie wyzej przedstawionych rozwaZan autor opracowal program na maszyne
cyfrowa ICL-4-70 w jezyku FORTRAN. Szczegdlowy opis programu zamieszczono
w [3].

Jako przyktad rozwazono prety pryzmatyczne o przekrojach podanych na rys. 10.
Dla wszystkich pretéw-przyjeto dtugosé L = 100 m. Pozostale charakterystyki geometrycz-
ne i materialowe oraz schematy obciaZenia podano na rys. 11, 12, 13, 14, 15, 16. W dzie-
sigciu réznych przekrojach dla kazdego preta podano rozkiady naprezeni stycznych i na-
prezefi normalnych. Dla przejrzystosci rysunkéw w poszezegdlnych przekrojach nanie-
siono wartoéé naprezenia w jednym wezle.

N)
T gme,ee [T 2 1 E,=E,=E
E=28x0" B o E=21x108
- 4 - 5
L A 6 =1,0210 s . 3 1 G =808x10
N Vg =y =0 s T V== 9
-JF§ v=0,38 -"-5 e Vv =03
3 4| 6701 5 4 L 6 =0,1
fa—10 ~——1 la— 10—
52 2
16
1 1 ™ 2 1 3
b g A8 . 2
% 3 48 4 +° ©
i 5 *5 5]
~ 7 5 3
T}‘L 12 4~ 20
E;=E, =E = 2,1x10 E{=E;=E =2,1x10
G = 8,08x%10% G =8,08x105
Vy= Y =V =0,3 V=0 =0=0,3
6 =0,01 6 =0/
Przyjeto nastepujgce jednostki:
€1=(6,0=16) =X (51=m; [0, 1ok, =N | q1=KN
g 1=l 1= ThE =m ;i (o=l e ? [q]-?

Wymiary dotyczqgce przekrojéw podano w metrach.

Rys. 10
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" 7. Wnioski

Z zastosowan pétbezmomentowej teorii powlok do obliczen statycznych ortotropowych

liniowo-sprezystych pretow cienkosciennych pryzmatycznych o przekroju wieloobwodowym

za
1.

W N

mknietym z niniejszej pracy wynikaja nastgpujace wnioski.

Opracowana metoda bozwa]a w sposéb automatyczny budowaé macierze wspolczyn-
nikéw uktadu réwnan roiniczkowych dla pretéw pryzmatycznych cienkoéciennych
o przekrojach zamknietych wieloobwodowych sktadajgcych sie z wielokatéw dowolnego
ksztattu. .

W wyniku opracowanego programu na maszyng cyfrowa mozna obliczaé naprezenia
w dowolnym przekroju preta.

. Poréwnanie opracowanej metody w niniejszej pracy z metody elementdw skonczonych

wykazuje na znacznie szybszy wzrost czasu pracy maszyny cyfrowej wraz ze stopniem
skomplikowania przekroju dla metody elementéw skoficzonych. Dla ilosci weztow
w przekroju 3 - 12 i dtugosci kadtuba statku 100 metréw czas obliczen wedlug metody
przedstawionej w pracy wynosi od 1.5 min. do 10 minut pracy maszyny cyfrowej
1CL-4-70. W metodzie elementéw skonczonych czas ten jest kilkakrotnie wigkszy dla
tych samych przypadkéw co bylo potwierdzone informacjami z przemystu okreto-
wego gdzie wykonano obliczenia kontrolne.

. Rozwiazanie podanego w pracy ukladu réwnan rézniczkowych stato si¢ efektywne

(naklad pracy, czas obliczerl) po wykorzystanin metody podanej w [8] polegajacej na
rozwijaniu funkcji niewiadomej w sumy wielomiandw Czebyszewa, a malo efektywne
w przypadku stosowania znanych metod catkowania typu np. Rungego-Kutty.

. W celu zwigkszenia zakresu stosowalno$ci metody nalezy prowadzi¢ dalsze badania

nad znalezieniem.odpowiedniego sposobu catkowania ukiadu réwnan rézniczkowych
rownowagi, gdyz metoda przedstawiona w [8]1 opisana w [4] jest efektywna dla uktadéw
rownan rézniczkowych do rzgdu 40 tj. dla pretéw o przekroju skladajacym sie z 10 - 12
weztow.
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Peziwoae

[MPHMEHEHNE IIOJ_‘L'.Y'-J')‘E::}[\’KOZ\’_KEI‘YFI‘iOH TEOPLI OBOJIOYEK K CTATIHYHOMY
PACUTITY OPTOTPOTIHALIN JIMHEMHOQ-VIIPYTHX TOHKOCTEHHLIX
MMISMATHYRCHKNY CTEPKHEHN [POLI3BOJILHOIO BAKPLITOrO 1{PODIIIA

B paGoeTe npeACraRicHn MCTO/ phcqi&m HANPDKEHIAT 11 epeMellcinii OPTOTPONHLIK JIHCHIIO-YIpy-
[IIN TOHKCCTEHHBIN MPH3MATHYCCKIIX CTePsIKHeil HPOH3BOABHOrO 3aKphbIToro NMPOohuna COCTABIMOLETr0Cs
113 MHOTOYTONLIIIKOB UPON3BOJILHOrD otuepradivi. [IpHBeAeHo NpeAnonaKCeHNIN mo/iy-0esmoMeHTHo
Teoprl 0CONoUCK Ha OCHOBARHIM Teopitit uvlusouek B. 3. Bracopa. 9Ty TeopHKd paCIIIPEHO M TIPHCNIO-
<oGreno K pacudTont Ha phlumchuresslin mamneax (OB, Tpuseqernndi merof NpHMeHeHo 1K cra-
THUOsY pacuéry Ges-nepeSoproBhIX CcynoBLIX Kopnycos. Janbl ppuseps: Bhrudcnesnti Ha DBM crep-
JIIei o MPOHI3BOJILHBIN OUEPTAHMAX B IPOUSBOJIbHBIX KPACBLIX YCIOBIAX.

Summary

THE APLICATION OF SEMI-MOMENTLESS THEORY OF SHELLS IN STATIC COMPUTATION
OF ORTOTROPIC LINEAR ELASTIC BARS WITH MULTICIRCUIT CLOSED SECTION

In the paper a method of computation of stresses ind displacements [or ortotropic lincar-elastic thin-
walled prismatic bars with multicircuit section consisted of polygon with arbitrary form is presented, The
assumption of semi-momentless theory ol shells is based on V. Z. Vlasov a shell theory. The theory is
developed and adopted for computation on a digital computer. The described method is applied in static
computation for julls of unbulkhead ships. Examples of numerical computations for bars with different
cross-sections and dilferent boundary conditions conclude the paper.

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 29 listopada 1981 roku.



