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W pracy sformulowano zasadg wariacyjna typu Lagrange’a dla tarczy zarysowanej.
Nastgpnie wykorzystujagc otrzymane rownanie pola Lamé wraz ze stowarzyszonymi
warunkami brzegowymi (zewngtrznymi i wewngtrznymi) wyprowadzono globalne réwnanie
réZniczkowe w klasie dwuwymiarowych wektorowych funkcji uogélnionych. W modelu
uwzgledniono do$wiadczalnie potwierdzony efekt nieciggiosci wektora przemieszczenia
spowodowany pojawieniem sig¢ rysy. :

1. Wprowadunie

Dotychczasowe sposoby obliczania Zzelbetowych tarcz -zarysqwariych rozwijaty sie
w dwéch kierunkach. Pierwszy z nich wyznaczaja prace, w ktérych zastosowano konty-
nualny model obliczen. Przykladowo mozna tu wymieni¢ prace [l, 2] (metoda roznic
skonczonych) oraz [3] (metoda elementéw skoriczonych). Globalny obraz efektéw zary-
sowania otrzymany w tych pracach jest poprawny, jednak zaburzenia w miejscach rys sa
z zalozenia niedokiadne. Drugi kierunek polega na formulowaniu $cistych modeli matema-
tycznych dla cial kruchych z defektami. Literatura w tej dziedzinie jest niezwykle bogata.
Wymienié tu mozna prace [4], w ktérej rozwigzan poszukuje sie poprzez przeksztalcenia
calkowe i wprowadzenie funkcji zespolonych, oraz prace [S, 6, 7], gdzie podano teorie
defektow. Teorie te polegaja na budowaniu pewnych potencjaléw modelujacych defekty.

Wykorzystanie matematycznych modeli dla cial kruchych w konstrukcjach z betonu
zbrojonego napotyka jednak na pewne trudnodci. Dlatego tez teorie Zelbetu rozwijaja sig
niezaleznie, cho¢ wykorzystuja réwniez rozwigzania matematycznych teorii defektow.
Jedng z udanych préb wzbogacania matematycznego modelu plyty zarysowanej stanowi
praca [8]. W pracy tej dokonano opisu plyty przy pomocy rachunku dystrybucyjnego.

W niniejszej pracy wyprowadzono rozniczkowe réwnanie tarczy zarysowanej w klasie
dwuwymiarowych wektorowych funkcji uogélnionych, uwzgledniajace nieciagto§¢ wektora
przemieszczenia w miejscu rysy. Rozpatrywana jest tarcza o dowolnym ksztalcie, z ogélnymi
warunkami brzegowymi. Celem zwigkszenia przejrzystosci zapisu zalozono istnienie
pojedynczej rysy krzywoliniowej wewnatrz jej obszaru.
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2. Podstawowe zwiazki i definicje

Ponizej przedstawiono definicje i zwiazki teorii dystrybucji wykorzystywane w dalszej
czeScl pracy (zob. np. [9]).

DEFINICJA 1. Przestrzenia D(2) dwuwymiarowych wektorowych funkeji prébaych
nazywa si¢ zbidr wszystkich funkcji ¢ okre§lonych w dowolnym obszarze £ przestrzeni
euklidesowej R2, spelniajacych nastgpujace warunki:

a) @ e C(Q),

b) nosnik funkcji ¢ jest: zbiorem zwartym., ‘

DEFINICJA 2. Dystrybucja lub funkcja -wogédlnions nazywa sig kazdy funkcjonat
f: D(2) - R liniowy i ciggly w D(£), tzn. funkcjonat o nastgpujacych wlasciwosciach:

fra@+bdy = alf, @) +b<f, by, gdzie a,beR @n

DEFINICJA 3. Dzialania na dystrybucji okreSlone sg w nastgpujacc'y..éposc’)b:
Suma dystrybucji:

<f1+f2s @) = <f1s ‘P)"'(fz: (P> ' (2.2)
Iloczyn funkcjl gladklej i dystrybucy _ _ | '
Bfr @) =<f; 13<P>, /3 eC®(R* - - (2.3)
Pochodna dystrybucji ' :
(D, @) = (=)™ (S, D%p) (2.4

gdzie o = (org, &a), || = oty +0ty, D* — jest operatorem rézniczkowym rzedu .
Z definicji 3 wynika, Ze dystrybuqa jest nieskoficzenie wiele razy rézniczkowalna.
~'W dalszych rozwaiamach istotne znaczenie maja dystrybucje (bedace uogolmemem
funkgji é-Diraca) o danej gestosei skoncentrowanej na krzywej le R* 0 nastgpujqcych
w}asnoéclach

qus,, @) = f ¢(x)<p(x)ds,

(2.5)
D“(xpa,), @> = (=1 f S0 D), -
gdzie: x = (x, x3).
3.- Wariacyjny opis przemieszczenia dla tarczy zarysowanej
Podstawowy uklad réwnaf dla ptaskiego stanu napreZenia skiada sig .z:
réwnan rownowagi _
divS+b = 0; C 3.1)

zwiazkéw geometrycznych

= %—_(Vu+VuT) = Vu; ) 06D
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.oraz zwigzkéw fizycznych

s_zp(ml o 10 ) o (3.3)

Tutaj S, E, u, b oznaczaja kolejno tensor naprqieniav, tensor odksztalcenia, wektor prze-
mieszczenia oraz wektor sit masowych; 11 u sg statymi Lamégo. Ponadto 1 jest tensorem
jednostkowym.

Rys. 1.

- Do ukladu réwnan pola (3.1)~-(3.3) nalezy dolaczy¢ jeszcze warunki brzegowe (rys. 1).
— przemieszczeniowe w = i na S, (3.4)
— naprqzemowe Sm = p na S; ' o (3

gdzie u i p s3 funkcjami zadanymi odpowiednio na brzegu S, i S,, n za$ oznacza wektor

normalny zewnetrzny do S.

Zaklada si¢, ze uklad réwnar (3.1)+ (3.3) spelniony jest w obszarze dwuwymiarowej
przestrzeni euklidesowej £ ograniczonej powierzchnia § = S,US;.

Do. opisu .omawianego zagadnienia wykorzystano zasadg wariacyjna typu Lagrange’a.
Oznacza to zaloZenie o poszukiwanej funkcji u, Ze spe}nizi ona zwiazki geometryczne
(3.2), zwiazki fizyczne (3.5) oraz przemieszczeniowe warunki brzegowe (3.4).

Przyjeto funkcjonat w postaci:

Ju(x)] = f U (u(x))d2— | b(x)u‘(x)dg‘— | f)(x)u‘(x)ds (3.6)
0 Q S, _ :
gdzie
U = _I_M (Vu Vu+ 1_2’_12” d_ivudiyu) . (3.7

jest funkcja energii odksztalcenia.

Poszukuje sig ekstremali funkcjonatu (3 6) na zblorze dopuszczalnych wartoéci wektora
przemieszczenia w w obszarze 2, przy zaloZeniu istnienia jednego zatamania dzielacego
ten obszar na dwa podobszary 2, i 2, (rys. 1).

Przyjeto, ze poszukiwana funkcja u € C2(2/L) (dla x € L funkcja u(x) ma nieciaglosc).
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Warunkiem koniecznym na to, by u bylo rzeczywistym przemieszczeﬁicm w tarczy,
jest zerowanie sie pierwszej wariacji funkcjonalu (3.6), co po prostych przeksztalceniach
mozna zapisaé¢ w postaci: '

. - ). 3342
= — 2 el sl 0
o = J {,u [V o+ A 2u graddxvu]-i—b}éud +
0OrwQy L
. (3.8)
+ ’ [ﬁ—P(u)]éucls—{-fP(u) duds = 0,
S L
gdzie:
21
P() = p|V+—25— T ldlv (‘)n (3.9

jest operatorem napiecia powierzchniowego.

Pojawienie si¢ ostatniej calki we wzorze (3.8) wynika z uwzglednienia dodatkowego
brzegu wewnatrz tarczy, tzn. linit L = Lyul, (L, i L, stanowig odpowiednio lewy i prawy
brzeg rysy). Nalezy zwrocié uwage na fakt, .ze wektory n normaline do brzegu L, i L,
maja przeciwne zwroty.

Warunek (3.8) musi by¢ spelniony dla dowolnej wariacji du. Stad otrzymuje sig: prze-
mieszczeniowe rownanie rozniczkowe tarczy

1 (Vz + 3;_*_7#— grad dlv)u +b =0 ] ' (3.10)
néfuralne napr¢Zeniowe warunki brzegowe '
Pu)=p dla xeS; ' (3.1
oraz dodatkowe warunki brzegowe o ' .
| Pa),=0 - dla xelL (3.12)

gdzie [ ], oznacza réznice prawostronnej i lewostronnej granicy wyrazenia w nawiasie
na krzywej L.

4. Réwnanie réiniczkowe tarczy zarysowanej

W poprzednim rozdziale obszar tarczy podzielony zostal na dwa podobszary 2, i £2,,
w ktorych funkeja u jest ciggla. Obecnie bedzie poszukiwane rozwiazanie w catym obszarze
£ przy zatozeniu, ze u nalezy do klasy funkcji uogélnionych. W tym celu w oparciu o zwiazki
z rozdzialu 1 formalnie oblicza sie wyrazenia:

Vi, @) = f{V’u}cpd.Q—f[(—;n—u)tp—(—aan—'cp)n]ds+k '
4 5 :
+f ([j_n u]Lv—gh—vlu]L)ds,

L

(4.1)
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oraz

{grad divu, ¢) = f{graddivu}q:d.Q+ I [divepu~
Q 5

' (4.2)
—divueplds — f [[u], divep— [divu], ] nds;
P

tutaj { } oznmacza roiniczkowanie w zwyklym sensie; [u], za§ oznacza skok wektora
przemieszczenia przy przejsciu przez rys¢. Ponadto prawo fizyczne rzadzace defektem
opisane jest wyraZeniem:

[u(x)], = g(x); (4.3)
gdzie: g(x) jest funkcja gestosci defektu ciagla dla X e L. Przykiadowa postaé gestosci
defektu (zwiazku konstytutywnego w rysie) mozna znalezé w pracy [10].

Calo$¢ dotychczasowych rozwazan dotyczyta szczegdlnego przypadku rysy dzielgcej
obszar £2 na dwie czgsci. Mozna wykazaé, ze nogdlnienie na przypadek rysy wewnetrznej

(np. na luku 4B —rys. 1) w niczym nie zmienia przeprowadzonych wyzej rozwazaf.
Sprowadza si¢ to do przyjecia na pozostalej czesci krzywej L warunku

' o). =0 dla x¢4B, (4.4)

oraz zwigzkéw definiujacych zachowanie sig funkcji gestosci defektu na konicach rysy
Ig(x) _ og(x) o : '

2 () =-22B) =0 4.5)

Po elementarnych przeksztalceniach wzoru (3.10) i wykorzystaniu relacji (3.11), (3.12)
oraz (4.1)+(4.3) otrzymano réwnanie rézniczkowe na wektor przemieszczenia u(x)
w klasie funkeji uogdlnionych

/ 3242u
g2y 2048
”'\ + A+2u

= [[uP(@)+ (b~ PW)elds+ [ g(x)P(@)ds.
K AB

graddiv)u,cp > +<{b, @) =
(4.6)

Ostateczne globalne réwnanie rézniczkowe tarczy zarysowanej mozna zapisa¢ w postaci:

3242 . A ‘
p (Vz + l—:ﬁ— gradd1v)u+b = —P(gd)+ (p— P(u))ds,— P(uds ). 4.7
Jezeli przyjmie si¢ sity masowe w formie:
— _P(ids). | 4.8)
to réwnanie (4.7) przyjmie postac:
u(VZ-;-%graddiv)u ~ —P(gd)+ (b~ PW)ds, + PIE-wds]  (49)

W ten sposéb otrzymano réwnanie rézniczkowe tarczy zarysowanej, ktére zawiera w sobie
komplet warunk6w brzegowych zewngtrznych oraz dodatkowo spetnia warunek graniczny
w rysie,
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Wykorzystujac definicjg splotu, mozna zapisaé rozwigzanie rownania rézniczkowego
(4.9) w formie przedstaw1en1a calkowego na funkcje u(x)

u(x) = f £ P(Gx, y))ds+ f (P(G, y))[u(y)—

(4.10)
*u(y)]—G(x, V[P (@) ~pW))ds
gdzie G(x,y) jest funkcja Greena spelniajaca réwnanie
2, 3A+2 bl S
J (V +ﬁ/1_|_2 gladdlv) G(x) 0(x), : 4.1

oraz zalozone warunki brzegowe (3.4) i (3.5).

5. Podsumowanie

Wyprowadzone globalne réwnanie rézniczkowe opisuje Scisly matematyczny model
tarczy zarysowanej. Pojawienie si¢ w rownaniu (4.9) warunkow brzegowych wynika z zasto-
sowania do analizy funkcji uogdlnionych. Réwnanie to uwzglednia nieciaglosé wektora
przemieszczenia w miejscu rysy, zapewniajac jednocze$nie ciaglo§¢ wektora napigcia
powierzchniowego przy przejsciu przez krzywa L. Skonstruowany model postuzy do
wyznaczania przemieszczen w tarczy zarysowanej metods calek brzegowych, gdzie efekt
rysy traktowany jest jako male zaburzenie. -
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Peamome

HCIIOJb30BAHUE OBOBIEHHOIO CYUETA IJII OIIMCAHUS 3API/ICOBAHHOI‘O
JHUCKA

B paGore BBefeno nudihepeHumalEHoe YPaBHEHAE 3aPUCOBAHHOTO AMCKA HCITOJBAYS KIACCHYUECKH
BapAANHONHEIA Tipymun tema Jisarpasra. Ilosyuero ypaBHenue noist JIbame BMECTE C OTHOCHTEIBHEI-
MHZ HAPY>MHLIMU B BHYTPEHHAMH GEperoBLIMH YCIIOBUSIMM B TpEIMEE. MbI IpecTaBAMA BaoBoe M-
deperLmaNbHOe ypapHEHHe B KJACCe ABYXMEPHBIX 00OOIUEHHBIX BEKTOPHBIX (yriammi, B MOJEJIH MBI
B3NN BO BHUMAHUE OMbITHO ONPOBIAEMBIA 3IeKT IPEPHIBHOCTH BEXTOPA TEPEMELIEHAS BBIABAHHGIT
BOSHHUKHOBEHMEM TPEIIHHLI. :
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Summary

THE APPLICATION OF DISTRIBUTION CALCULUS TO THE DESCRIPTION OF CRACKED
PLATE

In this paper the differential equation of the cracked plate, using the classical variational method
of Lagrange is worked out. The displacements equation of Lame with the boundary conditions and compati-
bility conditions in the crack is obtained. The total differential equation in the class of the two-dimensional
general vector functions is shown. In this model the effect of discontinuity displacement vector into account
is taken.
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