Los Problemas de Esbeltez en el Diseno
de Columnas de Concreto
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zon de las expresiones que proponen los reglamentos, y de paso los proble-
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Sin entrar en discusiones sobre los
significados y ventajas de los diver-
sos métodos que han venido em-
pleandose para tener en cuenta la
esbeltez en el disefio de Columnas,
nos limitaremos al analisis del méto-
do del momento incrementado, que
consiste en seleccionar la armadura
como si se tratara de una columna
corta, con una carga axial igual a la
carga obtenida del analisis, y con un
momento igual al obtenido también
del analisis pero multiplicadn por
un factor 8§ mayor que la unidady
cuya expresion es;

6= € = P”
¢>Pcr

En esta expresion Cm es un valor
que depende de las condiciones en
los extremos de la columna, Pu es la
carga que la columna tiene que so-
portar, afectada de su factor de car-
ga, @ es el coeficiente de reduccion
correspondiente segin el fendbmeno
considerado tal como se propone en
el ACI vy, Per es la carga critica de
pandeo de la columna.

Parece pues conveniente y necesario
plantear algunas discusiones sobre el
fendmeno de pandeo de columnas,
en vista de que la carga critica apa-
rece en esta expresion.

Por otra parte, la intencion es pre-
sentar expresiones mas sencillas vy
practicas para calcular la carga criti-
ca y aclarar la relacion existente en-
tre la expresion del factor de incre-
mentos & y los problemas de consi-
deracion de los llamados efectos

P — A en una estructura, o sea, los
incrementos de momentos que se
presentan porque las fuerzas hori-
zontales originan desplazamientos
laterales, los cuales facilitaran a su
vez la presencia de momentos adi-
cionales producidos por las cargas
verticales P como se observa en la
figura 1.
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Adicionalmente consideramos que
en nuestro medio es benéfica una
discusion sobre los problemas de
pandeo porque por ser poco fre-
cuentes en el caso de estructuras de
concreto, no reciben con frecuencia
nuestra atencion especial. Por la an-
terior razén iniciemos la discusion
por el problema mas elemental de
inestabilidad.

LA COLUMNA ARTICULADA
EN LOS EXTREMOS

Se trata de una columna sometida a
compresion PERFECTAMENTE
AXIAL, articulada en sus extremos
y si ello fuera posible, PERFECTA-
MENTE RECTA.
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<4 Consideraremos ademas que el ma-
terial de la columna es PERFECTA-
MENTE HOMOGENEO, vy si bien
es cierto que en estas condiciones
tan ideales la mayoria diria que la
columna esta en posicién de la figu-
ra 2a, vamos a investigar LA POSI-
BILIDAD de que persista el equili-
brio en la posicién deformada de la

figura 2b.
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En otras palabras, la intencion es
plantear las condiciones de equili-
brio en una posiciéon deformada,
para una columna perfectamente
ideal sin irregularidades de ninguna
especie ni en su geometria ni en su
material ni en la aplicacion de las

cargas. _
La ecuacion de equilibrio en este

Caso es,;
Ely'=M=- Py
EIy"+Py=0

y si K? =—E—T' y'+k?*y=0

La solucion de esta ecuacion dife-
rencial lineal de coeficientes es;

y = C; cos Kx +C, Sen Kx

En esta expresion deben determi-
narse los coeficientes C1 y C2 segun
las condiciones de borde, las cuales
en nuestro caso son:
Para X=Ol __
ara y=o}° (of

x=H _
y para Y=0} 0=C,; SenHK
En este caso se presentan dos posi-
bilidades:

a) C, = 0, lo cual implica y=0 o seala
columna es perfectamente recta.

34

b) Sen KH=0 vy C, cualquier valor, lo
cual implica KH=nm o parael menor valor

KH =m o sea V—P'_ -
Bl — H

es decir: P= b -
H2

A este valor de la menor carga para
la cual existe la posibilidad de equi-
librio en una posicion deformada,
lo llamamos la carga critica o carga
de pandeo elastico de la columna.

2 El

H2

Notese que para este valor de P la
deflexion lateral puede ser cero por-
que C2 = 0, pero también puede te-
ner cualquier valor, ya que C2 pue-
de tener cualquier valor como se di-
jo. La expresion Pvs y seria como se
indica en la fig. 3a.

to de esta columna ideal resulta co-
mo en la fig. 3b (Ref. 1), en la cual
aparecen simplemente grandes de-
flexiones laterales segun la magni-
tud de la carga.

Aqui se inicia toda la discusion de
la variacion de modulos de elastici-
dad y demas factores que no son
del caso analizar por el momento.
Sin embargo, conviene resaltar los
puntos siguientes:

1. La condicibn de pandeo no se
presenta porque haya irregularida-
des de alguna clase; el fenomeno
corresponde a condiciones perfec-
tamente ideales.

2. La carga de pandeo depende so-
lamente del modulo de elasticidad
y de las caracteristicas geométricas
de la seccion. No tiene que ver nada
con el esfuerzo que el material esta
soportando.
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En el cdlculo precedente ha existido
una simplificacion al partir de la ex- 2
presion Ely"' =M S
Porgue en ella se ha considerado P

que el radio de curvaturaes R
R& e

siendo que en verdad x

A 2
R= Lty ¥

1+y” )
pero argumentando que si se trata
de deflexiones pequefias y' es igual-
mente pequefia y entonces

2
[14+y" P38 =

Si se trabajara con laexpresion com-
pleta, la gréafica del comportamien-

Fig. 4

3. Por lo comentado en el punto 2
podria inclusive presentarse pandeo
en casos en los cuales el material es-
t4 sometido a esfuerzo de traccion
y no de compresioén, como seria el
caso que corresponde a un tubo se-
Ilado en sus extremos y sometido a
una presion interna p. (Fig. 4a).



Esta presion produce esfuerzos lon-
gitudinales de Traccion ¥7 los cua-
les se pueden hacer tan grandes co-
Mo para que sean mayores gue 10s
7 que produce la carga exterior.

2 El

P =
L2

(Fig. 4(b))

A pesar de esta circunstancia, es de-
cir, inclusive teniendo esfuerzos de
traccion y no de compresion la car-
ga de pandeo

2
m° El
Pi=

L? resultard inalterada.

LA COLUMNA CON
DESVIACION LATERAL
INICIAL

Consideremos ahora el caso de una
columna gue no es perfectamente
recta, sino que presenta una desvia-
cion lateral inicial vy, la cual para
simplificar las expresiones matema-
ticas vamos a suponer

yi =vosenTX-  (fig. 5 (a)) P
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Al aplicar la carga P, la columna
adoptara la posicion y de la fig. bb,
de tal manera que se pueda escribir:

El (y' —yi) =—Py L Ely" +Py =Ely{
yll +k2 y=ylll
, ™ ™ x
peroy’y =———yoSenT
Trz
Ly tkly = Yo Sennx
Hz

Para la solucién particular de esta
ecuacion diferencial ensayemos.

o
y =A Sen m
b e X
Y __H’ A sen \

y reemplazando en la ecuacion

diferencial:

2 2
—Fﬁy A se}%-F k? Asen\%=—%—,—yo s\g{,

H2
ﬁ&: LA= Yo = Y0
TS 1-k? H?
"2
. _P Yo Yo
como k ~El A= 1—PHZ oy P
El 2 Per

La solucion total de nuestra ecua-
cion diferencial sera

y=C, cos k x + C, senkx + 1V_OP ) sen ﬂ;
en ella para Per !
x=0 . -
=8} =
y para

_ y
x=H _
v=0 0=Cj,sen KH+ (- P 2;0

) Per,

y ahora si puede ser C2 =

Luego la solucion se limita a

= _Yo > . . .
Y 1—i>P sen—H— 6, Y max para X 2

cr

Yo
Y'—1_

cr
Expresion a la cual debemos agre-
gar los siguientes comentarios;

2
1. Hemos llamado  pe,=-T-EL
L2

Per oo — — — —

y en esta expresion efectivamente
es para esta carga para la cual Yy»>e
luego la carga de pandeo NO VA-
RIA POR EL HECHO DE QUE
HAYA IRREGULARIDAD TRANS-
VERSAL INICIAL.

2. Segun la magnitud de la carga P,
la deflexion lateral es igual a la ini-
cial multiplicada por un factor de
amplificacion.

3. Este factor de amplificacion es
valido tanto para las deflexiones la-
terales como para los momentos
que se presentan.

4. La representacion de la deforma-
cion lateral segln la magnitud de la
carga sera como en la fig. 6y si hu-
biésemos trabajado con una expre-
sibn mas completa que no desprecie
los valores de las primeras derivadas,
como se discutid anteriormente
(fig. 3b), obtendriamos para un ca-
so bastante real el comportamiento
de la fig. 7.

Fig.

De fig. 3b
Combinado
Real

Fig.7
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45, E| factor deamplificacion es prac-
ticamente igual al sugerido por la
norma del ACI, aunque la intencion
en este Ultimo caso no es propia-
mente la de tener en cuenta el efec-
to de irregularidad en la rectitud de
los elementos sino la deformaciéon
lateral producida por posibles mo-
mentos en los extremos que se tie-
nen en cuenta en el valor de Cm.

Sin embargo, como esta expresion
se aplica igualmente a los que se de-
nominan marcos no arriostrados en
la norma del ACI, o sea a aquellos
con posibilidad de desplazamiento
lateral, serd conveniente estudiar lo
qgue sucede basicamente en este ca-
SO.

EFECTOP - A PARA UNA
COLUMNA ELEMENTAL

Estudiemos el caso de la columna
empotrada en el extremo inferiory
libre en el superior y sometida a la
accion simultanea de una fuerza ho-
rizontal y de una carga P. (fig. 8a),
para comparar los resultados con lo
que sucederia si solamente actla la
fuerza horizontal comoen la fig. 8b.
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En la fig. 8a, |1 ecuacion de equili-

brio seré;

=—Py — Vx
Vx

Ely” Ely" +Py =Vx

y'tkty=-—
El

y la solucion de esta ecuacion dife-
rencial es:

Vx
y=C; cos Kx +C; sen kx —
k? El
O sea.
\
y =C; Cos kx+Cjy sen kx ———X
P

Condiciones de borde:

x=0 _
y=0 C, =0

\"
0=KCZ CoSKH— .'.C2=
P

x=H

y'=0
\Y ) V  sen Kx \%
e ——— = — —— X
KP Cos KH KP CosKH P
V _senKx
y=—" _x]
P k Cos KH

Deformacion maxima para X = H.
V _sen KH

Expresion en la cual para sorpresa

nuestra si

m
KH=— tag KH=> > oseal, >

2

pandeo lateral o condicion critica
para T

i B
esdecir /pP1H=_T
El 2

m El

Por =

4H?

Que ES LA MISMA CARGA CRI-
TICA QUE OBTENEMOS SI NO
ESTUVIERA PRESENTE LA
FUERZA HORIZONTAL

Como nos interesa comparar 10s re-
sultados obtenidos ahora, en el com-
portamiento de la estructura del ca-
so de la fig. 8b, recordemos que en
este caso;

A2_—.

V H?

3EI
0 sea que

A ( P
A, Per, Per

A; _ VH3EI tag KH _ ]
A, PV H? KH
s4, 3E tagKH_1]
A, TpH2® K H
El _ 4Pcr Ay — 12P
Pero : » luego = i
H T A, mvr
tag KH

.
Ahora bien, si recordamos que se
puede escribir:__

KH3 5 KHs 17 KR 7
tag KH = KH+ + +
e 3 15 315 T
g KH KH2 +2Kﬁ" 17 KA®
KH | 3 15 315

Y reemplazando en la expresion de
KH2 sSwen? o
Pcr L(i + 2KH+ 17 KH 4+ vee
P 3 15 315
Ay = 12 Per k2h2[, L 17KH

4 =2
4 L2KA
Ay WP -8B ]_ 105 5

Y se puede comprobar facilmente
que

12 Pecr
7 P

Luego
A _2KH? L 17KH
105

Al 12
A2 11'2

2142
KH? _

4,
Pero
k*n? =PH = TP
El 4 Per

Entonces

An = 1+2 g
2 105 16 Pcr
.'.—l—= 1+o.987——— X
A, Pery Per
P\ 2

Y aproximadamente
+(— +3:

Lo cual equivalea

Al 1
—= —5
.

Con lo cual hemos concluido que
con una pequefa aproximacion el
factor de incremento de los efectos
horizontales, por el hecho de que se
encuentren también presentes las
cargas verticales, o sea el efecto
P — A para este caso, tiene la misma
expresion encontrada para el caso
de la columna con desviacion lateral
inicial.



Sin embargo, seria interesante averi- ~ Asi _Mi =44 P VH? Per Expresion de la cual concluimos

guar cuél es el incremento de mo- M, VH3El Per—P que el incremento de momentos
mentos por este efecto, pues no ne- vuelve a ser aproximadamente igual
cgsariamente es igual al de deforma- Mi_ 4 PH? Per a -1_P_ pero no es exactamente
ciones. ™, 3E Pa—P P
igual a este valor, méaxime si se tiene
Para fuerza horizontal sola My _ g4 PA? Pos en cuenta que para llegar a esta ex-
M; =V H ™, T12Per Por—P presion se ha partido de que el mis-
Para el efecto combinado mo factor de amplificacién era vali-
do para las deformaciones siendo
M, =VH +PA, M- 0825 F que all{ existih ya una aproxima-
My _VHHPA gy P4 M2 Por P cion.
M, VH VH
' M, _ Pcr-0.1775 P_Per _ 0.1775P  En la fig. 9 se presentan las repre-
Pero A,:A2< ‘1?}: VH? M, Par P Por—P Per—P  sentaciones graficas de la relacion
‘——P— m, calculada "exactamente’’ y con
o 3! M 1 0.1775 ™,y
< 1P>= VH® /P > T:: 1—; * —1'7 la expresion 1 _considerada apro-
1= Per 3El &Pc,—-—P = Por ximada. -5, W
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