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Calculo del Factor de Efectividad Utilizando
Colocacion Ortogonal Sobre Elementos Finitos

Javier Fontalvo Alzate*- Luis M. Carballo Sudrez**

RESUMEN

En el presente documento se resuelve el problema del
calculo del factor de efectividad para la transferencia de
masa y calor con reaccién quimica en un pellet catalitico
utilizando una técnica adecuada especialmente para
niimeros de Thiele elevados en donde la solucion se restringe
a una pequefia zona muy cercana a la superficie. La técnica
aprovecha la rapidez de convergencia de la colocacién
ortogonal y la facilidad de ubicacién de elementos en zonas
en donde se presentan grandes gradientes del método para
las diferencias finitas. La eficiencia del método esta basada
en la utilizacion del método LU para la descomposicién de
matrices. Se muestran comparaciones con otros métodos
numéricos de solucién del problema.

INTRODUCCION

Si se considera la difusién de calor y masa dentro de un
pellet catalitico donde ocurre una reaccién, la descripcién
matemética de la situacién indica que corresponde a un
problema de doble valor de frontera no lineal, el cual es de
gran importancia para un ingeniero quimico porque, por
ejemplo, al describir el desempefio de un reactor quimico es
posible que tenga que resolver cientos o miles de veces este
problema.

Por experiencia se sabe que pequeifias variaciones en los
pardmetros que describen el sistema afectan dramaticamente
los resultados [3,4,9,12]. En un pellet en donde la difusién es
muy rapida (pequefios médulos de Thiele), la concentracién
de cada especie es muy cercana a sus valores de frontera en
todo el pellet. Como el médulo de Thiele se incremente, los
perfiles de concentracién se desarrollan en una capa cercana a
la superficie del pellet, y la concentracién en el interior del
pellet (hacia el centro del pellet desde la delgada capa
superficial) se encuentra en equilibrio quimico (por ejemplo es
cero para una reaccion irreversible).

Los métodos de colocacién ortogonal son utiles para resolver

problemas del factor de efectividad [5,11]. Por ejemplo para
pellets isotérmicos una solucién con dos puntos de colocacién
ortogonal permite una precision hasta el 1% en el calculo del
factor de efectividad. Es precisamente esta ventaja, de alta
precision, la que hace atractivo el método de colocacién
ortogonal. Finlayson [5] muestra como un incremento en el
nimero de puntos de colocacién de dos a cinco, causa un
descenso en el error de 100.000 veces.

Sin embargo cuando se tienen, por ejemplo, grandes valores
del médulo de Thiele el perfil de concentraciones a lo largo
del pellet presenta una pequefia zona sobre la superficie en
donde la concentracién crece abruptamente, mientras que en
el resto de la particula la concentracién es practicamente
constante. En este caso la colocacién ortogonal es inadecuada
pues se necesitarfa una gran cantidad de puntos de colocacién
(una cifra alrededor de 80) para que algtin punto de colocacién
se ubique en esta zona en donde la concentracién crece
abruptamente. Para este caso el método de las diferencias finitas
es ltil pues se puede tener una gran cantidad de elementos que
detectarian los cambios de concentracién muy cerca de la
superficie. Es para problemas de este tipo en donde el método
de colocacién ortogonal sobre elementos finitos tiene
importancia pues aprovecha las ventajas de exactitud que ofrece
el método de colocacién ortogonal y la habilidad de las
diferencias finitas de ubicar una malla de puntos donde es
necesario evaluar cambios, por ejemplo de concentracién.

En colocacion ortogonal sobre elementos finitos se divide
el dominio en subintervalos de diferente o igual longitud los
cuales se llaman “elementos finitos”. Una primera visién de
este método fue utilizada por Paterson y Cresswell [7], quienes
dividieron la longitud caracteristica adimensional del pellet en
dos zonas, en donde una de ellas se encontraba muy cerca de la
superficie del pellet presentando variaciones apreciables de
concentracién o temperatura.
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I. DEscripcioN DEL METoDO

Considerando la difusién y reaccién de especies dentro de
un pellet catalitico no-isotérmico, se llega a un sistema
gobernado por el siguiente conjunto de ecuaciones (donde si
a=1 el pellet es una placa plana, si a=2 es un cilindro y s{ a=3
es una esfera):

2
4 A e
dx x dx

con condiciones de frontera

O<x<l (D

% (0)=0, - % ) =Bimlc)-1] @

T(x)=—B8[l-c®)]-Bex)+Bc+1 B

La dltima ecuacién resulta de un acoplamiento de las
ecuaciones de balance de masa (ec. 1) y de balance de energia
para el pellet [1].

Para empezar a describir el método, se divide el dominio
x (0<x<1) de 1a forma en que se muestra en la figura 1. Dentro
de cada elemento se aplica el procedimiento usual de colocacién
ortogonal [5,11] y se evalia el residuo en los puntos de
colocacién interna. Si se tiene NE elementos y NCOL puntos
de colocacién interna entonces se tienen NE x NCOL
condiciones residuales. Entre los elementos se tiene que el flujo
de masa que sale de un elemento y entra a otro elemento es
igual; es decir, que se pueden igualar las primeras derivadas de
concentracién de cada elemento en el punto de unién (frontera
de los elementos).

Se define una variable adimensional u para el k-ésimo
elemento:

X=X,

u= para 0<x<ly h =x,-X (4

k
asi que la variable u va desde cero hasta uno en el elemento
k. Los puntos de colocacién interiores en cada elemento son
las raices del polinomio de Legendre P (u)=0 (0 <u <1).

La ecuacién (1) se puede modificar para obtener en términos
de la variable u:
2 —_—
de_g a_liii£=¢2f(c,T) (5)
h; du®  x,+uh h, du

y las condiciones de frontera

Lde =0, L4 Bimfcy-1] ©

h, du hy; du

1331
1

La figura 1 ilustra el sistema de numeracidn global “i” y el
sistema de numeracién local “I” en un elemento. Se entiende
asi que c, es la concentracién en el i-ésimo punto de acuerdo a
la numeracién global y c, es la concentracién en el I-€simo
punto de acuerdo a la numeracién local. Estos sistemas estdn
relacionados por:

i=(k~-D(NCOL+1)+1

X, =x, +uh,

(N

Condicién de Trontera de Condicién de
Frontera Elementos b Fronter

78 910

x=0 x; X3 Xa Xi Xiet Xl

NCOL- Puntos de colocacitn interior para el elemento k

I |
I hd A 1

1=1 2 3 NP=NCOL+2
u=0 0.21132... 0.78868... 1.0

(b)

Figura 1. Puntos de colocacién sobre elementos finitos. (a) Sistema de
“i”. (b) Sistema de numeracién Local “I”.

numeracion global “i
Aplicando colocacién ortogonal a la ecuacién (5) sobre el
elemento k, se obtiene:

1 ¥ a-11%¥ 2
F219,,C,+7-7L—2A,,c,=q> f.T) ; 1=2.,NP-1 (8)

% J=1 i % J=1

Donde las matrices B y A son las aproximaciones a la
segunda y primera derivada y son dados en detalle en la tabla
4.4 de la referencia [5]. Los puntos I=2,...,NP-1 representan
los puntos de colocacién interior. La continuidad de flujo entre
los elementos requiere:

1 NP
= _ZA],JCJ 9

1 NP
P Z Awp sy B, =

b, 73

elemento k-1 elemento k

En la ecuacién anterior se supone que el material es
homogéneo en sus caracteristicas de tal forma que la difusividad
efectiva en un elemento y otro es igual. Para lograr que se
cumplan las condiciones de frontera la ecuacién (2) se
transforma en:

1 NP
EZAI,JCJ =0 (10)
7=l

elemento |
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1 NP
——Y Ay,C, = Bim(c,, —1) (1)

hNE J= elemento NE

Las ecuaciones anteriores son ensambladas desde el punto de
vista global de tal forma que cada cI del elemento k tiene su
respectivo ci.

A. SISTEMA DE FINAL DE ECUACIONES

El conjunto de ecuaciones (8-11) crea un sistema matricial
que puede ser escrito como:
MC=F(C) 12)
Donde C es el vector que contiene los valores desconocidos

de composicion dentro del pellet en los puntos de colocacién
interior y en los puntos finales de los elementos.

La matriz M tiene una estructura de bloques diagonal como
se muestra en la figura 2, con una superposicién de un elemento
entre los bloques adyacentes y el vector F con la distribucién
mostrada en la misma figura.

Para los célculos, los elementos de los bloques sobre la
diagonal de la matriz M se almacenan en un arreglo
tridimensional S(1,Jk).

Figura 2. Estructura de la matriz para colocacién ortogonal sobre elementos
finitos. Las zonas més oscuras surgen de las condiciones de frontera (Ecs.
10 y 11), las zonas achuladas surgen de las ecuaciones de continuidad de
flujo de masa entre los elementos (Ec. 9) y las zonas claras surgen de las
ecuaciones de los puntos de colocacién interior.

ConLJ=1,...NCOL+2, y, k=1,...,NE. Los elementos de S y
F estdn dados por las siguientes relaciones:

k=1,1=1 (Condicion de Frontera)
SU,Ih=4, ;J=1..,NCOL+2

F()=0

k=1->NE-1, I =NCOL+2 (Continuidad de la derivada)

Avornss 4 =1...NCOL+1

J=NCOL+2

i
NCOL+2.J _} Ay
Yt

S(NCOL+2,J,k)=[

k=2 NE,J=1 (Continuidad de la derivada)
S(NCOL+2,NCOL+2,k-1), J=1

S(LJ, kY=< h

k=L Au

J=2,..,NCOL+2
hy

F(NCOL+D)(k-D+1)=0

k=NE, I=NCOL+2 (Condicion de frontera)
S(NCOL+2,J,NE)=Aycoriay + Bimhybycorn; 34 =1, NCOL+2
F((NCOL+1)NE +1) = Bim hy,

k=1-NE, 1=2,.,NCOL+1 (residual)
L SUIK) =B, +—2"1 _p2a,, J=1,.,NCOL+2
Tox tugh, |

F(NCOL+1)(k=1)+1)=h}¢* f(c(NCOL+ 1)k -1)+J),T)
donde 8” es el delta de Kronecker {12].
B. SOLUCION ITERATIVA DEL SISTEMA

El sistema representado por la ecuacién (12) se resuelve
por un método iterativo por sustitucién sucesiva (donderes la
r-ésima iteracién).

MC™'=F(C") (13)

La matriz M se invierte utilizando una descomposicién LU
(Lower-Upper) descrita en detalle en la referencia [5] y, puesto
que la matriz M no depende de la solucién en cada iteracion, se
realiza solo al comienzo del proceso de cdlculo. La
descomposicién LU utiliza el patrén de ceros de 1a matriz como
la mostrada en la figura 2. Estas matrices son llamadas dispersas.
Por ejemplo un método de diferencias finitas puede producir
una matriz de 1.000 x 1.000 con 10° elementos. Solamente cerca
de 3.000 de estos elementos son diferentes a cero. Sin embargo,
el trabajo para resolver este sistema sin utilizar la ventaja que
prestan los ceros tomaria 3 x 10° multiplicaciones. Si por ejemplo,
con una computadora muy rdpida una multiplicacién implica 10
¢ segundos entonces el total de la operacién involucra un tiempo
total de 5 minutos. Si el patrén de ceros es tomado en cuenta
(descomposicién LU) el sistema puede ser resuelto con 5.000
multiplicaciones, es decir, una reduccién de 60.000 veces.

La teoria de iteracion (11) establece que el método converge
si se cumple que:
1o
P=(h,, f|M| LA (14)
acl, .

Puesto que la norma de la matriz inversa de M es funcién
de h, si of/dc tiene un maximo, se puede hacer que P <1
escogiendo un valor lo suficientemente pequefio de h (ver ec.
4).

Existen casos en los cuales el valor de df/dc es muy grande
y es necesario tomar valores de h excesivamente pequeiios,
por lo tanto en estos casos es necesario aplicar un método de
solucién de Newton-Raphson, como se muestra a continuacién:

J(Cr+l_cr)=_G(Cr) (15)
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El bloque diagonal del sistema algebraico conduce a un
bloque diagonal Jacobiano J que requiere una descomposicién
dentro de cada iteracion.

I1. EXPERIENCIA NUMERICA

Se aplicé el método de colocacién ortogonal a dos
problemas, para una reaccién de primer orden no isotérmica,
sin contar con la resistencia a la transferencia externa de masa
y calor, y para una reaccién del tipo Langmuir-Hinshelwood
no isotérmica considerando la resistencia externa a la
transferencia de masa y calor.

A. PRIMER CASO

Se resolvi6 el problema para una reaccién de primer orden
en un pellet esférico, cuando el Bim - oo asi que en la frontera
c(1)=1, la reaccién es:

f(e,T)=c exply(l—1/T)]
T=1+B-fc

Laecuacién (16) corresponde a una reaccién de primer orden

(16)

irreversible, no-isotérmica en un pellet esférico. Los valores
de los pardmetros utilizados son ¢=0,5 y=18 B=0,3 (se usan
estos datos porque a partir de ellos se pueden encontrar
resultados comparativos con otros métodos como el de
diferencias finitas, con el fin de mostrar la veracidad del método
de colocacién ortogonal sobre elementos finitos), estos valores
conducen a un valor tdnico del factor de efectividad de
1=1,08644287348887, lo cual estd completamente de acuerdo
con la referencia [4]. Los perfiles de concentracién y
temperatura se muestra en la figura 3. El valor inicial utilizado
en todas las iteraciones es de ¢(x)=1 y el mimero de puntos de
colocacién internos utilizado es de 4 (NCOL=4).
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Figura 3. Perfiles de Concentracién (linea inferior) y temperatura (linea
superior) para el caso de estudio 1.

En la figura 4 se indica como deben ubicarse los elementos
finitos para que la precisién en el cdlculo del factor de
efectividad aumente desde 10 hasta un valor de 10*.

0 05 0.625 0.75 0.625 |
NE t t t { |
2 * * *
5 * * * % * *

Figura 4. Localizacién de los elementos para el primer caso de estudio, los
asteriscos indican los puntos finales de los elementos.

En la figura 5 se muestra como el niimero de puntos de
colocacién interior afecta la precisién en el calculo del factor
de efectividad para diferentes procedimientos de solucién
[5]. Se puede ver como en el método de colocacién ortogonal
corriente [11], solo con un punto de colocacién se tiene un
error menor que el obtenido por 10 diferencias finitas. Con
la diferencia que para la colocacién ortogonal se puede
utilizar una calculadora manual, mientras que para las
diferencias finitas es necesario un equipo programable.

La colocacién ortogonal es mds adecuada, para el primer
caso de estudio, que la colocacién ortogonal sobre elementos
finitos. Esto se debe a que el perfil de concentraciones no
presenta un cambio brusco con la distancia adimensional
(ver fig.3). En la figura se muestra el tiempo de computo
consumido por diferentes métodos de cdlculo vs el error en
el flux encontrado para la superficie (dc/dx en x=1) por
diferentes métodos numéricos.
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Figura 5. Error en el célculo del flux en la superficie del pellet por tres
diferentes métodos de célculo del factor de efectividad. Para el caso de
estudio 1.
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Figura 6. Error en el flux en la superficie del pellet como una funcién del
tiempo de computo (Ref. [5]).

B. SEcunDO caso

Se considera un problema con una reaccién del tipo
Langmuir-Hinshelwood, considerando el cambio con la
temperatura de la constante de adsorcion ¥,,. La reaccién
considerada es:

cexplyd-1/T))1+0)?
(1+0 cexply,, (1-1/T))

fe,T)=
)

0.02%

¥ =20
0.02F  Yag=.035

s
s ¢ =

S =20
&

Eooisl %= 30
s 8 =002
:§ Bim=250
B o0t Bih=5

=

-1

(%)

=

o

Q

0.005

0
0.997 0.9975 0.998 0.9985 0.960 0.9995 1

Ubicacidn adimensional

Figura 7. Perfil de concentracién para una reaccion del tipo descrito por la
ecuacién 17.

Este caso es interesante desde el punto de vista numérico
dadas las dificultades que presenta. En este sistema el esquema
de iteracién dado por la ecuacién 13 no converge, debido a los
grandés valores de la derivada de la expresion cinética (ver ec.
17 y Criterio de la ec. 14). El esquema de iteraci6n utiliz6 como
valores iniciales de concentracién c(x)=0y c(x)=1. Se encontr6
una solucién exacta con un error en el factor de efectividad de
10%, correspondiente a cuatro puntos de colocacién interna
(NCOL) y 29 elementos finitos (NE). El valor obtenido es de
N=1,8326118921074 para un médulo de Thiele de 20 y los
parametros indicados en la figura 7.

El método como respuesta a una matriz de tipo no lineal
tiene miiltiples soluciones dependiendo de la forma en la que
se encuentran éstas, se puede hacer que la matriz diverja para
las soluciones ya encontradas 6 si la matriz se resuelve por
Newton-Raphson depende de los valores iniciales. El método
implementado se autocontrola para que el error sea mds bajo,
es decir, que él escoge la mejor solucién para disminuir el error
(malla adaptiva).

La figura 7 muestra que el perfil de concentraciones en todo
el pellet es practicamente cero desde el centro hasta muy cerca
de la superficie en un intervalo 0<x<0,9994. Es decir que la
concentracién aumenta repentinamente en un intervalo de
0,0006. Estos cambios bruscos de concentracién hacen que
métodos como las diferencias finitas no logren el nivel de
exactitud que se encuentra con la colocacién ortogonal sobre
elementos finitos y procedimientos como la colocacién
ortogonal requiere un nimero muy grande de puntos de
colocacidn (mayor a 120) para alcanzar un nivel de error bajo.

En las figuras 8 y 9 se presenta adicionalmente el perfil de
temperatura y la grafica del factor de efectividad vs el médulo
de Thiele para la reaccién descrita por la ec. 17.

1.9779

19778 ¢

N

19778 | 1

¥ =20

19778 [ .
Yad=.0.35
19177 b ]
=20
191761

o =30
B =0.02
Bim=250
19775 | Bih=5

19774 | \

19714
0997 0.9975 0.998

19776 [

1.9776 |

Temperatura adimensional

\

0.998S 0.938 0.9995 1

Ubicacién adimensional

Figura 8. Perfil de temperatura para una reaccién del tipo descrito por la
ecuacién 17.
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¥=20
Yad=-0.35
=20 ’
0 =30 ~\
8 =0.02
Bim=250 s
Bih=5 \

Factor de Efectividad,y
o

Modulo de thiele,$

Figura 9. Factor de Efectividad vs mddulo de Thiele para una reaccion del
tipo descrito por la ecuacién 17. Con =20, v,;=-0,35, $=20, 6=3, 0,
$=0,02, Bim=250, Bih=>5.

CONCLUSIONES

Se desarrollo la descripcién del método de colocacién
ortogonal sobre elementos finitos. La descomposicién LU es
un método eficiente de solucién de matrices, con bloques en la
diagonal (fig 2). Cuando el método de sustitucion sucesiva no
converge puede ser reemplazado por el algoritmo de Newton-
Raphson exitosamente. El método genera una solucidn de gran
exactitud en cortos tiempos de cémputo. Para problemas con
médulos de Thiele pequefios el método de colocacién ortogonal
sobre elementos finitos es mas eficiente que el método de
diferencias finitas y menos eficiente que la colocacién
ortogonal. Para problemas de factor de efectividad donde
existen marcados gradientes de concentracién dentro del pellet
el método de colocacién ortogonal es inadecuado, mientras que
la colocacién ortogonal sobre elementos finitos se desempefia
muy bien y mejor que las diferencias finitas.

NOMENCLATURA

Concentracién adimensional

Ubicacién adimensional

Parametro de forma

Moédulo de Thiele

Calor de reaccién adimensional
Bim/Bih
Numero de Arrhenius

Factor de efectividad

Calor de Absorcién adimensional
(constante de Adsorcién)x (Concentracion exterior
del pellet)
Velocidad de reaccién adimensional
Nimero de Biot de masa

Numero de Biot de calor
NE: Numero de elementos finitos

NCOL: Numero de puntos de colocacién interna
NP: NCOL+2

AR IR e R #0

A: Matriz para la primera derivada para la colocacién
ortogonal
B: Matriz para la segunda derivada para la colocacién
ortogonal
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