Una basqueda de ‘Direcciones factibles’ para la
solucion de problemas de programacion lineal

A ‘feasible direction’ search for Lineal Programming problem solving

RESUMEN

El estudio presenta un enfoque para resohver problemas de programa-
adn lineal sin el uso de vaniables artificiales. 5e emplea la pareja dual; un
problema lineal de minimizacion (principal) en la forma estandar y un
problema fineal de maximizacion asociado {dual). Inicialmente, el progra-
ma dual (o w programa dual parcial) se resuelve por medio de una bis-
queda de “direcciones factibles”, donde las condiciones de Karush-Kuhn
Tucker ayudan, primero, a verificar su optimalidad y, después, su factiblidad.
La bisqueda de “direcciones factibles™ explota las caracteristicas del
paliedra (o poftope) convexo formado por las restricciones del programa
dual para hallar un punto inicial y luego sigue segmentos de rectas cuyas
direcciones se encuentran en subespacios afines definides por los
hiperplanos de frontera de las caras poliédricas, para hallar los puntos
siguientes hasta el (o un) punto Gptima.

Luega, las restricciones duales restantes no satisfechas en aqued punto
dual dptima, si hay alguna, se manejan como variables no basicas del
programa principal, que se resuelve por la misma blsqueda de "direccio-
nes factibles”.
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de Karush—Kuhn—Tucker

The study presents an approach to solve linear programming problems
with no artificial variabes. A primal inear minimization problem in stan-
dard form and its associated dual linear maximization problem are used,
Initially, the dual [or a partial dual) program is sobed by a “feasible
direction" search, where the Karush—Kuhn—Tucker conditions help to verify
its optimality and then its feasibility. The “feasible direction” search exploits
the characteristics of the convex polyhedron (or polytope) formed by the
dual program constraints to find a starting point and then follows line
seqgments, whose directions are found in affine subspaces defined by
boundary hyperplanes of polyhedral faces, to find next points up to the
{an) optimal one,

Then, the remaining dual constraints not satisfied at that optimal dual
point, if there are any, are handled as nonbasic variables of the primal
pragram, which is 1o be solved by such “feasible direction” search.
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Usa BOSQUEDA DE ‘DIRECCIONES FACTIBUES™ PARA LA SDUUCION DE PROBLEMAS DE PROGRAMACION LIMEAL

a bisqueda se disena para conseguir los siguien-
tes objetivos:

a. Mo se usan variables artificiales como en el método
simplex en la Fase |, pero se emplea el programa
dual para hallar un conjunto inicial de vectores inde-
pendientes (filas de restricciones activas del progra-
ma dual) en el punto de iniciacién, que ya es una
base para el programa dual o un conjunto que pue-
de aumentarse para llegar a ser una base al adicio-
narle mas vectores (filas de restricciones activas del
programa dual) que se encuentran en las siguientes
iteraciones de la busqueda.

b. Tener en cuenta las relaciones que se dan en
optimalidad de una pareja de programas lineales
duales puesto que se aplican para establecer la
factibilidad del programa principal al hallar primero
la optimalidad del programa dual.

c. Usar los criterios de Karush—Kuhn—Tucker para ve-
rificar la optimalidad del programa dual.

d. Sacar ventaja del hecho de que las proyecciones
ortogonales, tanto el gradiente de la funcion objeti-
vo lineal del dual y el gradiente del negativo de la
funcién objetivo lineal del principal, sobre subes-
pacios afines definidos por hiperplanos de frontera
de las caras poliédricas de los programas respecti-
vos, apuntan hacia aquellas caras poliédricas en don-
de estos programas lineales alcanzan sus soluciones
optimas, cuando ambos son factibles.

En este articulo se presentan, primero, la forma
estandar de dualidad, alguna geometria de los progra-
mas duales y los criterios de optimalidad de los proble-
mas de programacion lineal para la pareja de progra-
mas duales indicada en la forma estandar de dualidad.
En seguida, se presenta una descripcion general de la
bisqueda en el espacio R™, donde sus caracteristicas
principales se usan para establecer la correccién de sus
pasos légicos. Estas caracteristicas incluyen el rango
{menor que o igual a m la dimensién del espacio) de una
matriz de un conjunto de restricciones activas del pro-
grama dual en un punto dual, la proyeccion (nula o no)
del gradiente de la funcién objetivo lineal sobre un
subespacio afin para establecer un vector direccidn (ifac-
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tible?), la longitud de paso (finita o ne) siguiendo una
recta (o semirrecta), la aplicacién de los criterios de
Karush-Kuhn-Tucker para la optimalidad y la factibilidad
del programa dual y su no factibilidad por medio de la
solucién del programa principal en el espacio R, si ello
es necesario,

Se asume que el lector esta familiarizado con los
conceptos de caracteristicas poliédricas, subespacios
afines y su representacién, proyeccién ortogonal de un
vector sobre un subespacio lineal y el procedimiento
de Gram-Schmidt, los criterios de optimalidad de
Karush—-Kuhn-Tucker y la teoria de dualidad de la pro-
gramacion lineal.

En seguida, se indica la pareja de programas lineales
duales que la busqueda intenta resolver y, brevemente,
alguna geometria de los programas duales, asi como los
conceptos de un método de direcciones factibles y los
criterios de optimalidad de Karush-Kuhn-Tucker para
los programas de programacion lineal.

5 " i
| LIME

2.1 La forma estandar de dualidad
(Bazaraa et af., 1990)

El programa principal en la forma estindar. Hallar x &
R'tal que A'x = b, x = 0, y minimice z = ¢"x.

El dual asociado. Hallar u 1 R™ tal que ATu £ c y
maximice v = b u, donde A es una matriz real mxn fija
dada y b y ¢ son vectores fijos dados en R™ y R", respec-
tivamente,

Por convencian, los valores de las dimensiones n y
m se tomarin tal que n = m, donde n es el nimero de
variables no negativas del programa principal (o el nd-
mero de restricciones de desigualdad menor que o igual
del programa dual) y m es el nimero de las ecuaciones
lineales del programa principal (o el nimero de varia-
bles no restringidas del programa dual).

Sean los conjuntos de indices M = {1.2,....m} y N
= {1.2,..., n}. Sean a € R" |a i*™ fila de la matriz A,
para i M, y ae R™ la ™ columna de la matriz A, para
jeN. Para|cM, la submatriz A = {a :i=1} y para JcN,
la submatriz &' = {a' : je |}. A7 es la matriz transpuesta




de la matriz Al. La matriz de un subespacio afin § en R"
se escribira como ;‘H y el sistema de ecuaciones lineales
que lo define, en forma condensada, para J=M. por A x
= I:J. r es el rango de la matriz ‘ﬁ‘; i.e., suponga que
rango (A) = rango (A, b) =r.

2.2 Alguna geometria de los
programas lineales

a. Elconjunto de todas las soluciones factibles del pro-
grama dual se denotara por 5 y se representara por
{usR™ : A" u = c}. § es un poliedro o poliytopo
convexo, o simplemente un poliedro, en el espacio
vectorial R™,

b. Sea alguna recta L, en R™ definida por el conjunto
{uft) eR™ uit) = u® + dt, te R} paraalgin u®, d €
R™, d # 0, donde te R es un parametro y d es el
vector direccion de la recta.

¢. Un poliedro § en R™ puede contener rectas. Sea u(t)
el u(tjeS paratodote Rsiysélosiu’e Sy ATd =
0. 5i § contiene una recta, se dice que S es remo (o
no puntiagudo). Un poliedro S no contiene rectas si
y s6lo si el rango(AT) = m,

d. Sea S un conjunto convexo. u“e 5 se llama un punto
extremo de 5, siu® = ow' + (|-o)u?, conu'u? €5,
O=w<|, entonces u® = u' = u’. Equivalentemente,
u’e R™ es un punto extremo del poliedro 5 = {us R™
AT u<c} siysolosi ATu® scy AT u® = ¢ paraalgin
conjunto indice JCN con rango(Al") = m. Los
poliedros romos (no puntiagudos) no tienen puntos
extremos. Un poliedro 5 es puntiagudo, si 5 tiene

por lo menos un punto extremo.

e. Dado el poliedro § = {ueR™ AT uszc}, el
subconjunto F de S definido por a™u = ¢, jeJcNy
a"u < ¢, jeN~]se llama la cara F asociada con |. El
conjunto § = {u: @"u = ¢, je]} es un subespacio
afinen R™. Lacara FJ es la interseccidn del subespacio
afin 5, con el conjunto abierto {u:a"u < ¢, je N~}
El sistema de ecuaciones lineales que define el
subespacio afin 5, es, en forma condensada, ATy =
c. Sires el rango de la matriz A", i. e., rango(A) =
ra.ngo{NT,cj} = r, la dimension del subespacio afin Sr
esm-r.Elordend delacaraF eselvalorm-r.Una
cara de orden 0 es un vértice de 5. Una cara de
orden | es una arista { o borde) de 5. Dos vértices
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de 5 son adyacentes si ellos estan contenidos en una
aristade S

Una condicion necesaria para la existencia de vérti-
ces es que el nimero de semiespacios definidores
del poliedro 5 en R™ sea a lo menos igual a m, es
decir, n = m. Inversamente, si la condicién anterior
se satisface, todo subespacio afin 5, para el cual el
sistema A u = ¢, tenga rango(A) = rango (A".c)
= m, tiene una solucién Unica; y si esta solucion sa-
tisface {u:a"u < ¢, je N~} ella representa un ver-
tice del poliedro 5. Ver el punto d. Hay una identi-
dad entre |os vértices acabados de definir y los pun-
tos extremos definidos en d.

f. El conjunto de todas las soluciones factibles del pro-
grama principal es el poliedro convexo (o politopo)
P={xeR" Ax =b, x=0}.

g. Sedefinen los conjuntos de indicesL = {i:b"a =0,
iesNLE={i:b"a =0,iesN},yG={i:b"a <0,
ie N}, y los poliedros convexos §, = {ueR™:a"u
=c,iel},yS, = {ueR":a"u=c, ieG}. Los
poliedros convexos 5 ¥ 5, cuya interseccién § 75,
es el poliedro (o politopo) 5 de todas las soluciones
factibles del programa dual, pueden ser dtiles en ayu-
dar a entender la bisqueda.

2.3 Criterios de optimalidad de los
problemas de programacion lineal

Las condiciones de optimalidad de Karush-Kuhn-Tucker
(Mangasarian, | 969, Bazaraa et al., 1990) se indican en
el enunciado siguiente:

“Una condicion necesaria y suficiente para que u®
R™ sea un punto optimo del programa dual: Maximice v
= b"u sujetoa u R™, AT u c es que exista un vector x” R"
tal que

|. AT-u" < ¢ (factibilidad del dual)
2. A x" = b, x" 2 0 (factibilidad del principal)
3. %" (c- AT u”) = 0 (holgura complementaria)”.

Ademas las relaciones de la pareja de programas
duales, cuando ambos tienen soluciones éptimas
(Simonnard, |966; Bazaraa et al., 1990):

“Para una solucién 6ptima con una base B, haciendo
u* = ¢, B, se tiene otra vez las condiciones de
optimalidad del principal z —¢ = u'ad —c<O paraj =
1,2,....n, es decir, u* es una solucion factible del dual,
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Ademas, el valor ptimo de la funcién objetive de prin-
cipal z* es igual a ¢, B'b = u*b = v*, y asi la solucién
u® = ¢ B es optima para el problema dual”. En gene-
ral, la "optimalidad (factibilidad) del programa dual es
equivalente a la factibilidad (optimalidad) del programa
principal”.

El gradiente b de la funcién objetivo lineal del pro-
grama dual es el vector de ascenso més empinado, pero
&l puede conducir a puntos no factibles. La proyeccién
ortogonal del gradiente de la funcién objetive lineal so-
bre un subespacio afin es el vector Gnico mas cercano
al vector b de la funcién objetivo lineal.

El procedimiento de Gram-Schmidt (Banchoff et
al., 1990} se usa para construir sistemas crtonormales
de vectores para proyectar el gradiente de la funcién
objetivo lineal sobre un subespacio afin.

2.4 Metodo de direcciones factibles
(Zoutendijk, 1976)

Dado un punto factible u* €5, un vector d* es una direc-
cién factible en u*, si hay un § = g tal que u* 4 td* €5,
para todos los t tales que 0 <t < §. El método de direc-
ciones factibles realiza pasos dentro de la region facti-
ble S del programa dual de la forma u**'= u* + d't,
donde d* es un vector direccion y t, es un nimero real
no negativo. El nimero t, se éscoge para que maximice
la funcién objetivo lineal v = b" u con las restricciones
que el punto u*''y el segmento de recta que une u* y
u**! sean factibles. Cada iteracion es la composicion de
la seleccion de una direccién factible d* y una longitud
de paso t, sobre el segmento de recta {u:u = u* + td",
0=t= 5}

La bisgueda es un algoritmo que tiene un Paso de
Inicializacion y un Paso Principal que combina, en
una primera parte, un Subpaso de Optimalidad del
Dual y, en una segunda parte, un Subpaso de
Factibilidad del Dual para tratar de solucionar el pro-
grama dual, y después tiene, en una tercera parte, el
Paso de Optimalidad del Principal para resolver el
programa principal, si se necesita.

3.1 Paso de Inicializacién

Si el conjunto indice L—E es vacio, el programa dual no
tiene solucion; de otra manera, cuando el conjunto in-
dice L—E no es vacio, la bisqueda usa un método de
direcciones factibles para hallar un punto de iniciacién
u' sobre la frontera del poliedro S (o posiblemente S)
El conjunto indice de filas del dual | permite a la bus-
queda establecer un sistema de restricciones activas del
dualenu'ru = <, Las filas independientes en la matriz
AT forman un conjunto inicial de vectores independien-
tes, el cual es ya una base para el programa dual o pue-
de extenderse a ser una base.

3.2 Paso Principal

El Paso Principal se usa para hallar un punto nueve
u**!' en cada iteracién k (= 1) de la busqueda, Dado un
punto u* sobre la frontera del poliedro S_ (o posible-
mente 5), la blsqueda usa un método de direcciones
factibles para encontrar un punto nueve u**' también
sobre la frontera del poliedre 5 (o posiblemente 5). De
esta manera, una sucesion de puntos sobre |a frontera
del poliedro 5 (o posiblemente S) se construye al apli-
car iterativamnete el paso: u**' = u* + d*t . El con-
junto indice de filas del dual |, permite a la bdsqueda
establecer un sistema de restricciones activas del dual
en uA% -y = ¢, . Las filas independientes en cada ma-
triz A% forman tn conjunto de vectores independien-
tes el cual es ya una base para el programa dual o puede
ampliarse a ser una base. El rango de la matriz A*' esr.
Cada iteracién del Paso Principal busca incrementar r
hasta m, la dimension del espacio solucién del progra-
ma dual,

Para el vector direccion (ifactible?) d*, cuando el con-
junto de vectores independientes se va a ampliar a una
base, es decir, cuando r < m, la bisqueda halla los

vectores (solucién) V' eR™, para i =Q(k)

={r+I,r+2,..m} (para | =r=m-1), en la repre-

sentacion del subespacio afin SII= = {ueh" Ay =

r.h‘}, ¥ los usa para computar |a proyeccion Pb«'s del

vector b sobre el subespacio afin SJ{ L’
Sila proyeccion P'*s del vector b sobre el subespacio

]
afin SJ no es nula, es decir P, #0,labuisquedaadopta
k 5
ke
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el vector direccion (ifactible 7) d* = P“s . ¥ luego halla
I

lalongitudde paso t__ alolargodelarectal, = {u

eR™:u = u*+ t, t= R} para alcanzar el punto nueve

ut*! cuando t < == El conjunto indice de filas del
dual ], permite a la bisqueda establecer el siguiente
sisterma de restricciones activas del dual en u**'. De otra
manera, cuando t_
solucion.

. = == el programa dual no tiene

Si la proyeccién P""s del vector b sobre el

ke
subespacio afin Sjk es nula, es decir, F'ﬁs =0, la bisque-
I
da usa los vectores (solucion) V' e R, parai e Q(k), coma
direcciones (ifactibles ?) d*, y luego halla las longitudes
depasot . S5ir < myno hay ningin otro V' que se
pueda usar, afade restricciones auxiliares de desigual-
dad del dual | - u < €, con ¢ = u¥, activadas a las restric-
ciones del dual activas A% - u = ¢, . para obtener el
k

« Con

C
‘ﬁlkTi| Jk
s

sistermna de r+m ecuacionas { I "

AkT AT Clk
Lok o I rango( ]

Cuando r = m (el conjunto de vectores indepen-
dientes en A*' es una base para el programa dual), la
bisqueda verifica si un punto u* es o no un punto &pti-
ma del programa dual usando el Subpaso de
Optimalidad del Dual y, en seguida, también verifica
si un punte dual ptimo u* es o no una solucidn factible
del programa dual usando el Subpaso de Factibilidad
del Dual. En ambos subpasos se aplican las condicio-
nes de Karush—Kuhn-Tucker. 5i el punte dual éptime u®
no es una solucién factible dual, va al Paso de
Optimalidad del Principal para verificar |a factibilidad
del programa dual usande el programa principal.

u

=r=m,

3.3 Paso de Optimalidad del Principal

Este s el Paso Principal de la bisqueda especializado
para hallar soluciones factibles del programa principal,
en el espacio R", empezando por la base factible del
principal A" asociada con el punto Sptimo u* del pro-
grama dual, esto es, para identificar un conjunto de so-
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luciones factibles del programa principal tal que si el
conjunto de valores correspondientes de la funcidn
objetivo z = ™ x no es acotado inferiormente, enton-
ces el programa dual no tiene scluciones factibles. En
este paso, la dimensién de cualquier base del programa
principal se mantiene en rXr, con r <m Yy, de esta mane-
ra, los detalles de cualquier iteracion de la bisqueda
son similares a los del algoritmo simplex de Dantzig
{Dantzig, 1963) cuando solamente se considera una va-
riable no basica en una operacién de pivote. Una alter-
nativa es permitir que la bisqueda aumente la dimen-
sion de la base rxr en cada iteracién hasta el rango

A A b
[_J - mngo{[_l], LJ} =r = n, la dimensién del es-

pacio solucién del programa principal.
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5e ha disenado un algoritmo nuevo para resolver PPL
mediante una pareja de programas duales, pero conun
enfoque diferente del propuesto por el algoritmo
simplex,
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