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RESUMEN. Para analizar series cronoldgicas se pueden utilizar dos tipos de modelos de
estados. En este articulo se presentan algunas caracteristicas de cada uno, se advierte
sobre el uso incorrecto en el empleo de sus hipétesis en la deduccién del Filtro de Kalman
Y se resaltan sus analogias y diferencias.

ABSTRACT. For analyzing time series data it can be utilized two types of state-space
models. In this paper, some features of each one are presented, the misuse of their
hypothesis in deducting the Kalman Filter is warned and their analogies and differences
are stressed.

1. INTRODUCCION

Sea {Y;} un proceso estocastico vectorial discreto del cual proviene uma serie
cronoldgica observada. En la actualidad se utilizan basicamente dos tipos de modelos
de estados para describir la dindmica del proceso {Y¥;}. Estos son:

“Modelo de tipo 17 (MT1)

Y= Geayt e }t=12.

ay = Tyoy_ 1+ wy
“Modelo de tipo 2” (MT2)

Yi=Zion+ &
1 =0,1,-..
a1 = Thar + wy

En ambos modelos, a;, ¢ y w; son vectores, Z; y T; matrices y se entiende que
sus dimensiones son consistentes para los productos indicados. Ademas o; se llama
el vector de estado (no observable), T; la matriz de transicién y Z; la matriz de
observacién. La primera ecuacién es la ecuacién de observacién y la segunda, la

ecuacion del sistema (o de estado).
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El MT1 es analizado de manera extensa, entre otros, por Harvey (1989), West y
Harrison (1989) y Catlin (1989), y el MT2 es la base en los trabajos de Anderson
y Moore (1979), Kohn and Ansley (1983) y Aoki (1990), entre otros.

Harvey (1989) hace algunas referencias al MT2, pero basicamente para indicar la
forma de las ecuaciones del Filtro de Kalman (FK) en ese caso y una posible ventaja
sobre el MT1 para eliminar correlacién (contemporanea) entre los vectores aleatorios
€ y wy. Por lo tanto y hasta donde el autor del presente trabajo conoce sobre el tema,
no existe una comparacion explicita entre los dos tipos de modelos que permita elegir
entre uno y otro para analizar una serie temporal dada.

Ademas del problema destacado antes, y desde un punto de vista matemadtico,
las hipdtesis estadisticas de cada modelo no son empleadas adecuadamente en la
deduccion del FK. En este articulo se indica en que momento se puede fallar y se
sugiere la forma para evitar esa anomalia.

En ocasiones es necesario condicionar las hipétesis de un modelo de estados (MT1
o MT?2) sobre alguna informacién conocida del proceso. De esta forma, en cada tipo
de modelo se tienen dos subclases, la no condicional (o convencional) y la condicional.
Ambos subtipos son considerados también en el presente articulo teniendo en cuenta
que los autores citados anteriormente no destacan sus diferencias. (Harvey (1989)
considera cierta clase de modelos “condicionados” pero de forma demasiado sucinta

y no con el enfoque que serd presentado en el presente trabajo).

2. Mobperos pDE Tiro |

2.1 Modelos convencionales. Las hipdtesis estadisticas basicas para el MT1 con-

vencional son las siguientes:

(i) Los procesos estocasticos {¢;} y {w:} son Ruido Blanco Gaussiano cada uno
con media cero, Var(e;) = Hy y Var(w:) = Qq, paracadat=1,2,...
(i1) Los procesos estocasticos {€;} y {w:} son independientes mutuamente.!
(iii) ag ~ N(ag,po), @o, po conocidos y el conjunto {ag,wy, ... ,ws, €} es indepen-

diente mutuamente estocasticamente, para cadat =1,2,...

Observacion. Las distribuciones gaussianas citadas en las hipotesis anteriores se con-
sideran en un sentido amplio, es decir pueden ser no singulares o singulares. En lo

sucesivo y a menos que se diga lo contrario, esta sera la hipdtesis distribucional basica.

1{e;} y {we} independientes mutuamente significa que para todos m y n enteros positivos y todo
t1,.oytmi81,...,8n el conjunto {€s; ... €, ,Wey,--.,Ws, } €s independiente mutuamente.
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Para cadat = 1,2,... se obtiene que

(1) ar = Ty(0)ao + ) Ti(i)wi

i=1

donde

t-1-i
Ti(i) = H T;-; paracadai=0,1,...,t-1
j=0
yTi(t)=1.
De (1) se obtiene que

t
(2) Ye = [Z:T(0))ao + Y _[Z:Ti(i)]ws + €
i=1
paracadat=1,2,...
La expresién (1) indica que a; es una combinacién lineal de aq,w;, ...,ws, y la (2)
que Y; es combinacidn lineal de ap,wy, . .., w;, €.
Asi, para cada t = 1,2,..., las distribuciones de a; y Y; son, cada una, gaussianas

y ademas

(3) E(ay) = T3(0)ao,

t
(4) Var(as) = Ti(0)PT{(0) + Y _ Ti()QiT{ (),

i=1

(5) E(Y:) = Z,T:(0)ao

t
(6) Var(Yy) = ZT(O)PRT0)Z, + Y ZT(G)QiTL() 2, + Hy
i=1
donde la “’” denota transpuesta.

El paso crucial en la deduccién del FK utilizando la distribucién multinormal es la
verificacion de que la distribucion conjunta de a; y Y; es gaussiana. Y es aqui donde
se puede fallar en el empleo de las hipétesis (i) - (iii) como se insinda en algunos
textos cldsicos sobre el tema, por ejemplo los de West y Harrison (1989) y Harvey
(1989). Mas adelante se explicara en que consiste el error. Retornando al problema

de deducir la distribucién conjunta de a; y Y; se tiene lo siguiente:
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Sean v; = (o} Y{), y z = (2} z4)’, donde z, y z2 son vectores columna arbitrarios
de igual dimensién que a; y Y;, respectivamente. Entonces

z'v = 2o+ oY}

13
@ = [1T(0) + 252 T()oo + ) (2} + 25 Z) Tu(i))ws + zhee
i=1
paracadat=1,2,....

La expresién (7) dice que z’v; es una combinacién lineal de ag,wy,...,ws, & los
cuales conforman un conjunto mutuamente independiente estocasticamente segiin la
hipétesis (iii) y cada uno tiene distribucién gaussiana, de acuerdo con las hipétesis (i)
y (iii). Por lo tanto v, tiene distribucién gaussiana (o multinormal). Nieto (1993a)
presenta la demostracion de esta afirmacién para el caso en que las distribuciones de
algunos de los vectores ag,ws,...,w;s, €, sean singulares.

Por lo anterior la distribucion de a; condicionada por un valor particular y; de Y;
es gaussiana con media

(8) E(at|Yy = y1) = E(at) + Cov(as, y)Var(Yy)™ (v — E(Y1))

y varianza

(9) Var(a:|Y: = y) = Var(a¢) — Cov(ag, y)Var(Y:)” Cov(y:, at),
para cadat = 1,2,..., donde el simbolo “~” indica seudo-inversa.

En el caso de distribuciones singulares se utiliza el resultado de Marsaglia (1964)
para demostrar la anterior afirmacién.

Por facilidad de notacién sean a; = E(ay), P, = Var(ay), 5, = EM), Fi =
Var(Vy), aye = E(a|Ye = w) y Pyt = Var(aq|Y: = y) paracadat = 1,2,...

Ahora,

Cov(ay, ) = E[(ay — a)(Yz — Y1)’

= Ty(0)PeT;(0)Z; + Y Ti()Q:T; (i) Z;

i=1
En este paso se han utilizado todas las hipétesis del modelo. Por notacién sea C; =
Cov(ay, Y1).

Las expresiones (8) y (9) pueden ser reescritas asi:

(10) a1 = a; + CiF{ (yt — Ziay)
(11) Py = P - C F; Cy
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paracadat=1,2,...

Las ecuaciones (10) y (11) definen el Filtro de Kalman para el MT1 convencional
y el lector puede notar que-desde el punto de vista matematico su deduccién ha sido
“clara”.

Para predecir Yr4a, h = 1,2,..., dado Yr = yr, se puede proceder de la siguiente
manera:

Utilizando las hipdtesis del modelo y la expresién (2) para Yr y Yrys se puede
demostrar que la distribucién conjunta entre Ypyx y Y7 es gaussiana, de lo cual la
distribucién condicional de Yr44 dado un valor particular yr de Y7 es gaussiana con
media

(12)  E(Yr4a|Yr = yr) = E(Yr4a) + Cov(Yr4a, Y1)Var(Yr)™ (yr — E(Yr))
y varianza
(13) Var(Yr4n IYT =yr)= Var(YT+,.) — Cov(YT+;.,yT)Var(YT)_Cov(YT,YT.,.p.).

Noétese que todos los parametros (vectoriales o matriciales) involucrados en (12) y
(13) se pueden conocer a partir de las expresiones (2), (5) y (6).

Otras implicaciones importantes que tienen las hipétesis (i) - (iii) del MT1 conven-
cional son las siguientes:

(a) a1y €—; son independientes estocasticamente para cada j, j =0,1,...,t =1

y para cadat =1,2,... En particular asi son a; y €.
(b) a; y Yi4; son dependientes estocasticamente para cada j = 0,1,... y para
cadat=1,2,...

(¢) Y: y wi—; no son independientes para cada j, j=0,1,...,t—-1yt=1,2,....
Esto en particular implica que la distribucién de w; condicional por un valor
particular y; de Y; dependera de y;.

(d) a¢ y wi4; son independientes estocasticamente para cada j = 1,2,... y para
todot=1,2,...

En este punto se tienen las condiciones que permiten destacar el empleo inadecuado
(en el sentido de la Légica Matematica), que se hace de las hipédtesis (i) - (iii) para
deducir el FK.

La situacién es la siguiente: en algunos textos, por ejemplo los de Harvey (1989)
y West y Harrison (1989), se procede de manera inductiva sobre ¢t y condicionando
(probabilisticamente) sobre la informacion Y,—; = {y1,...%-1}. Cuando t = 1,
la deduccién presentada en estos trabajos y la de este articulo coinciden pues Yq
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representa solo el conocimiento de la distribucién de . Para t = 2, se condiciona
por Yy = {y:1} y surgen los siguientes problemas:
Para obtener la distribucion conjunta de (a2, Y2) dado Y, se requiere la indepen-

dencia estocastica de-(a1|Y1) y (w2|V1) ya que
oy = Thay + ws.

Ahora bien, w, es independiente de Y7 asi que la distribucién de (w5.|Y;) coincide con
la de wy pero la de (a1]|Y;) no coincide con la de a; pues @, y Y; son dependientes
estocasticamente. Por lo tanto no es posible asegurar a partir de las hipotesis del
modelo que (a;|Y}) y w2 sean independientes.

Se podria intentar resolver el problema utilizando la ecuacién
a; =Thoap+wy

pero ahora se necesitaria la independencia estocastica de (ag|Y)) y (w1|Y1), lo que
seria muy dificil (si no imposible) de establecer de acuerdo con las observaciones (b)
y (c) anteriores.

Por lo tanto para proceder consistentemente como lo hacen Harvey (1989) y West
y Harrison (1989) se sugiere replantear las hipétesis (i) - (iii) como se indica en la
siguiente subseccidn.

2.2 Modelos condicionales. En este trabajo el MT1 condicional se define a través
de los siguientes planteamientos:

Para cada t,f =1,2,..., sea I; un conjunto que contiene la informacién conocida
Y:—1 = {y1,...%-1} y alguna informacién observada E; en t externa al proceso {Y;}.
Mas exactamente I; = Y;—; U E;. Supdngase que Z; y T; dependen, en un sentido
deterministico, de Iy, para cadat = 1,2,.... Por notacién se escribira Z,(I;) y Ty(1;)
para indicar esta dependencia.

Las ecuaciones de observacién y de estado son como las del modelo convencional
pero ahora las hipotesis basicas quedan planteadas de la siguiente manera.

1. Paracadat,t=1,2,... se cumple

(i) €|l ~ N(0, Hi(1;)) y wi|I; ~ N(0,Q:(I;)) donde H:(I;) y Q:(I;) indican que
también H; y @ dependen (deterministicamente) de I;.
(i1) ai—1|Iy y we|l; son independientes estocaticamente.
(iii) El conjunto {a, €, €14h, Wit1, - .., wesh ), condicionado (probabilisticamente)
por I;, es mutuamente independiente para h = 1,2, ...
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2. ag|l; ~ N(ag, Py) y por convencién I; = Ej.

Nétese que la hipdtesis (iii) implica en particular que aq|l; y €;|]; son independien-
tes estocasticamente, para cadat=1,2,....

Se deben destacar las diferencias esenciales entre los dos conjuntos de hipdtesis
vy ademads notar que planteadas como arriba, la demostracién del FK por induccién
sobre t y condicionada sobre la informacién I; es vilida (desde el punto de vista logico
matemadtico) tal como es presentada por Harvey o por West y Harryson.

3. MobpELOS DE TIPO II

3.1. Modelos convencionales.

A primera vista se destacan dos diferencias con respecto al MT1: De una parte
el periodo inicial de observacién es t = 0 y de otra, la ecuacion de estado no es
esencialmente un modelo estandar de Markov de primer orden, como en el MT1, ya
que la perturbacién aleatoria w; actia con retardo de un periodo sobre ay41.

Sobre el modelo (vectorial)
(14) az,+1=T,a,+w,, t=0|1,

se pueden hacer las siguientes observaciones cuando T; es invariante en el tiempo y
ademads sus valores propios estan dentro del circulo unitario. (Se supone ademas que
{w¢} es Ruido Blanco Gaussiano).

(a) a¢ y w; son independientes estocasticamente, a diferencia del MT1 donde a;
y w; son dependientes.
(b) La media, la varianza y la estructura de autocorrelacién del modelo (14) son

las mismas que en €l modelo

oy = Thoy—y +wy

Las hipdtesis basicas para el MT2 convencional son analogas a las del MT1 sélo que
aqui ¢ toma valores desde 0. Las ecuaciones andlogas a (1) y (2) quedarian ahora asi:

i41
(15) (s TR} =T¢(0)&0+Zﬂ(i)wi, t=0,1,...

i=1

donde
t—1

L) =[[Ti-s i=0,1....

i=1
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yhLiE+1)=1I

(16) Ye = [ZTica(0)]oo + Y ZeTeoa(iwicy + €

i=1

parat=1,2,... y Yo = Toap + €o-

Utilizando las hipdtesis del modelo se demuestra que a;4+; y Y; tienen, cada uno,
distribucidn gaussiana y facilmente se pueden encontrar las expresiones para E(a;41),
Var(aiy1), E(Y:) y Var(Y:) asi como se hizo para los MT1.

Para un t dado, t = 0,1,..., sea vy = (aj,,,Y/) y sea z = (z},z5) un vector
arbitrario no aleatorio tal que la dimensién de z; y la de z5 coinciden con la de a4y
y Y;, respectivamente.

Entonces

] /!
z'vy = Tien41 + 23V

t
(17) = [2(T3(0) + 25 Z:Tioa(0)]ao + D _[252:Te—1(3) + 21 Te(i)wi—1

i=1
+2 Ty (t + we + 256

Por lo tanto, la distribucién conjunta de a;4; y Y; es multinormal. De esto la dis-
tribucién condicional de ai4+; dado un valor particular y; de Y; es multinormal con
media

(18) E(c441|Y: = yt) = E(ae41) + Cov(aey, Y)Var(Ye)™ (ye — E(Vy))
y con varianza
(19) Var(aH.llY; = yz) = Va.r(aH.l) - Cov(aH,],Y,)Var(Yg)—Cov(Y;,ozH_l),

Noétese que
t
Cov(ars1, Y1) = T(0)PoT{_(0)Z; + Y T())Qi1Ti_, Ti_, (i) Z;
i=1

Ahora si se desea la distribucién de a; dado un valor particular y; de Y; se puede
proceder como antes y se encuentra que esta es multinormal con media

(20) E(o:|Yy = yt) = E(ayr) + Cov(ay, Y3)Var(Y:)” (e — E(Y2))
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y varianza
(21) Var(eq|Y; = w)-= Var(ay) — Cov(ay, Yi)Var(Y;)” Cou(Yy, ay).

Como se puede notar, la diferencia esencial entre los filtros definidos por las ecuaciones
(18) - (19) y (20) - (21) es que en el primero se obtiene directamente la prediccion
de ay4; dado Y; = y; mientras que en el segundo, primero se obtiene la actualizacion
de a; dado Y; = y; y luego (si se desea) la prediccién de ay4;. Ademas aqui también
hay claridad en la deduccidn del FK tanto para a;4+; como para a;.

Para predecir Yp4, dado Yy = yr se puede proceder de manera analoga a como
se hizo para obtener las ecuaciones (12) - (13).

Otras implicaciones importantes que tienen las hipétesis del MT2 convencional son

las siguientes:

(a) a: y € son independientes estocasticamente para cadat = 0,1,... (Al igual
que en el MT1).
(b) a; y Yi4; son dependientes estocdsticamente para cada j = 0,1,... y para

cadat =0,1,... (Igual que en el MT1).
(¢) Y: y wy son independientes estocdsticamente (Difiere del MT1).

En este punto es importante destacar lo siguiente: una de las hipétesis convencionales
en el MT1 y el MT2 es que los procesos {¢;} y {w:} son mutuamente independientes.
Ahora si por ejemplo Corr(e;,wy) # 0 (correlacién contemporinea) entonces e una
parte, las ecuaciones del FK deducidas para ambos modelos no son vilidas y de otra

se tiene que:

(i) En el MT1 esto implicard que a; y €; son dependientes estocasticamente, y
(i1) En el MT2, al contrario, la independencia entre a; y € se mantiene.
En ese sentido se podria decir que la correlacién contemporanea entre {€:} y {w:}
es mas perjudicial en el MT1 que en el MT2. Sin embargo en ambos casos afecta la
deduccién del FK.
Este hecho debera ser tenido en cuenta en ¢l momento de formular las hipotesis
del MT?2 condicional como se vera a continuacion.

3.2. Modelos condicionales. Para el MT2 condicional se siguen los mismos linea-
mientos trazados para el MT1 condicional y las hipdtesis estadisticas basicas son las
siguientes:
1. Para cadat,t=0,1,... se cumple que
(i) el|le ~ N(O, He(1})) y wel|ls ~ N(0, Qs(11))
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(ii) EIl conjunto {ay,ws, €1, wiq1,- .., With, €244} condicionado (probabilisti-
camente) por I; es mutuamente independiente para cada h = 1,2, ...
2. ag|lo ~ N(ag, Po) y por convencién [y = Eq.

Obsérvese que la hipétesis (ii) implica en particular que cada par oIy y we|ly, a¢|l;
y &It , ¥ ,e&|li y we|l; es independiente estocasticamente.

Esto difiere del MT1 condicional, fundamentalmente en que alli no se requiere
explicitamente la hipdtesis de que €;|I; y w;|l; sean independientes estocaticamente.
Desde este punto de vista y al nivel de los modelos condicionales seria mas adecuado
plantear el MT1 pues requiere menos hipdtesis.

Se puede demostrar que las ecuaciones del FK en este caso son andlogas a las ecua-
ciones (18) - (19) o (20) - (21) segiin que se desee estimar a4 0 @y, respectivamente.

4. CONCLUSIONES

Al identificar un modelo de estados para una serie cronolégica, el MT1 deberia ser

usado si por lo menos uno u otro:

(1a) La perturbacidn w; tiene efecto instantaneo sobre el estado ay.

(1b) Antes de predecir ;43 dado Yy = y; 6 I; se requiere estimar (filtrar o actua-
lizar) ay.

(1c) La variable vectorial Y; y la perturbacién w; son dependientes estocastica-
mente.

(1d) EIl fenémeno aleatorio evoluciona fundamentalmente de manera condicional
(en el sentido de la seccidn 2.2) y se cumplen (1a) y (1c).

El MT2 debera ser usado si al mends, uno u otro:

(2a) La perturbacién w, actia con retraso de un periodo sobre el estado del sis-
tema.

(2b) El estado del sistema y la perturbacién del sistema en un tiempo ¢ son inde-
pendientes estocasticamente.

(2c) Mas que estimar «; se desea predecir a4 dado un valor particular y; de Y3,
en el caso convencional, o dado I;4;, en el caso condicional.

(2d) La variable vectorial Y; (salida del sistema en t) y la perturbacién (del sis-
tema) w; son independientes estocasticamente.

(2e) Se necesita eliminar la correlacién (contemporanea) entre €¢; y w; como lo
indica Harvey (1989, pp. 113).

Finalmente se debe destacar que la elegancia y utilidad del FK se aprecia mas en el
contexto condicional que en el convencional y siendo asi las hipétesis del modelo deben
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ser formuladas como se hizo en las secciones 2.2 y 3.2, para obtener su deduccion de

manera consistente.
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