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Resumen. Se ilustra con dos ejemplos tedricos el concepto
de espacio predictor de un proceso estoci@sticoestacionario y
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de estados para una serie temporal.
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1. Introduccion.

Se puede considerar una serie cronoldgica como una suce
8ion de observaciones de un proceso estocdstico, el cual es,
al mismo tiempo, la entrada y la salida de un sistema dindmi-
co, lineal, discreto e invariante en el tiempo (Akaike 1974,
1976).

Supdngase que {Y(n)} es el proceso del cual proviene la
serie, el cual se asume de dimensidn 4, estacionario, con me-
dia cero y gaussiano. Bisicamente, existen tres modelo matema

ticos que describen al sistema:
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a) El1 modelo de Funcién de Transferencia.
y(n) = v(L)X(n), (1)

donde y(L) es la funcidn de transferencia (matricial) del sis
tema, L es el operador de retardo y

X(n) = Y(n)-E(Y(n) | ¥(n-1),¥Y(n-2),...) (2)
b) La ecuacidén en diferencias (o modelo ARMA)
Y(n)+81V(n-1)+..+BMV(n-M) =X(n)+A1X(n—1)+..*A£X(n-L) (3)

donde 81,...,BM,A1,...,A£ son matrices y M y £ enteros no ne-
gativos.

c) El modelo de estados(')

V(in+1)
Y(n)

AV(n) + BX(n+1)

4 (4)
CV(n)

donde V(n) es un vector de dimensién px1 llamado el estado

del sistema en el tiempo n; A, B y C son matrices determinis
ticas e invariantes en el tiempo, llamadas matriz de transi-
cidén, matriz de entrada y matriz de salida, respectivamenteczl

El modelo de funcidn de transferencia es Gitil para ob-
tener resultados tedricos sobre el proceso {Y(n)}. El modelo
ARMA es adecuado para ajustarlo a los datos (hablando estadis
ticamente). Y el modelo de estados es apropiado para describir
y analizar fendmenos adaptivos o dindmicos.

(1) En este trabajo la frase inglesa "state space model" serd traducida
como "modelo de estados". Otros autores emplean la traduccidn "mode
lo en el espacio de los estados".

(2) Este modelo es un caso particular del modeloc de estados general, en
el cual se incluye un proceso ruido blanco gaussiano en la segunda
ecuacifn, un control en la primera ecuacibén y las matrices A,By C
varian en el tiempo (Granger y Newbold (1986)).
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Varias estrategias han sido desarrolladas para identi-
ficar modelos ARMA. En el caso univariado, la mis utilizada
es quizd la desarrollada por Box y Jenkins (1976). En el ca-
so multivariado se conocen los métodos desarrollados por
Priestley y otros (1972), Whittle (1963), Akaike (1976), Hannan
Y Rissanen (1982), Jenkins y Alavi (1981), Tiao y Box (1981),

Cooper y Wood (1982), Tiao y Tsay (1983), Tsay y Tiao (1984),
entre otros.

La caracteristica del trabajo de Akaike es primero iden
tificar el modelo Markoviano del proceso y luego, a partir de
€1, derivar al modelo ARMA. El modelo Markoviano es el modelo
de estados presentado en (4). " Identificar un modelo de
estados, como el definido por (4), significa conocer:

1. La dimensidén p del vector de estado.
2. Las componentes del vector de estado.
3. Las matrices A, By C .

4. La matriz de varianzas y covarianzas de X(n).

Conocidos estos elementos y la distribucidn de probabi-
lidad de V(0) entonces se puede estimar V(n) para cada n > 0
dada la serie cronolfgica Y(1),Y(2),..,Y¥(n) (Kalman 1960
West y Harrison 1989).

’

La estrategia de Akaike se basa en el espacio predictor
del proceso que genera la serie y se encuentra programada en
el paquete SAS/ETS (1984) en el procedimiento STATESPACE. El
objetivo del presente trabajo es facilitar el entendimiento
de este método de identificacidén, pues el trabajo original
(Akaike 1976) 1y el manual del wusuario del SAS/ETS, a jui-
cio del autor, son extremadamente densos para un principian-
te.
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2. EL ESPACIO PREDICTOR DE UN PROCESO ESTOCASTICO.

Sea {¥(n)} un proceso estocidstico estacionario, gaussia
no con media cero y dimensién 2 (de tiempo discreto). Sea

Y(n+k|n) = E(Y(n+k)| Y(n),¥Y(n-1),...), kR =10,1,...

Sea Vj(n) la j-&ésima componente del vector aleatorio ¥Y(n),
§=1,...,2. Entonces, el espacio vectorial generado por el

{Vj(n+k|n):j = 1,...,n;, R =0,1,...}

se llama el espacio predictor del proceso en el tiempo n.
Para referencia posterior este espacio se denota P(n).

EJEMPLO 1.

Considerar el proceso unidimensional (x = 1) {Y(n)}
el cual obedece el modelo ARMA (2,1)

Y(n) +B]V(n—1) +82V(n-2) = X(n) +A1X(n-1) (5)

donde {X(n)} es el proceso definido anteriormente en la ex-
presidén (2) y llamado proceso de innovaciones; 81, By v A1
son constantes tales que el proceso €s estacionario.

Entonces

Y(nln) = y(n)
Y(n+l|n) = -B,Y(n)-B,Y(n-1)+A X (n)
Y(n+2|n) = -B ¥ (n+1|n) - B,Y (n)

= al(Z)V(n+1|n) +a°(2)V(n).
donde a1(2) = 'Bl’ ao(Z) = -BZ.

Y(n+3|n)

-Bq¥ (n+2|n)-B,Y (n+1]n)
(82 -B2)¥ (n+1|n) +B1B2¥(n)
a1(3)V(n+1|n) +a,(3)Y(n)
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2
donde a1(3) = B1 -B2 Y % (3) = 1 2.

En general
Y(n+k|n) = al(h)V(n+1|n)+ao(h)V(n), R = 2;3,...

donde aI(k) y az(k) son funciones de B B2 y k.

‘]:
Considerando a Y(n) y Y(n+1|n) como vectores en el es-

pacio con producto interno de las variables aleatorias con

media cero, se puede decir que Y(n+k|n), kR = 0,1,... pertene

ce al subespacio generado por {VY(n),Y(n+1|n)}, el cual coin-
cide con P(n).

Si Py = Corr(Y(n), V(n 1)) y Corr(Y(n),X(n)), ambos son
diferentes de *1, con oy > 0, entonces el conjunto {¥(n),
Y(n-1),X(n)} es independiente linealmente. Por lo tanto Y(n)
y Y(n+1|n) = B,¥(n)+B,Y(n-1)+A,X(n) son independientes lineal
mente.

En consecuencia

(a) {Y(n),Y(n+1|n)} es una base para P(n)
(b) dim(P(n)) =

Un modelo de estados para este proceso es el siguiente:

0 1 1
V(n) + X(n+1)

-B2 -81 -BT+A1

V(n+1)

Y(n) = [1,0] Vv(n) ,

donde V(n) = [y(n),V(n+1|n)]'
En efecto:

Considerar la base {¥(n),Y(n+1|n)} de P(n). Y(n) y Y(n+1|n)
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son los 2 (= dim(P(pn )) primeros elementos del

{Y(n+k|n) | & = 0,1,...}.

Ademis constituyen el primer conjunto maximo de elementos in
dependientes linealmente dentro de la sucesién {V(n+k|n)}h.

Sea V(n) = [V(n),V(n+1|n)]' . Entonces

V(n+l)

[V(n+1),V(n+2|n+l)]'

de 1o cual

V(nt1|n) = [Y(n+1|n), Y(n+2|n)]".

Si se interpreta la esperanza condicional E(V|X1,X2,...) com
la proyeccién*del vector aleatorio Y sobre el espacio genera
do por las variables aleatorias X1,X2,... entonces existen e,
calares Gnicos a,, 4 = 1,2,... tales que

«@0
ECY1Xq5Xp500.) = 421 a, X..
Usando la idea anterior se obtiene que

V(n+1|n) = AV(n) (6)

donde A es una matriz 2x2 Gnica, que se puede asumir indepen
diente del tiempo (pues el proceso es estacionario y el sis-
tema invariante en el tiempo). '

Se puede reescribir (6) de la forma siguiente:
Y(n+1|n) a11 a32| [Y(n)
V(n+2|n) 421 422 V(n+1|n) .

Y(n+1|n)

a;1¥(n) + a12V(n+1|n)
Y(n+2|n) = ay Y (n) + aZZV(n+1|n).

—

& proyeccidn ortogonal.
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Pero

Y(n+1|n) = 0Y(n) + 1¥(n+1|n)

Y(n+2|n)

-B,Y(n) - B¥(n+1|n).

Como A = (aij)ZXZ es inica entonces

0 1
A =
'Bz '81 .

Obsérvese que el conocimiento del modelo ARMA para el proce-
so, permite obtener A mds concretamente.

Ahora
Vint1) - V(n+1|n) = W(n+1)

donde w(n+1) es ortogonal a P(n). Como X(n+1) = Y(n+1)-Y(n+1|n)
también es ortogonal a P(n), entonces existe una matriz B,
2x1, Gnica tal que

win+1) = BX(n+1). (7)

Por lo tanto

V(n+1) = AV(n) + BX(n+1). (8)

Sea B = [b],bz]', entonces (8) puede reescribirse asi:
Y(n+t1) = Y(n+1|n) + b X(n+1) (9)
Y(n+2|n+1) = -BZV(n)-B1V(n+1|n) + byX(n+1) (10)
De (9), b1 = 1y (10) puede escribirse asi:
Y(n+2]n+1) = -B,Y(n)-B, [V (n+1)-X(n+1)]+b,X(n+1)

= -B,¥(n+1)-B,¥(n) + (By+b,)X(n+1).
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Por lo tanto
Y(n+2) = -B1V(n+1)-BZV(n)+X(n+2)+(B]+bZ)X(n+1) (11)
Por la unicidad del modelo ARMA de (5) se sigue que

A] = B, + b

b2=‘8

Se ha usado nuevamente el modelo ARMA para conocer explici-
tamente a bZ' Empleando la funcibén de respuesta al impulso,

b, puede ser interpretado sin acudir a esa representacidn.
En efecto:

Supéngase que

y(n)

X(n)+w]X(n-1)+w2X(n-2)+...

(1+y, Ly, L2 )X ()

donde L es el operador de retardo. Entonces, de (11) se ob-
tiene que

(1+8,L+B,L%)¥(n) = (1+(By+b,)L)X(n),
luego

(148, L+B, L) (1ey Lep, L2+ L) = 1+(By+b,)L,
lo cual implica que
¥1 * By = By + by,

por tanto

Esto significa que b2 es la respuesta al impulso de {¥Y(n)}
en el retardo 1.
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Aqui hay un hecho para destacar: sea

V(n) = [V](n),VZ(n)]' entonces Vy(n) = ¥(n|n) y Vo(n) = Y(n+1]n).

b2 es obtenido al considerar Vz(n) = Y(n+1|n) y 1 es el re-
tardo de n con respecto a n+l,

Una interpretacidn andloga se tiene para b1, pues 1=b,
es la respuesta al impulso de {¥(n)} en el retardo 0, y b]
aparece al considerar V,(n) = Y(n|n).

Finalmente € = [1,0] pues Vy(n) = ¥(n).

EJEMPLO 2.

Sea {Y(n)} un proceso bivariado, es decir,

tal que

V(n)+B1V(n-1)+BZV(n-2)+83V(n-3) = X(n)+A1X(n-1)

() = [y (m),v,m1"

(12)

donde X(n) = [X1(n).x (")]' Y

11
-b

-b
B =
1 0

Se asume que B

es estacionario e invertible

0

12

‘]’

|

B, ,B

B,

37

-byq 0
» By
0 -b

\ 22

A; son tales que el proceso {Y(n)}

(1)

(1) Se asume ademis que los polinomios matriciales h(Z) = I+812+32i%8323
y q(Z) = T+A{Z no tienen factores izquierdos comunes. Asi la repre
sentacién (12) es finica, segln el criterio de Hannan (1969).
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El modelo (12) puede escribirse de la siguiente forma:

Y,(n) b11 Y (n-1) | b21 Y, (n-2) 0 X1(n) a)(](n-‘l)
Vom)| = [y, Vp(n-1)| ¥ by ¥,(-2)| T lbg, V(-3 | Tl || 0

de la cual

Y1(n) 11 1(n 1)+b21 1(n 2)+X (n)+ax (n-1)

Vz(n) = blZVZ(n-1)+b22V2(n 2)+b Vz(n-3)+xz(n).

El espacio predictor P(n) de este proceso es el espacio vec-
torial generado por el

{Vj(n+h|n) : §f=1,2,; k=0,1,...}.

Para hallar una base de P(n) se puede proceder de la manera si
guiente: '
V1(n|n) = V1(n)
Vz(nln) = Vz(n)
Yi(n+1|n) = b11V1(n)+b2]V1(n-1)+aX1(n)
Yo(n+1|n) = b12V2(n)+b22V2(n-1)+b32V2(n-2)
V1(n+2|n) = 11 1(n+1|n)+b2] 1(n)
Vz(n+2|n) = 12 2(n+1|n)+bZz 2(n)+b32 2(n 1)
V1(n+3|n)
Vz(n+3|n)

b 1Y (n+2n)+b, ¥V, (n+1|n)
b Y, (n+2[n)+b, oY, (ne1[n)+b oY, (n)

Se observa que V,(n+2|n) y Vj(n+h|n), i=1,2, k= 3,4,...
son combinacidén lineal del

[, (nln), ¥, (nln), ¥, (re1]m), ¥, (ne1ln), Y, (me2]m) } = 6(m) ,
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por lo tanto P(n) es generado también por G(n).

Sean

{pi(k)} la funcidn de autocorrelacién de {Vi(n)}, 4=1,2.

{pIZ(k)} la funcidén de autocorrelacién cruzada entre

{V1(n)} y {¥,(n)}.

{pq¥)(k)} la funcién de autocorrelacdn cruzada entre
44

WM}y (X (M)}, 4,5 =1,2.

Se puede demostrar que si ninguna de estas funciones
toman los valores #1 para todo k > 1 entonces G(n) es inde-

pendiente linealmente.
En consecuencia,

(a) G(n) es una base para P(n), y

(b) dim(P(n)) = 5.

Notese que G(n) estd conformado por las 5 primeras va-

riables independientes linealmente de la sucesidn
V1(n|n),V (nln),V1(n+1|n),V (n+1]n),...

Ademds es el maximo nfmero de variables independientes lineal

mente de P(n).

A continuacién se obtendrid un modelo de estados para

{Y(n)}:
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Sea V(n) = G(n)', considerando G(n) como un vector fi-

la. Entonces

V(n+1) = G(n+1)"

V. (n+1), Y, (n+1),Y, (n+2|n+1), Y, (n+2| n+1), ¥, (n+3] n+1)] ',
1 2 2 2

en virtud de la estacionariedad del proceso.

Ahora

V(n+1]n) = [v,(n+1]n),Y,(n+1[n),¥ (n+z|n),v2(n+2|n),vz(n+3|n)]'.

Como cada componente de V(n+1|n) pertenece a P(n) entonces
existe una matriz A de dimensién 5x5, Gmica, tal que

Vin+1|n) = AV(n). (13)

Sea A = (“zj)sxs entonces (13) implica que

Vi(n+1|n) = j§1aij-vi(n); L= 1,...,5.
Por lo tanto
V1(n+l|n) = Yi(n+1|n) = a11V1(nln)+a12V2(n|n)+a13V1(n+1|n)
+ a14vz(n+1|n)+a15V2(n+2|n).

Como G(n) es base de P(n) y V1(n+1|n) = V1(n+1|n)
pertenece 2 G(n) entonces

@1y = 812 =a34 =445 =0 y ¢e45 = 1.
Vy(n+1|n) = Vz(n+1|n)

= aZIYi(n)+a22V2(n)+a23V](n&lln)+a24vz(n+1|n)

+ azsvz(n+2|n).
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AS£ a-z4 - 1 y azj' = 0, j = 1,2,3,5:
Vs(n+1|n) = Vl(n+2|n)

= b11Y1(n+1|n) + byy¥y(n),

donde se ha usado el modelo (12). Luego

I
o

@3y = byy, azz = byy, az; = ag, = azg =

V4(n+1|n) = Vz(n+2]n) asi

ayg = 1 vy a4j =0; §=1,2,3,4.

Vs(n+1|n) = Vz(n+3|n), el cual no pertenece a G(n). Pero usan
do el modelo (12) se obtiene que:

Vz(n+3ln) = b32V2(n)+b22V2(n+1|n]+612V2(n+2|n),
por lo tanto
@gy = 0, a5y = byy, @53 = 0, agy = byy, agg = by,.

En consecuencia

(0 0 1 0 0)
0 0 0 1 O
A=|b21 0 by 0 O
0 0 0 0 1
. 0 b3 0 by blZJ

Nétese que si Vi(n+1|n) pertenece a G(n) entonces la £{-€sima
fila de A contiene un solo 1 y las demads entradas son cero.

En seguida se obtendrd la matriz B = (dij)SXZ:
De la ecuacidn

V(n+1) = AV(n) + BX(n+1)

se obtiene que:
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(1) ¥ (n+1) = V1(n+1|n) + dy X (ne1)+dy X, (n+1).
Como X, (n+1|n) = ¥;(n+1)-Y, (n+1|n) entonces

(d11-1)X](n+])+d12X2(n+1) = 0.

Si Var[X(n+1)] es no singular entonces Xy(n+1) y X,(n+1) son
independientes linealmente, luego

d]<l'1 = 0 = d]z

dig=1 y dy, = 0.

(2) ¥,(n+1) = Vz(n+1|n)+d21xl(n+1)+dzzxz(n+1)
por tanto

dZ,X](n+1) + (d22-1)x2(u+1) =0

De nuevo se ha supuesto que Var[X(n+1)] es no singular. En lo
sucesivo se seguird con esta hipdtesis.

(3) V](n+2|n+1) = by ¥ (n)+b gV (01 n)+d (n+1)+dz,X, (n+1)

31%1

luego

Y, (n+2) V1(n+2|n+1)+X1(n+2)

27171
+ dszxz(n+1).

by ¥y (n+1)+b, Vo (n)+X, (n+2)+ (dgq-bq )X  (n+1)

Esta ecuacifén escalar es equivalente a la siguiente ecuacidn
matricial:
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2
1-by L-by l” 0 1+(dgy-b, L

Y(n+2) = X (n+2)
0 0 0 dyt
donde L es el operador retardo.
Si se asume que

.t Fuod
Ly, L Ly, L]

y(ne2) = | 4%° #1770 Ixwe2)
Tyl Ty,
jeo 1 jeo !

entonces, en particular

2 oo . B N
(1-b11L-b21L ) jgow‘fbl = 1+ (dgy-byy)L
_ _ 2 3 1 - )
(1 b11L b,qL%) .E wsz 0
i=1
O = dgyl )

De la tercera ecuacidn se obtiene que d32 = 0 y de la primera
que d31 = V15 la respuesta impulso de {V1(n)} a la entrada
{X1(n)} en el retardo 1. La segunda impiica que ij = 0 para
todo § > 1, asi que {Xz(n)} no causa {Vl(n)}.
Como
2
(1-b11L-b21L )Vl(n) = (1 +aL)x1(n)

entonces
Y99 = a* byy.

(4) Vz(n+2|n+1) = ¥, (n*1|n)+d, X, (n+1)+d, 5 X, (n41).

Procediendo como en (3) se encuentra que d41 = 0 y que d42 =

¥oqs la respuesta impulso de {Vz(n)} a la entrada {Xz(n)} en
el retardo 1.
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Como

2

(1-b b

3 =
12L-b5,L b, L7)Y, (0) = X, (n)

entonces w21 = b12.

(s) Vz(n+3|n+1) = szVZ(n)+b22V2(n+1|n)+612V2Fn+2|n)

+ d (n+1) =+ dszxz(n+1).

51%1
Y,(n+3|n+1) pertenece al espacio P(n+1) = P(n)@<{X,(n+1,
Xz(n+1)}>, donde "< >" significa espacio generado. Por lo tan
to Vz(n+3 n+1) = A(n) + B(n+1), donde A(n) € P(n) y

B(n+1) ¢:<{X1(n+1),xz(n+1)}>. A(n) y B(n) son finicos en el
sentido de que existen escalares (nicos 81,...,65, aq,0, ta-
les que

A(n) = B1V1(n|n)+BZV2(n|n)+83V1(n+1|n)+B4VZ(n+1|n)+BSV2(n+2ln)
y B(n) = a1X1(n+1) + azxz(n+2).
Supdngase que

V,(n+3) = [,Z ¢1jL1]x](n+3) +(,Z ijLj]Xz(n+3)
i=0 i=0
entonces
Vo (n+3|n+1) = [w13x1(n)+w14x1(u-1)+...+w23x2(n)+x24x2(n-1)+...]
(14)
+ [w12x1(n+1)+w22x2(n+1)].

Como
P(n) = <{Xj(n-h) tf=1,2 3 B =0,1,...}>

entonces el término en el primer paréntesis a la derecha de
(14) pertenece a P(n). Luego, por la unicidad de A(n) y B(n+1),
se obtiene que

Vi2 = dgqy ¥ ¥yp = dgp -
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NOTA. Este razonamiento para obtener d51 y dsz puede efectuar
se para obtener los resultados de (1)-(4) arriba.

¢]2 Yy ¥,, son las respuestas impulso de {Vz(n)}, en el
retardo 2, a {X](n)} y {Xz(n)}, respectivamente.

Como

2

(1-by,L-byL -b32L3)V2(n) = X, (n)

2

entonces

. 2
Vi =0 ¥y ¥y, = by, + by,

De (1)-(5) se obtiene que

(1 0 )
0 1
B = | a+b, 0
0 b12
L 0 blyrhy, )
Finalmente 1000 0

01000
ya que las dos primeras componentes de V(n) son V1(n) y VZOQ.

Otro modelo de estados para este proceso es el siguien

te:
U T2
2w = | 0 0 11 |20+ | vy | XOeD) (15)
v(n) = [12 P 0 | 0]2(»1) ,
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donde
Z(n) = [Y'(0),Y' (n+1]n),¥" (n+2|n)]"

12 es la matriz identidad de orden 2
vy = Ay - B
¥ = -Byvy - B,

El modelo (15) tiene las siguientes desventajas frente al mo-
delo obtenido via el espacio predictor:

(a) Dimensién de Z(n) = 6, mayor que la de V(n).

(b) Var(Z(n)) singular, pues una componente es combinacién
lineal de las otras.

(c) Nfmero de pardmetros no cero = 17, mayor que el nlimero
de pardmetros no cero del otro que es 15,

En la guia del usuario del SAS/ETS (1984) aparece 1la
deduccidén del modelo general del tipo (15), la cual se ba-
sa en el modelo ARMA que obedece al proceso. Pero el modelo
asi obtenido no es adecuado, en el sentido de (a), (b) y (c).
A juicio del autor del presente trabajo, existe una falla en

la demostracién que presenta la guia al no advertir este he-
cho.

3. CONCLUSIONES.

Una via para identificar un modelo de estados para una
serie temporal estacionaria, con media cero y gaussiana, es

utilizar el espacio predictor del proceso que genera los da-
tos.

Si la dimensidén del espacio predictor P(n) es finita
y la varianza del proceso es no singular entonces:
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(a) La dimensidén del vector del estado V(n) es igual a la di
mensi6n del espacio predictor.

(b) Las componentes de V(n) son los elementos de una base de
P(n). Generalmente la base se selecciona escogiendo el con-
junto de las p primeras variables independientes linealmente
de P(n), donde p es la dimensién de P(n). Esta representacibn

se denomina la representacidén canénica del proceso (Akaike
(1976)).

(c) Las entradas de la matriz de transicidén A se determinan
proyectando V(n+1) sobre P(n). Mds concretamente, si

Vi(n+1|n) - J_thr.‘(-'j-l/“-_(n); £ 3 Aj0ee,yp

entonces la {-ésima fila de A es igual a (a£1""’aip)‘

(d) La componente (4£,4) de la matriz de entrada B es la res-
puesta impulso de {Y.(n)} a la entrada {X (n)} en el retardo
kR, si Vi(n) = Vj(n+k|n), donde £ = 1,...p; f,4 = 1,...,4,

k depende de 4, y » es la dimensién del proceso {Y(n)}.

(e) La matriz de salida C es igual a [Im ! 0] donde Iﬂ es la

matriz identidad de orden 2y 0 denota una matriz ax(p-2) dece
Tos.

En este trabajo n =16 2, p= 26 5, pero 1la demostra-
cién para todo n y todo p aparece en Akaike (1976).

Este modelo de estados es fnico para la base escogida
de P(n), luego el modelo ARMA que se derive de €1 también es
Ginico.

La demostracién para el caso en que Var(¥Y(n)) sea singu
lar estd en Akaike (1976).
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