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Resumen. De la matriz V de componentes de varianza asociada
a un modelo superparametrizado con #n-vias de clasificacidn, se
desarrolla un procedimiento para obtener su inversa cuando la
estructura de datos es balanceada y jerd@rquica desbalanceada,
haciendo uso de productos de Kronecker de matrices idénticas

y cuadradas de orden uno.

Introduccién.

Los modelos de efectos mixtos, los cuales dentro del con
texto de modelos lineales caracterizan las estructuras de com~
ponentes de varianza, tiemen gran relevancia por sus miltiples
aplicaciones especialmente en la determinacidén de parfmetros
genéticos e indices de seleccidn de especies animales y/o vege

tales.

En este tipo demodelos es muy importante la determinacidn
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de los mejores estimadores lineales no viciados o insesgados
(MELI) y mejores predictores lineales no viciados (BLUP), ya
que el conocimiento de €stos nos permiten hacer inferencia y

de esta forma tomar decisiones apropiadas.

Sin embargo como puede verse en SEARLE (1987) tanto la
estructura de los MELI como de los BLUP dependen del conoci-
miento de la matriz de componentes de varianza y consecuente-
mente de su inversa la cual tiene una estructura compleja de-

pendiente de la naturaleza del modelo.

Por ello algunos trabajos han contribuido a buscar solu-
ciones generales al problema de la inversidn de la matriz de
componentes de varianza, particularmente en SEARLE y HENDERSON
(1979) se encuentra una solucidn general para el caso de es-

tructuras balenceados.

En este trabajo se presenta una metodologia a partir de
la cual se obtiene en forma rapida la inversa de la matriz de
componentes en estructura balanceadas y no balanceadas dentro

de un orden jerarquico.

2. Caracterizacion general de los modelos mixtos.

En esta seccidn se van a identificar los modelos mixtos
y sus componentes de varianza considerando los supuestos nece-
sarios que permita identificar la matriz asociada a esta estruc

tura de modelos mixtos.

2.1. El modelo: siguiendo la notacidén de SEARLE (1988) se tie-

ne que:
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Y=XB+Zu+ e..... (2.1)

En donde:
Vle : Vector de observaciones
kal : Vector de pardmetros asociados a los efectos fijos

Xka : Matriz conocida asociada a los efectos fijos

ulxq : Vector no observable asociado a los efectos aleatorios
A ] L ]
q = Lzlqi ; W= (UpsUyseslt,).

ZquiUsualmente es una matriz de incidente asociada a los efec

tos aleatorios y en general observable.
= (21;22;“‘;24)

ele : Vector no observable o vector de términos de error.

2.2. Supuestos generales.

Partiendo del modelo (2.1) y bajo el supuesto que w =e,

entonces la matriz U es de la forma
u= (ué,ui,...,u;) (2.2)

i) EU} =0 ¥ =0,1,...,8

ii coviu.,u") =
) cov(u,ul)
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iii) var(VY) = var(XB+ Zu + e)
= Zvar(U)Z' + V(e) + Zcov(u,e) (2.3)
=102 +R = 202"+’ Iy, .
En donde
8 2
D= @ of I, (2.4)
i=1 1+ 4L
R = V(o).

En este caso f} : representa la suma directa de matrices.

Al sustituir (2.4) en (2.3), se sigue que:

a o 2 2. 12
var(y) =2( @ O‘CIQ&,)Z'+ o QIN =) Z.éZ.L'O L=V (2.5)
A=1 £=0 ’

iv)  cov(y;U') = E{Cy-E() Hu-EwT}

(2.6)

4 2
L§124 o, = 0 = C.

Los resultados obtenidos en (2.3) a (2.6) son resumidos en la

siguiente estructura general

y v C R
var| U | = C D O (2.7)
e R 0 R

3. Calculo de 1a matriz inversa de V con estructuras
de datos balanceada.

En esta seccidn se va a presentar una metodologia com la
cual se puede implementar en forma immediata la matriz inversa

de la estructura presentada en (2.5), aunque esta estructura de
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pende de las siguientes caracteristicas generales:

i) Si el modelo es balanceado.
ii) Si el modelo es desbalanceado.
ifi) Si R es de naturaleza compleja.

Los resultados obtenidos en este trabajo satisfacen las
caracteristicas (i) y (ii) pero teniendo en cuenta estructuras
jerarquicas y en caso de (iii) se restringe al hecho que

2
R-O‘ IN

De la estructura de V presentada en (2.5), notemos que
cada una de las matrices Z; Zi puede ser escrita en té&rminos

de productos Kronecker, [8] de matrices IA y JA los cuales sa-
tisfacen:

a) Ié: Matriz identidad de orden 4.

b) 16: Matriz cuadrada de orden 4 con elementos todos iguales

a uno.
c) 161 91629143 - 1414263
d) Jél 01620]63 - 1615243
e) (J)° =1,
Si en el modelo (2.1) describimos una respuesta de la
forma:

y»(‘.jh-../t; L=1:°~-:I’ J'=1’“'oJ)“°'t=1)°"’T

Sea p el nilimero de subindices asociados a la variable respues

ta, los cuales dependen de los efectos e interacciones fijos
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y aleatorios del modelo; se va a tener entonces 2p particiones
de productos de Kronecker con matrices IA’JA’ las cuales son

resumidas en la expresidn
A =(1I BIJQ.. OIT;II QIJQ.. GJT;. g BJJBJT) (3.2)

Definiendo ahora la funcidn indicadora

1 si aparece J;
d =
0 si aparece IA .

Se nota entonces que (3.2) puede ser reescrita de la forma

A° = (00...0; 00...1; 11...1) (3.3)

Caracterizado el vector Ao, entonces se construye el vector
asociado con los componentes de la varianza, digamos lezp
de componentes ((84)).

Segiin el siguiente criterio

2 X 2 < -
o si existe una relacidn directa
entre el subindice del efectoy
6 = la posicidn del cero en (3.3).

0 en caso contrario.

Con estos resultados la matriz (2.5) es reescrita de la
forma:
* %
V=A 6" (3.4)

=
En donde A representa la matriz final de permutaciones
de tal manera que exista una relacidn directa entre los subin-

dices del Gltimo vector columna en la matriz T, y la estructura

p



*
de A siendo Tp el producto Kronecher de submatrices.

fro f10 10
r '1 1 8[1 Je""el1 T

*
En forma similar 6 es una permutacibn final de © .

Al hacer

*
Ap = Tp 6

Se sigue de (3.4), (3.5) y (3.6) que

-1 T-1 -1,%
V™ = p XF’ AT .

Ejemplo: sea el modelo

yi_jk =u + o + Bj +Yij + t—:&.j.'Z
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(3.5)

(3.6)

(3.7)

(3.8)

Notamos entonces que P = 3, y considerando solo el efec-

to de la media como no aleatorio de (3.2) se sigue que:

A = aleIJQIK;IIQIJBIH"JJIQJJGJK)

Entonces

*
A

(1783;83; 1;87;81;...51,81;81, ]

€ijk Y4 Bji %

A' = [o00, 001,010, 100, 110, 101, 011,111]

Asi:

€3.9)
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2 2 2 2
0= [o, 3 oy »0,00,0; 5 g ;0]

* 2 2 2 2
8" = [0,0,('.1B 3 0307 ,O,GY 3 o) ]

El vector de componentes de varianza asociado al modelo (3.8)

*
es 0 ; y, entonces la matriz (2.5) es de la forma

Cae* 2 2 2 2
AL T3k % +1118JK % +IIQJJK°a +JIQIJBJKGB

Y de (3.6) se sigue que:

v a2 2 2, 2 2 2 2 .2 2 .0
X [ogs o *+Kals o s of Ko, +IKo ; 0l 50; +Ko,
2 .2 2 2 2 2
+ IKop 307 50, +Ko +JKg! +IKch e
Obteniendo finalmente de (3.7)
2
_1 1 o
V™1 - 1,.8J
2 1) 2 , 2 2 I1JV°K
g% oz (og +I<crY )
2

T2 2 c"2:l 2 2 IIQJJ'K

(o8 +K<:rY ) (Oe +KoY +JKoa)
2
B
- J.81:87J
2 2 2 2 2 1Y I UK
(06+ KU'Y )(o + KoY +1Kog )
2 2 2,5 2 2 2 2 2
Ko, og [(0€+K0Y) + (o 4Ko) + IKa) + IKag)]
* T3¢

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
(o ¢ TKo a+1 KoB ) (o e+K°y) (o €+Kor 0‘+J Ko 0‘) (o e+K°y+J Koaﬂ KOB)

Obsérvese en el resultado anterior que:
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Si K=1yy=0, se identifica en forma inmediata el modelo
de dos vias sin interaccidn donde sdlo el efecto de la media

es considerado como fijo.

4. Calculo de 1a matriz inversa de componentes de varianza
con estructuras jerdrquicas desbalanceadas.

En esta seccidn, se va a presentar un algoritmo el cual
permite obtener la estructura de la matriz inversa cuando la
informacidn se ajusta a un modelo jerdrquico desbalanceado,
por facilidad de comprensidn se hace uso de dos modelos sim-

ples y encima de ellos se presenta el resultado propuesto:

Sea €l modelo
Vij’”"' °“’+€IJK L=1...a; §=1...nd
de tal manera que a
N= 3 ni
£=1

de (2.5) y (3.4) se sigue que
V= 0f IN+o} 1,83,; = D02 T,0+02 J,0 (4.1)

De donde D(£): Matriz diagonal con elementos en la diagonal

principal iguales a £.

Se puede observar también que la forma presentada en

(4.1) puede ser reescrita en la forma de sumas directas como:

2 2
v= @ [c:f8 I .+0 (4.2)

1 .
£=1 o oo nexl

donde I(1) = 1.

1) 1.,
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(4.3)

De Hernderson y Searle (198l) y Searle (1982) se obtiene que:

A+BNH~ =t a7ty vt wy et

(4.4)

Que al ser sustitufdo en (4.2) obtenemos la estructura de la

matriz inversa como

a
1 2 2 2
=8 [of 1,:40(neoy )-0y J
L=1 c: (o +ru,02 )2 . @ ¢
Si ahora tenemos el modelo
V»éjf u +a/l+8j(£) +24le2 £L=1,..a; 4=1...
k=1,o ,Vlij
De (2.5) y (3.4) se tiene que
_ 2 ) 2 2
V= o, IM+ca IaeJm:+oB Dum'j)
Al escribir
JMj = ijl Ty e
b
a x
V=@ V
A=1

Tenemos entonces que

a
2 2 2
V= Lgl 07 1619, 187nctog (1ujx11(1)11xm.j]

il

(4.5)

(4.6)

(4.7)
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a
_ 2
- 1;91 [V +og TR LR (4.8)
donde
2 2
v, = o, 1,.+9% lafajni'

Al aplicar nuevamente el resultado obtenido en (4.4) en
(4.8) se obtiene la inversa de la V asociada al modelo je-
rirquico de dos factores, sin pérdida de generalidad podemos
afirmar que este procedimiento es aplicado en el caso de es-
tructuras multijerdrquicas entre tanto cuando el modelo es cru
zado y desbalanceado no es posible presentar un algoritmo de
inversidn de la expresidn (2.5) o no, se encontrd en la litera
tura un procedimiento general para invertir V en este tipo de

informacidn.

Una aplicacidn de este procedimiento de inversidn se de-

sarrolla en el trabajo de Novoa/Lopez (1991).

Conclusiobn.

Dada la relacidn entre los subindices del modelo super-
parametrizado y las matrices I y Jb; facilitd la implementa-
cidn del procedimiento de inversidn de la matriz V, haciendo
el método mds operacional y simple frente a otros procedimien
tos como el propuesto por Henderson y Searle (1979) el cual

estd basado en los autovalores de V.
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