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Resuaen. De la matriz V de componentes de varianza asociada 
a un modelo superparametrizado con n-vías de clasificación,se 
desarrolla un procedimiento para obtener su inversa cuando la 
estructura de datos es balanceada y jerárquica desbalanceada, 
haciendo uso de productos de Kronecker de matrices idénticas 
y cuadradas de orden uno. 

Introducción. 

Los modelos de efectos mixtos, los cuales dentro del con 

texto de modelos lineales caracterizan las estructuras de com­

ponentes de varianza, tienen gran relevancia por sus múltiples 

aplicaciones especialmente en la determinación de parámetros 

genéticos e índices de selección de especies animales y/o vege 

tales. 

En este tipo de modelos es muy importante la determinación 
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de los mejores estimadores lineales no viciados o insesgados 

(iíELI) y mejores predictores lineales no viciados (BLUP), ya 

que el conocimiento de éstos nos permiten hacer inferencia y 

de esta forma tomar decisiones apropiadas. 

Sin embargo como puede verse en SEARLE (1987) tanto la 

estructura de los MELI como de los BLUP dependen del conoci­

miento de la matriz de componentes de varianza y consecuente­

mente de su inversa la cual tiene una estructura compleja de­

pendiente de la naturaleza del modelo. 

Por ello algunos trabajos han contribuido a buscar solu­

ciones generales al problema de la inversión de la matriz de 

componentes de varianza, particularmente en SEARLE y HENDERSON 

(1979) se encuentra una solución general para el caso de es­

tructuras balenceados. 

En este trabajo se presenta una metodología a partir de 

la cual se obtiene en forma rápida la inversa de la matriz de 

componentes en estructura balanceadas y no balanceadas dentro 

de un orden jerárquico. 

2. Caracterización general de los modelos mixtos. 

En esta sección se van a identificar los modelos mixtos 

y sus componentes de varianza considerando los supuestos nece­

sarios que peirmita identificar la matriz asociada a esta estnic 

tura de modelos mixtos. 

2.1. El modelo: siguiendo la notación de SEARLE (1988) se tie­

ne que: 
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y = X3 + Zu + e (2.1) 

En donde: 

^Nxi * ̂ ^ctor de observaciones 

^kxl ' ^̂'̂^̂ '̂̂  ^^ parámetros asociados a los efectos fijos 

^Nxb ' ^^^Í2 conocida asociada a los efectos fijos 

u. : Vector no observable asociado a los efectos aleatorios 

V . . . 

q = I q. ; u = iu^iu^; . . . iu^) . 

Zii^: Usualmente es una matriz de incidente asociada a los efeĉ  

tos aleatorios y en general observable. 

¿ = (2. / Z2Í . . ./Z, ) 

S/xl : Vector no observable o vector de términos de error. 

2.2. Supuestos generales. 

Partiendo del modelo (2.1) y bajo el supuesto que U = e, 

entonces la matriz U es de la forma 

U = íu',u\ u[) (2.2) 
0 1 o 

i) E{U.} =0 ^y ' 0 , 1 , . . . , S 

ii) cov(u^,ap = , 
( 2 

a . J q . , 1 = 1 ' 
A, ^A, * 

3 l i ^ V 
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• • • \ 
1 1 1 ) 

En donde 

En es te caso 

var (y') = var(X3+ Za + e) 

= Zvar(ü)Z' + Vie) + Zcov(a,e) (2.3) 

= ZPZ' +R - ZPZ'-KT^e I|y . 

V ' @ O^ lo (2.4) 
^-1 '^ >̂t: 

R = V(e). 

representa la suma directa de matrices. 

Al sustituir (2.4) en (2.3), se sigue que: 

• 2. 
var(/) =2í @ a U q ^ I ' + a ' - e J t , = I ZjZ\a'-l = V (2.5) 

1=1 1=0 

iv) cov( y;U') = E{íy-Eiy)}{u-Eiu)'} 

- \ h o ] = 2 V = C . 
l - l 

A, A. 

(2.6) 

Los resultados obtenidos en (2.3) a (2.6) son resumidos en la 

siguiente estructura general 

var 

V C R 
e v o 
R O R 

(2.7) 

3. Cálculo de la matriz Inversa de V con estructuras 

de datos balanceada. 

En esta sección se va a presentar una metodología con la 

cual se puede implementar en forma inmediata la matriz inversa 

de la estructura presentada en (2.5), aunque esta estructura dê  
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pende de las sigxiientes características generales: 

i) Si el modelo es balanceado, 

ii) Si el modelo es desbalanceado. 

ÜL) Si R es de naturaleza compleja. 

Los resultados obtenidos en este trabajo satisfacen las 

características (i) y (ii) pero teniendo en cuenta estructuras 

jerárquicas y en caso de (iii) se restringe al hecho que 

R - o^ I^ 

De la estructura de V presentada en (2.5), notemos que 

cada una de las matrices Z^ 1'. puede ser escrita en términos 

de productos Kronecker, [g] de matrices I. y J. los cuales sa­

tisfacen: 

a) I^; Matriz identidad de orden S . 

b) J¿: Matriz cuadrada de orden S con elementos todos iguales 

a uno. 

c) ̂ Al9^42^^43 • ̂ 41*2^3 

d) J A I 9 J ¿ 2 Q ^ * 3 ' ̂ ^1*2*3 

Si en el modelo (2.1) describimos una respuesta de la 

forma: 

l i k t * l ~ l f ' ' , l t j = l , . , . , J , . . . A . = l , . . . , \ 

Sea p el número de subíndices asociados a la variable respue£ 

ta, los cuales dependen de los efectos e interacciones fijos 
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p 
y aleatorios del modelo; se va a tener entonces 2 particiones 

de productos de Kronecker con matrices J . , J , , las cuales son 
s s 

resumidas en la expresión 

A - ( I J 8 I J 9 . . 0 I 7 ; I J 9 I J 9 . . 9 J 7 - ; . . ; J I 8 J J 8 J T ) 0.2) 

Definiendo ahora la función indicadora 

6 -1 
1 si aparece J^ 

O si aparece 7. . 
•4 

Se nota entonces que (3.2) puede ser reescrita de la forma 

A° = (00...0; 00...1; 11...1) (3.3) 

Caracterizado el vector A , entonces se construye el vector 

asociado con los componentes de la varianza, digamos Qjĵ p̂ 

de componentes ((9^)). 

Según el siguiente criterio 

C 2 
si existe una relación directa 
entre el subíndice del efecto y 

6 ='S la posición del cero en (3.3). 
en caso contrario. 

Con estos resultados la matriz (2.5) es reescrita de la 

forma: 

V = A* 6'* (3.4) 

En donde A representa la matriz final de permutaciones 

de tal manera que exista una relación directa entre los subín­

dices del último vector columna en la matriz T^ y la estructura 



de A siendo T el producto Kronecher de submatrices. 
r 
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^ P -

y \ 

1 0 

1 I 
^ 4 

6 

' > 
1 0 

1 J 
8.. ..8 

f \ 

1 0 

1 T 
(3 .5 ) 

En forma s i m i l a r 6 es una permutación f i n a l de 6 . 

Al hacer 

\ p = T ^ Q (3 .6 ) 

Se s igue de ( 3 . 4 ) , (3 .5 ) y (3 .6 ) que 

i;"l T - l Í - 1 A * y «= ' p ^p A . (3.7) 

Ejemplo: sea e l modelo 

•Lik - t i -tj X.jfe 
(3 .8) 

Notamos entonces que p = 3, y considerando solo el efec­

to de la media como no aleatorio de (3.2) se sigue que: 

A= ( I je i ja i^ ; i i 0 i j0 i^ ; . . . ; J j0 J j0J^ ) (3 .9 ) 

Entonces 

A = [ J j 0 J j 0 V J I 0 J J 0 V - . . . ; I J 0 I J 8 I K ] 

^Ijk "̂ Ij B j OL, 

A' = [ooo, 001,010, 100, l io , 101, 011,111] 

Así : 
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e = [Og. ; a .0,00,0^ ; o^ ;0] 

e* = [o.O.a^ ; 0;a^ ,0,a^ ; o^ ] 

El vector de componentes de varianza asociado al modelo (3.8) 
* 

es 6 ; y, entonces la matriz (2.5) es de la forma 

1/ = A'e* = I j j^ .2 ^ j ^ ^ ^ ^2 ^j^gj^^2 + j ^ 0 i ^ ^ 2 

Y de (3.6) se sigue que: 

X' = [af; a^ +Ka ;̂ o^i a^ +Kâ  +JKa^; â  ; a^ +Kâ  •• e e Y e e Y o' e ' e Y 

+ JKâ  ;a^ ;a^ +Kâ  +JKa^ +JKa^ ] . 
6 e e Y a 6 

Obteniendo finalmente de (3.7) 

o2 
ra I QJ. 

iol +Ko^ ) ío¡ +Kô  +JKa^ ) ^ '̂̂  

- - 2 2 - ^ S 2 2 — ^I 0^J 9̂ K 
io^+Ko^ )ia¡+Ka^ + JKal) 

% erg [(g^+^g^) + iol+Kop + J % + T^qg)] 
2 2 2 2 2 7 2 2 2 2 2 2 l i l i ' 

io¿H:a^+ÍKap io^+Kop io¿^Ko^+JKap ía¡+KopJKa^+JKop -̂"̂  

Obsérvese en el resultado anterior que: 
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S i í C = l y Y = O t se i d e n t i f i c a en forma inmediata e l modelo 

de dos v í a s s i n i n t e r a c c i ó n donde sólo e l e fec to de l a media 

es considerado como f i j o . 

4. Cálculo de la matriz Inversa de componentes de varianza 
con estructuras jerárquicas desbalanceadas. 

En esta sección, se va a presentar un algoritmo el cual 

permite obtener la estructura de la matriz inversa cuando la 

información se ajusta a un modelo jerárquico desbalanceado, 

por facilidad de comprensión se hace uso de dos modelos sim­

ples y encima de ellos se presenta el resultado propuesto: 

Sea el modelo 

Y. . = \ \ + a i + Cjjj^ 1 = 1 . . . a ; j = l . . . n l 

de tal manera que 

N ' I n i 
l ' l 

de (2.5) y (3.4) se sigue que 

V'OIJN +ol Î  8 V - nal V +«« V) (*• 1) 

De donde V i t ): Matriz diagonal con elementos en la diagonal 

principal iguales a t . 

Se puede observar también que la forma presentada en 

(4.1) puede ser reescrita en la forma de sumas directas como: 

donde 1(1) = 1. 
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- ® 1/y . (4.3) 

De Hernderson y Searle (1981) y Searle (1982) se obtiene que: 

ÍA+UBV)~^ "A"^ -A"^ UiJ +BVA~^ U^ 'hvA'^ (4.4) 

Que al ser sustituido en (4.2) obtenemos la estructura de la 

matriz inversa como 

^ ' = .® 2,2' . 2 ,2 ^4 ^ni*-^<^i4 )-°a V ^ (̂-5) 
A.=l a^ ía^ +nAX3̂  ) 

Si ahora tenemos e l modelo 

y.•:,.= \ i + o . / + B . f ' ^ + £ . ' u 1 = 1. . . a ; j = l . . . , b 'tife -t *^jii) A.jk •* 

k = l , . . . , n ^ j 

De (2.5) y (3.4) se t iene que 

V = ol J^+o¡ TaBJ^^4 ViJ^j) (4.6) 

Al e sc r ib i r 

• 'nlj " ^nljxl ^^^^^ixnlj 

a » 
V ' ^ V . . 

1 = 1 ^ 

Tenemos entonces que 

" .2 
" • i l t< '«î cí '«ê ftcS <Vyxii»'iW <*•" 
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"" 2 
l ^ ^ " - 4 <Vyxiia)lixn¿y] C4.8) 

donde 

V. ' o^ l„.+a« 1^8J • x. e nA. a a ^ nA, 

Al aplicar nuevamente el resultado obtenido en (4.4) en 

(4.8) se obtiene la inversa de la V asociada al modelo je­

rárquico de dos factores, sin pérdida de generalidad podemos 

afirmar que este procedimiento es aplicado en el caso de es­

tructuras multijerárquicas entre tanto cuando el modelo es cru 

zado y desbalanceado no es posible presentar un algoritmo de 

inversión de la expresión (2.5) o no, se encontró en la liter£ 

tura un procedimiento general para invertir V en este tipo de 

información. 

Una aplicación de este procedimiento de inversión se de­

sarrolla en el trabajo de Novoa/López (1991). 

Conclusión. 

Dada la relación entre los subíndices del modelo super­

parametrizado y las matrices I¿ y -̂ ¿í facilitó la implementa­

ción del procedimiento de inversión de la matriz V, haciendo 

el método más operacional y simple frente a otros procedimien 

tos como el propuesto por Henderson y Searle (1979) el cual 

está basado en los autovalores de V. 
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