80

Revista Colombiana de Estadistica
NZ2a 19-20, junio-diciembre 1989

TEORIA DE RACHAS

Jimmy A, Conrzo S.

Profesor Asistente
Departamento de Matem3ticas y Estadistica
Universidad Nacional de Colombia

Resumen. Una sucesién de uno o més simbolos idénticos segui-
dos o precedidos por uno o mds simbolos diferentes o por nin-
glin simbolo se llama una racha Gibbons (1971). En (1.9) se da
una definicidén formal de racha.

En este articulo se define un proceso estoclstico cuyas
variables aleatorias indican el nfimero de rachas hasta cada
elemento en un arreglo de un nimmero fijo de simbolos de dos
clases. Este proceso se le llama aqui Proceso de Rachas. Para
cada variable aleatoria se da la distribucidn exacta, se cal-
cula su valor esperado y su varianza y se da la covarianza en
tre cualquier par de variables del proceso. Finalmente se de-
muestra que con una adecuada normalizacidn, el proceso de ra-
chas es una submartingala.

1. Definiciones, notaci6n y relacién entre Rachas
y Rangos.

Sean X;, £ =1,...,mymtl,...,N, N =mtn, mn=1,2, ..
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variables aleatorias (v.a's) independientes definidas sobre un
espacio de probabilidad (R',A',P'), con funcidén de distribu-
cidn continua F(x) = P'(X < X). Entonces el vector X = (Xl,...
X X XN) esta definido sobre el espacio producto

mmel’ "0
(Q,A,p), donde Q o Q'xco-xﬂ', A = A'G--.GA', P - P'@-.- Gp'-

La transicién al correspondiente vector de estadisticas

de orden X = (xl;N""’XN;N) implica la aplicacién

(1.1) : @,AP — &8y P

donde RN = { (xl e ..,xN N) c:RN: X N< <x.N N} BN,< es la

0-3lgebra de los conjuntos de Borel enIR y P es la medida in-

ducida por X en BN <"

A través del vector € = (1,...,1,0,...,0) quedan repre-
sentadas las primeras m v.a's con m unos y las segundas n v.a's
con M ceros. Sea Cm,n el conjunto de todos los arreglos di:tin—
guibles de los elementos de €. Entonces con la aplicacidn X es-

ta dado un segundo vector aleatorio.

(1.2) n: @AP) — (€, . P ).P)

cuya f-&sima componente indica si la j-&sima estadistica de or
den xj'N corresponde a una de las primeras m v.a's (nj =1) o
3

a una de las segundas m v.a's (nj = 0).

Se definen el rango R; de la {-8sima observacidn y el
antirango Dj de la j-@sima estadistica de orden a través del

las ecuaciones

(1-3) X;(‘,axR‘(:;N' A = 1,--',N
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(1.4) Xp. = X,

J j;N j - 1,--.,N.

De las definiciones (1.3) y (1.4) se concluye la identidad
(1'5) DR»L’=1” 'é’l,-l-’No

> >
Si}=x, x:RNyn=c, csznentoncesX=x, XERNy
L
X; = Xp..- Por lo tanto el par (X,n) es una estadistica su-
A s

ficiente para la familia de posibles distribuciones de X.

El evento (Dj = k) significa que Xk es la j-&sima v.a.

mi3s pequefia del vector X. El evento
(1.6) A.=(1<D,.<sm

significa que xj'N es una de las primeras m v.a's. y su com-
>

plemento

c
1.7 A.=(m1 <D. <N
(1.7) i ( F )

indica que xj'N es una de las Gltimas n v.a's. Entonces para
’

la j-&sima componente del vector N se cumple lo siguiente:

1 we A,
(1.8) n W = A
0 weE Aj .

A la representacidn de las estadisticas de orden por me-
dio de unos y ceros en las componentes del vector n se le deno
mina dicotomizacidon y a la sucesidn Nyse-esMys se le llama la

muestra dicotomizada.

La muestra dicotomizada tiene la siguiente estructura



(1.9) Ny =e-e=Npy # 0Ly =.-.=nLl+L2*~-#0L1+L2+..,,.L,LN_1+1=
see= nL1+...+LHN *

en la cual hay Y > 2 grupos de unos y ceros. Cada uno de estos
grupos se denomina una racha y el nimero de elementos en la
{-&sima racha Lj’ {= 1,...,n~ se 1lama longitud de la racha.
AN es el nimero total de rachas en la muestra dicotomizada.

Obviamente Ay Y Lj’ {= 1,...,&N son v.a's,

OBSERVACION 1. Esta definicidn de rachas y longitud de las
rachas es una adaptacidn de la definicidn de empates (ties) da
da por Hijek (1967), p.119.

OBSERVACION 2. Notese que una racha queda completamente ca-
racterizada cuando se especifica su posicidn dentro de la mues
tra dicotomizada, su longitud, y la clase de simbolos que re-

presenta.

A continuacidn se definen las v.a's contadores. Sean
Il(w) = 1 para todo we ) e

C (&

nAj}
(1.10) Ij(w) =

c c 0
0 wE:{Aj_lnAj}U{Aj_lﬂA-}, j=2,-..N.

b
De (1.8) y (1.10) se deduce que
1 ”j-1(“) # nj(w)

(1.11) Ij(m) =
0 nj_l(w) = nj(m)
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Se define el nimero de rachas hasta el j-&simo elemento de la

muestra dicotomizada por medio de la v.a.

- = I " L
"5(“’) kgl k(w) =1, ,N
(1.12) {
=1+ 1, (w) §=2,...,N.
=2 *

OBSERVACION 3. En particular si las primeras m v.a's. del
vector X son una muestra de una poblacidn con distribucidn Fl
y las segundas n son una muestra de una poblacidn con distribu
cidn Fz, entonces para § = N, nN es el nGmero total de rachas
en la muestra combinada dicotomizada y corresponde a la estadis
tica de prueba propuesta por Wald y Wolfowitz (1940) para la
prueba de la hipdtesis de que las dos muestras provienen de la
misma poblacidn, contra la alternativa general de que &stas pro

vienen de poblaciones distintas.

OBSERVACION 4. la sucesidn {)LJ-, §=1,...,N} es una genera-
lizacidn de la estadistica propuesta por Wald y Wolfowitz (1940)
puesto que genera no solamente el nimero total de rachas en la
muestra dicotomizada sino también el niimero de rachas hasta ca-

da elemento de &sta.

OBSERVACION 5. Gibbons (1971) presenta una definicifn simi-
lar a (1.12) para el nimero total de rachas hN en la muestra
combinada dicotomizada, pero no define los contadores Ik’

k=1,...,N a través de los antirangos.

En seguida se establece una relacifén entre rachas y ran-

gos. Para esto es necesario definir las v.a's. Aj’ nj, Ij y nj

§=1,...,N con los subindices aleatorios Ri es decir definir
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las v.a's. AR£, nni, IRi Y MR L=1,...,N,
De la identidad (1.5) se obtiene
Ag. = ces
R; {1,...,m}
A‘,"Q-{ml....,u} L=1,...,N

y por lo tanto 1 £=1,000ym

nR. =
4 0 4L =m1,...,N,

lo cual a su vez implica
€ = (NRys«--sTRY)

En analogia con (1.9) se pueden definir las v.a's. con-

tadoras con subindices aleatorios de la siguiente manera:

1 n # N,
Ip, = Rt kL

4 =

con la condicidn de que IRL = 1 cuando Xi'= min{Xl,...,XN}.

Entonces de acuerdo con (1.12) y (1.13) se puede definir

el nimero de rachas hasta la v.a. Xi asi

(1.14) o= I Ig. 4L=1,...,N.
,LR'(‘ {k:RkQR‘:} 4

En particular si RL = N es porque Xi = méx{Xl,...,XN} y
por esto se puede interpretar a 7y como el niimero de rachas

hasta la v.a. méx{Xl,...,XN}. En general ndtese que “RL se
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puede interpretar como el nimero de rachas hasta la v.a. que se

encuentra en la posicidn Ri en la sucesidn Xl,...,XN.

2. Distribucién y momentos de las Rachas.

La deduccidén de la distribucidn de aj para cada § fijo,
§=1,...,N estd basada practicamente en el mismo argumento
que utilizaron Wald y Wolfowitz (1940) para la deduccidn de la

distribucidn del niimero total de rachas nN.

Sean { fijo con § = 1,...,N y K el niimero de unos que so
bran en la muestra dicotomizada nl,...,nN después de eliminar
sus {ltimos N-j elementos. Entonces K es una v.a. con valores
1,...,v, donde V = min{m, f} y tiene distribucidn hipergeométri
ca es decir:

R=1,...,v

Pk=hy = f=1,...,N-1.

Para § fijo, aj es el niimero total de rachas en la subsucesidn
Al,...,nj que queda después de eliminar los filtimos N-j ele-

mentos de N;,...,Ny. Entonces de la distribucidn del niimero to
tal de rachas calculadas por Wald y Wolfowitz (1940) se puede

calcular la siguiente probabilidad condicional:

&)

(k-l](j—k-l k-l][j-k-l]
P(r; =2h+1/K=h) = njLh-1 Ji-1) L b h

(£)

2[&-1][;—&-1]
Puj=ﬂdK=m o _th=1]{ k-1 h=1,...,m

0,..,m-1
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Usando la fdérmula de Bayes y estas dos probabilidades

condicionales se concluye que

v
(2.1) P(nj-=2h) ] P .=2h/K-k)P(K=k)
1

2 ¥ 2D GRS (R (%)
= ({0

Il e~ Fﬁ"

k- k-1
(2.2) P(aj=2h+1) § [ h ][jh 1 )
k

En particular cuando § = N se tiene V = m y en consecuen
cia P(K =m) = 1. Es decir que en (2.1) y (2.2) solo queda el
sumando para R = m que es la distribucidn del nimero total de

rachas en la muestra dicotomizada.

De las férmulas (2.1) y (2.2) se pueden calcular direc-
tamente los momentos y las covarianzas entre las nj, i=1,..
..,N pero esto resulta engorroso. Una manera mucho mids simple
de hacerlo es a través de la definicidn (1.12) y su relacidn
con (1.10).

Después de algunos elementales pero laboriosos cilculos
que se hacen a través de la distribucidn de los antirrangos,
se obtienen las siguientes fdrmulas para el valor esperado, la

varianza y Covarianza, Corzo (1990).

2mn
N(N-1)

(2.3) E(nj) =1+ (5-1)
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g ]
(2.4) Var(n,) = Var[ 11 ) = ) var(l,))+ ) Cov(Tp »
I k=2 & k=2 2 Zskl;‘h2<j -k
(0 f=N=2
% g =23 N=3
n‘ 2mn

. 2mn : 4mn

. . (m=-1)(n-1) mn y
| 2672 U'”((N-z) (N-3) -N(N—l)} » 24N
N >4

Conv(ni?nj) E(nxnj)-E(ai)E(nj)

Gy (m-1) (n-1)

=Sty + {62240 1) (=Dl R S R b

tm*n?

- (1) (f=1) ——
(-1 (4-1) NE(N-1)2

Tomando § = N en las fdrmulas (2.3) y (2.4) se obtienen
las formulas conocidas para el valor esperado y la varianza
del nimero total de rachas en la muestra dicotomizada obteni-

dos por Wald y Wolfowitz en (1940).

3. Estructura de Submartingala del Proceso de Rachas

En este pardgrafo se adapta el proceso de rachas
{(nj, §=1,...,N), N>2} a una sucesidn de g-dlgebras con res-
pecto a la cual &ste, adecuadamente normalizado, es una submar

tingala.
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Para poner en evidencia la obvia dependencia de N de las

v.a's. nj, Ij’ nj, §=1,...,N definidas en (1.8), (1.10) y
(1.12) se utilizard la notacidn nN,j’ IN,j’ nN,j, §=1,...,N

respectivamente.

Sean TN’I = {¢,n}, TN,j--a(nN’l,oo.,nN’j-)’ j = 2’.‘.’~’

O‘(IN’I'QUO’IN'J') y o(’(n’l,ouo,,‘N,j)’ j = l’.."N > 138 o_algg
bras generadas por las v.a's. indicadas entre los paréntesis

respectivamente.

Entonces de (1.8), (1.11) y (1.12) se deduce que
(3. l) TN,j L] O(IN’I,.o.,IN,j) - O(KN'I,-o-,"-N'j) j'l, aes ,N.

lo tant - dibl t T,, . para tod
? por lo tanto nN,j es medible respecto a N,j para o}
f=1,...,N.

Ademds por definicidn de T~ i §=1,...,N, es valida la
1]

relacidon

(3.2). TN,IE TN,2="'5TN,NEA‘

Por otra parte de (1.12) N j se puede escribir también
?
como nN,j = nN,j-1'+IN,j . Entonces por la medibilidad de

Ny § respecto a TN 47 §f=1,...,N y como IN > 0 para todo
’ ?

5
{i=2,...,N se concluye que

(3'3) E()IN’J'/TN’j_l) = ".N’J--l +E(I~’j/TN,j"l)
2y j-1 {=2,...,N, casi seguro (c.s.)

En consecuencia, si se demuestra que una normalizacidn



90

de AN .4 digamos RN {f=1,...,N t1ene valor esperado finito pa

ra todo N, entonces la sucesidn {(nN e TN,j’ i=1,...,N),

N > 2} es una sucesién de submartingalas.

- - - - - *
A continuacidn se define la sucesidn normalizada AN i’
]

Sean
(3.4) s2.8%.
] 2
2 2mn ( 2mn—-m-n) N>3
S, = Var(n,) =
N & K1)
y
. .
3.5 . (= 1,0e.,
(3.5) Wit A LN N2
De (3.4) y (3.5) sigue
E(ny ) ’%
(3.6) E(r, ,) = le, (1 +E(1,))

1
E("-N’l)=ms~9 N>3

y como 0 < MN’ls...sﬂN N también vale
’

1 2
< +
TSy | NSy

§=1,...,N, N 22

m
Sean N = nw-+nN, Mys My = et poony $F limNinf ﬁ£-= 0. una cons-
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tante positiva. Entonces para Si como en (3.4) vale lo siguien

te:

3.8 11
: - mNi: JN‘SN Moo

_ _ Y
=  lim [ ( “)(““1 #‘- : ] -0
2mNn~(2a —-ﬁﬁa- -'W

Ademis

2eyny VIR ((1~a)(1+a—)}w-]55

NSy my(lte) (oo 1 Lo 4
ny N

1
[2a(1+u-m ]*i

(14+a) (20~ ,,Lw—az- %W
de aqui se deduce que
(3.9) lim ZﬂwnN =]
m o NN Sy
N
Por lo tanto de (3.6) - (3.9)
(3.10) E(ny PRIV ER RSN F %

De (3.3) y (3.10) y como ﬂN . es medible con reepecto a TN j
3
para todo §f = 1,...,N, N > 2 se concluye que (HN 4 TN T
j=1,...,N es una submartingala. A la sucesidn doble
{(ﬂN ,j N 5 §=1,...,N), N > 2} se le llama una sucesidn

de submattlngalas.

Por (3.6)~(3.9) y puesto que ”N 20, §=1,...,N se

tiene también
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*
(3.11) lim E(AN ) < ®

mN 00 )
y consecuentemente, por el teorema de convergencia de submartin
galas (Doob (1959), teorema VII 4.1) existe una v.a. Z tal que

*

(3.12) 1lim AN , = 7 (c.s.)

mN -+ 00 %)
y ademis

%
E(Z) €« 1im E(n, ;) <=.
s Mo

Conclusiones.

La sucesidn {nj, §=1,...,N} no solamente es una genera-
lizacién de la estadistica propuesta por Wald y Wolfowitz (1940)
8ino que es por si misma una contribucién a la teorfa de rachas,
puesto que a través de esta queda representada cada una de las
variables aleatorias Xl,...,XN por el nimero de rachas hasta
cada una de ellas como se puede concluir de (1.14). Es decir,
dentro de la clase de las estadisticas en rachas, el vector
(nl,...,nN) desempefia un papel equivalente al vector de rangos

(Rl""’RN) dentro de las estadisticas basadas en rangos.

En 1954 Mood demostrd que para muestras de poblacidn Nor-
mal, la prueba propuesta por Wald y Wolfowitz en 1940, compara-
da con las conocidas propuestas t-Student y F-Fisher para alter
nativas de localizacidn y escala respectivamente, tiene eficien
cia asintStica relativa igual a cero (véase Mood (1954)). Este
resultado no es sorprendente si se observa que la prueba pro-
puesta por Wald y Wolfowitz (1940) esta basada solamente en el

nimero total de rachas ny ( es decir el niimero de rachas hasta
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el m&x{Xl,...,Xn} sin tener en cuenta la informacidn conteni-

da en las restantes N-1 estadisticas de rachas nl,...,aN_l.
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