
80 

Revista Colombiana de Estadística 
N-s 19-10, junlo-dlciembre 1989 

TEORÍA DE RACHAS 

Jlmny A. Corzo S. 

Profesor Asistente 
Departamento de Matemáticas y Estadística 

Universidad Nacional de Colombia 

Resumen. Una sucesión de uno o más símbolos idénticos segui­
dos o precedidos por uno o más símbolos diferentes o por nin­
gún sSmbolo se llama una racha Gibbons (1971). En (1.9) se da 
una definición foi'raal de racha. 

En este artículo se define un proceso estocástico cuyas 
variables aleatorias indican el número de rachas hasta cada 
elemento en un arreglo de un número fijo de símbolos de dos 
clases. Este proceso se le llama aquí Proceso de Rachas. Para 
cada variable aleatoria se da la distribución exacta, se cal­
cula su valor esperado y su varianza y se da la covarianza en_ 
tre c\ialquier par de variables del proceso. Finalmente se de­
muestra que con una adecuada normalización, el proceso de ra­
chas es una submartíngala. 

1. Definiciones, notación y relación entre Rachas 

y Rangos. 

Sean X/, .¿ = 1 m , m + l , . . . , N , N 'm+n , m,n=l ,2 , . . . 
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variables aleatorias (v.a*s) independientes definidas sobre un 

espacio de probabilidad (Q',A',P'), con función de distribu­

ción continua F(x) = P ' iX 4 X) . Entonces el vector X = (X,,... 
X ,X^. ,...,Xi|) esta definido sobre el espacio producto 

(fi,A,P), donde íí = íl'ít. ..xfi», A = A' ® ...0A', P ' P ' 9 . . . 9 P ' . 

La transición al correspondiente vector de estadísticas 

de orden X = (•'̂i .ju». •• ••'̂ i/.u) iii?>lica la aplicación 

(1.1) t : (ÍJ,A,P) -* í¿¡,,Bf^^^,h 

donde IR̂  = { (X^^^,....x^.^)«:»^: X^^^<.. .<x^.^, } , B^^^ es la 
N "*• o-álgebra de los conjuntos de Borel en B. y P es la medida in-

- * • ^ 

dueida por X en By . 

A través del vector e = (1,...,1,0,...,0) quedan repre­

sentadas las primeras m v.a's con m unos y las segundas n v.a'a 

con rt ceros. Sea C„ „ el conjunto de todos los arreglos distin-m,rt -̂  •* ^ ^ 
guibles de los elementos de C. Entonces con la aplicación X es­

tá dado un segundo vector aleatorio. 

(1.2) n:(M.P)-(C^,,,í'(C^^^),1J) 

cuya y-ésima componente indica si la j'-ésima estadística de o_r 

den X.,,̂  corresponde a tina de las primeras m v.a's (r| • » 1) o 
a una de las segundas m v.a's (r| • » 0). 

Se definen el rango R : de la ^-ésima observación y el 

antirango V • de la j-ésima estadística de orden a través del 

las ecuaciones 

(1.3) A. ' 'TJ ̂.Uí I *" 1,...," 
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(1.4) ^^j'^jiN ^ ' ^ •̂ 

De las definiciones (1.3) y (1.4) se concluye la identidad 

(1.5) V^y = I , I = 1 , . . . , N . 

Si X = X, X e: K y n = C, C e C^ . entonces X = x, X e H y 
•' m,n_̂  

X. = Xo ,.j^. Por lo tanto el par (X,ri) es una estadistica su­

ficiente para la familia de posibles distribuciones de X. 

El evento ÍV . = fe) significa que X, es la j-ésima v.a. 

más pequeña del vector X. El evento 

(1.6) A . = í l < V . 4 m) 
i i 

significa que X - y , es una de las primeras m v.a's. y su com­

plemento 

(1.7) A^ = ím+1 $ V. 4 N) 

indica que X .^j^ es una de las últimas rt v.a's. Entonces para 

la j'-ésima componente del vector n se cunóle lo siguiente: 

1 ü) e A, 
(1.8) 

A la representación de las estadísticas de orden por me­

dio de unos y ceros en las componentes del vector r| se le deno 

mina dicotomización y a la sucesión r|i>...>nii» se le llama la 

muestra dicotomizada. 

La muestra dicotomizada tiene la siguiente estructura 
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(1.9) Tij =.--=nLi '/ TlL̂ +i "•••"̂ l-i+i.2''*"'*̂ '-l+'-2+-'<'̂ %-l+l" 

•••= ^ L ^ + ' - ' - ^ L j ^ ' 

en la cual hay r.t, ^ 2 grupos de unos y ceros. Cada uno de estos 

grupos se denomina una racha y el número de elementos en la 

j'-ésima racha L-, j = l , . . . , r j . se llama longitud de la racha. 

rt , es el número total de rachas en la muestra dicotomizada. 

Obviamente r^ y L-, j = l , . . . , r f . son v.a's. 

OBSERVACIÓN 1. Esta definición de rachas y longitud de las 

rachas es una adaptación de la definición de empates (ties) dâ  

da por Hájek (1967), p.ll9. 

0BSERV2VCI0N 2. Nótese que una racha queda completamente ca­

racterizada cuando se especifica su posición dentro de la mue£ 

tra dicotomizada, su longitud, y la clase de símbolos que re­

presenta. 

A continuación se definen las v.a's contadores. Sean 

Ij(a)) = 1 para todo wc: Í2 e 

(1.10) Iy(a)) 

{Â . , n A .} j-1 j ' íl o¡B:{A..^n/^.}\J 

I.-(a)) = < 

O a)e{A._jnA.}U{A^._jnAy}, j' = 2,.-N. 

De (1.8) y (1.10) se deduce que 

(1.11) Iy(ü)) 

1 n; ,(w) ?* n;(w) 

O n;j(w) = n;(w) . 
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Se define el número de rachas hasta el j'-ésimo elemento de la 

muestra dicotomizada por medio de la v.a. 

r-itti) ' I Î (ü)) j'-l,...,W 
^ fe=l '̂  

(1.12) -i JM j'-2 N , 
k'2 ^ 

OBSERVACIÓN 3. En particular si las primeras m v.a's. del 

vector X son una muestra de una población con distribución F̂  

y las segundas rt son una muestra de una población con distrib^ 

ción F., entonces para j = N, r^. es el número total de rachas 

en la muestra combinada dicotomizada y corresponde a la estadi^ 

tica de prueba propuesta por Wald y Wolfowitz (1940) para la 

prueba de la hipótesis de que las dos muestras provienen de la 

misma población, contra la alternativa general de que éstas pr£ 

vienen de poblaciones distintas. 

OBSERVACIÓN 4. La sucesión {r- , j = 1 f̂} es una genera­

lización de la estadística propuesta por Wald y Wolfowitz (1940) 

puesto que genera no solamente el número total de rachas en la 

muestra dicotomizada sino también el número de rachas hasta ca­

da elemento de ésta. 

OBSERVACIÓN 5. Gibbons (1971) presenta una definición simi­

lar a (1.12) para el número total de rachas -̂ u en la muestra 

combinada dicotomizada, pero no define los contadores 7. , 

k = 1 , . . . , N a través de los antirangos. 

En seguida se establece una relación entre rachas y ran­

gos. Para esto es necesario definir las v.a's. A?, ri -, I; y r : 
i J i i 

j = 1 , . . . , N con los subíndices aleatorios R . ea decir definir 
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las v.a's. Ajj^, TiR̂ , IR ^ y Ajj^, 1 = 1 , . . . , N . 

De la identidad (1.5) se obtiene 

Ajj. - {1,... ,m} 

Ajj. - {wfl N] I ' 1 , , . . , N 

y por lo tanto f̂  ^ ^ ^ ^ 

^ IO .¿ - »H-1,...,N , 

lo cual a su vez implica 

e - (nRi,....nR|y). 

En analogía con (1.9) se pueden definir las v.a's. con­

tadoras con subíndices aleatorios de la siguiente manera: 

1 '̂ R.-l ^ "^U 
^R: ' \ ^ 
ĉ ,0 ^R^-i-^R^ 

con la condición dé que I R , - 1 cuando X . = mín{X.,.. .,Xjj}. 

Entonces de acuerdo con (1.12) y (1.13) se puede definir 

el número de rachas hasta la v.a. X . así 

(1.14) AR - I IR. -t - 1 , . . . , N . 
^ {fe--Rfe<R¿> ^ 

En particular si R - » W es porque X . = máx{X.,...,X^^ y 

por esto se puede interpretar a AJL. como el número de rachas 

hasta la v.a. máx{X.,.. .,Xj^}. En general nótese que /IR. se 
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puede interpretar como el número de rachas hasta la v.a. que se 

encuentra en la posición R- en la sucesión X. ,...,Xj^. 

2. Distribución y momentos de las Rachas. 

La deducción de la distribución de r - para cada j fijo, 

j ' 1 , . . . , N está basada prácticamente en el mismo argumento 

que utilizaron Wald y Wolfowitz (1940) para la deducción de la 

distribución del número total de rachas r^,. 

Sean j fijo con j ' 1 , . . . , N y K e l número de unos que so 

bran en la muestra dicotomizada n.,...,n|Li después de eliminar 

sus últimos N - j elementos. Entonces K es una v.a. con valores 

1,...,V, donde V = nin{»i,j'} y tiene distribución hipergeométr^ 

ca es decir: 

ífe ] fj-j fe-l,...,v 
PíK' l^ 

N 1, ... ,W-1 . 

Para j fijo, r . es el número total de rachas en la subsucesión 

r . . , . . . , r . que queda después de eliminar los últimos N - j ele­

mentos de rii,...>nif. Entonces de la distribución del número t£ 

tal de rachas calculadas por Wald y Wolfowitz (1940) se puede 

calcular la siguiente probabilidad condicional: 

Pír.=2h/K = k) ^jY 

[ í ] 
h = l , . . . , m 

,M(MtllM Pír.=2h+1/K = k) = \ " í \ " / (^" ^^v " ^ ;i=0,. . ,m-l 

i i) 
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Usando la fórmula de Bayes y estas dos probabilidades 

condicionales se concluye que 

V 

(2.1) Pir-=2h) = I Pir.=2h/K'k)PiK=k) 

(2 25 ?u -2(.+n = y l'. 'llVlTU-ll /llfellAl 
(2.2) P(*^. 2h+l) ^ l ^ j^^j j ^ ^ 

En particular cuando j = N s e tiene V = m y en consecueri 

cia P(K = m) = 1. Es decir que en (2.1) y (2.2) solo queda el 

sumando para k = m que es la distribución del número total de 

rachas en la muestra dicotomizada. 

De las fórmulas (2.1) y (2.2) se pueden calcular direc­

tamente los momentos y las t:ovarianzas entre las r . , j = 1,.. 

. . , N pero esto resulta engorroso. Una manera mucho más simple 

de hacerlo es a través de la definición (1.12) y su relación 

con (1.10). 

Después de algunos elementales pero laboriosos cálculos 

que se hacen a través de la distribución de los antirrangos, 

se obtienen las siguientes fórmulas para el valor esperado, la 

varianza y Covarianza, Corzo (1990). 

(2.3) Eir.) = 1 + ij-1) ^"- j = 1,...N. 
j ^ N(W-l) ^ 
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(2.4) Varir y) = Var 
^ ^k'2 

(O 

í ^ \ 

'•fe-2 '^J ¿ "'"̂ '%.¿.,<y"'"̂ -̂ ^ 

j = W - 2 

j » 2,3, N ' 3 2 
9 ' 

* " ' - o - - » | i - ^ l . 

W^4 

Convíry,ry) Eír.r.)-Eírj)Eir.) 
A. J A. J 

4Hirt(m-l)(w-l) 

- ( .¿- i ) ( j - i ) 4m'rt' 

N^íN-iy 
2 4 I 4 J 4 N , W >4 . 

Tomando j = N en las fórmulas (2.3) y (2.4) se obtienen 

las fórmulas conocidas para el valor esperado y la varianza 

del número total de rachas en la muestra dicotomizada obteni­

dos por Wald y Wolfowitz en (1940). 

3. Es t r uc tu ra de Submart lngala del Proceso de Rachas 

En e s t e parágrafo se adapta e l proceso de rachas 

{ i r - , j = l , . . . , N ) , W ^2} a una suces ión de a - á l g e b r a s con r e s ­

pec to a l a cua l é s t e , adecuadamente normal izado, es una subma^ 

t í n g a l a . 
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Para poner en evidencia la obvia dependencia de N de las 

v.a's. n.-» J j t r . , j ' 1,...,N definidas en (1.8), (1.10) y 
J J J 

(1.12) se utilizará la notación Titi •, I ti -, /u. ., j' - 1,...,N 

respectivamente. 

Sean Tĵ^ ̂  • {̂ ,12}, 7|̂  /"^^^N i»«"»^u ;)» i " 2,...,M, 

^^^N,i'***'^Af,j^ y o(^^l»«««»\ ;)» y - 1,...,N , las a-álge 

bras generadaa por laa v.a's. indicadas entre los parénteais 

respec tivamente. 

Entonces de (1.8), (1.11) y (1.12) se deduce que 

(3.1) 7̂ ^ . - aiJf^ j,...,I|^ .) • a i r ^ i ' " ' * % j ^ j-l,.-,N. 

y por lo tanto A., . es medible respecto a 7., . para todo 
N,j N,j 

j " 1,...,N. 

Además por definición de T^ ., j ' 1,...,N, es válida la 

relación 

(3.2). *^N,iS •'•J^^2=*--S'''N,NSA. 

Por otra parte de (1.12) /L, • se puede escribir también 

como r ¡ . j " r^. ;_i +Iu ; • Entonces por la medibilidad de 

r^j j respecto a 7^ ., j' - 1,...,W y como !•. > > O para todo 
N,j N,j n,j 

j • 2,...,W se concluye que 

(3.3) ^ ( % j / \ j - l ^ - Vj-1 +E(Iw,y/T̂ ŷ.i) 

^ "V i- l ^ " 2, ...,N, casi seguro (cs.) 

En consecuencia, si se demuestra que una normalización 
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JC 

de rfj y digamos r^, • j = 1 , . . . , N tiene valor esperado finito p£ 
»j * j * 

ra todo W, entonces la sucesión {(-tii ;» T̂ u ;» j = 1,...,W), 

N ^ 2} es una sucesión de submartingalas. 

. . . . * 
A continuación se define la sucesión normalizada r^. ., 

Sean 

(3 .4 ) S^ ' S^ ' 1 
1 2 

«2 . v^r-ff, \ . 2irw(2mrt-m-rt) N ^ 3 

y 

^̂ •'̂  \ y " ^ ' ^ ' ' ' ^ "̂"̂  

De (3.4) y (3.5) sigue 

(3.6) ^í*2,2' - - j f <1+Eíl2" 

'^x^'-Win- " *̂  
y como O 4 /L, . ^ . . . ^ / u . |y también v a l e 

''-'^ '^\j^'7hü^'^^''-'^Ñm)^ 

< 1 . -^ 2 y . JL W, N > 2 

rm/ 
Sean N = "Vi+*ii/» '"u» n*. = 1,2 y l im in f TT" = Ot una cons-
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tante positiva. Entonces para S^, como en (3.4) vale lo siguien 

te: 

(3.8) lim ^ - lim 
ITIjrtoo vN Sf^ l'̂ l̂ -H» 

-a) ( l -Kx- t^ )^ (l-a)(l-Kx-HJ7 \ 

l2n^rt^(2a-p^a--¿) i 
N "N 

Además 

^ n n ^ /2»y,/rt) '̂ C ( l - a ) ( l 4 a - jq^ ^ Í 

W.^ St¡ ' nn,(l4xx) 

f( l-a)(l4q-Tt]y-| 

«w "W 

1 , 
r 2a (1+ o - m r r ^ ' s 

1 2 a I (1-Kx)(2a-
' ^ my 

de aquí se deduce que 

(3.9) lim Í M L . I 
m^.^ N^/fTs^ 

Por lo tanto de (3.6) - (3.9) 

(3.10) E(^,^ y) < " , j ' 1 , . . . ,N, N > 2 

De (3.3) y (3.10) y como r t , • es medible con respecto a Tt, . 

para todo j ' 1 N, N > 2 se concluye que i r , , ., Ti. • , 

j ' 1 , , . , , N ea una submartlngala. A la sucesión doble 

{(-t*. . , T ,̂ ,, j » 1,...,N), N > 2} se le llama una sucesión 

de submartingalas. 

Por (3.6)-(3.9) y puesto que A., • ̂  O, j » 1,... ,N se 

tiene también 
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(3.11) lim E i r ^ .) < co 

y consecuentemente, por el teorema de convergencia de submartin^ 

galas (Doob (1959), teorema VII 4.1) existe una v.a. Z tal que 

(3.12) lim A*. ; - Z (cs.) 

y además 

E H ) 4 lim E i r ^ .) <«>. 

Conclusiones. 

La sucesión { r . , j ' 1,...,A/} no solamente es una genera­

lización de la estadística propuesta por Wald y Wolfowitz (1940) 

sino que es por sí misma una contribución a la teoría de rachas, 

puesto que a través de esta queda representada cada una de las 

variables aleatorias X.,...,Xj^ por el número de rachas hasta 

cada una de ellas como se puede concluir de (1.14). Es decir, 

dentro de la clase de las estadísticas en rachas, el vector 

í r . . , . . . , r j . ) desempeña un papel equivalente al vector de rangos 

(R.,...,R|L.) dentro de las estadísticas basadas en rangos. 

En 1954 Mood demostró que para muestras de población Nor­

mal, la prueba propuesta por Wald y Wolfowitz en 1940, compara­

da con las conocidas propuestas t-Student y F-Fisher para altejr 

nativas de localización y escala respectivamente, tiene efici^ 

cia asintótica relativa igual a cero (véase Mood (1954)). Este 

resultado no es sorprendente si se observa que la prueba pro­

puesta por Wald y Wolfowitz (1940) esta basada solamente en el 

número total de rachas r t , ( es decir el número de rachas hasta 
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el máx{X,,...,X } sin tener en cuenta la información conteni-
1 rt 

da en las restantes N-1 estadísticas de rachas r . ''^_i* 
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