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1. Antededentes.

Cuando se modela el nimero de accidentes sufridos por un
individuo en un intervalo de tiempo, se piensa generalmente en
una distribucidn de Poissén la cual se determina por un paréme
tro A que representa la media tedrica de accidentes por unidad
de tiempo, el cual permanece constante durante el tiempo de ob
servacidén y si no registra la influencia, sobre la probabilidadde

la ocurrencia de accidentes pasados.

Se considera que cada accidente pueda alterar la propen-
gién a mds accidentes y se obtendrd una distribucidn de proba-
bilidad mas general, que dependerd de los pardmetros AO,AI,AZ,

+««XAy, donde Ai representa la propensidn a accidentes cuando
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se han sufrido {-accidentes.

Si Ao = Al =...=Xm=...=k se obtiene entonces la forma de

la distribucidn de Poissdn.

Greenwood y Youle (1920) propusieron el primer modelo de
probabilidad el cual conduce a una distribucidn de Poisson. Pos
teriormente Polya (1930) propone un nuevo modelo usando los si-

guientes postulados:

PI - Todos los individuos presentan igual probabilidad de su-

frir un accidente (Se denotd como No-MEZCLA).
PII ~ Es posible que existe contagio por accidentes.

PIII - La experiencia al sufir accidentes influyen en el indi-
viduo y hacen modificar la probabilidad de que sufra acci
dentes futuros (EFECTO DE LA EXPERIENCIA EN EL TIEMPO).

Estos postulados conocidos como el Esquema de Polya fue-
ron estudiados por Bates y Newman (1952) quienes presentan un
modelo general que responde a la probabilidad de que un indivi
duo sufra un accidente FATAL y la probabilidad de supervivien-
cia después de un accidente. Estos autores examinan la hipdte-
sis de ausencia de contagio utilizando la distribucién del ni-
mero de accidentes. Sin embargo la pruba no tiene una potencia
satisfactoria. Con el uso de las distribuciones de tiempo trans
currido desde el inicio de la observacidn hasta la ocurrencia
del {-&simo accidente, Bates (1955) deduce una prueba de poten—
cia uniforme mixima (P.U.M.) para la hipdtesis de ausencia de
contagio versus contagio positivo (mds propenso de sufrir acci
dentes) versus contagio negativo (los accidentes previos "le
ensefian'" a evitar nuevos accidentes). En 1972 Neyman propone es

tudiar la aleatoridad del parametro de contagio posiblemente
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mediante los test C(a). Se presentan resultados en esta direc-

cién y su aplicacién a informacidn del Ingenio Risaralda duran
te 1984,

Objetivo. Es proponer una estadistica de prueba para exami-
nar aleatoridad en el contagio por accidentes bajo el supuesto

del Esquema de Polya.

2. Modelo probabilistico.

Se considera que un individuo I estd@ expuesto desde el

momento £ = 0 a un accidente FATAL.

Sea Pm n(Tl’TZ) la probabilidad de que dicho individuo
»
sufra n accidentes durante el intervalo (Tl’TZ) dado que ha su

frido hasta Tl’ m accidentes.
El resultado de Polya se resume asi:

TI: Si T2 tiende a T1 entonces la probabilidad Pm n(Tl'TZ)
tiende a an(Tl’Tl) lo que implica que

1 si n=20
PanT1sTy) =
Q si n>0.

T2: La probabilidad Ph n(Tl’T2) depende del niimero previo de
4
accidentes m y del valor T1 pero no de los momentos en

que estos accidentes ocurrieron.

T3: Si Té = T1 la probabilidad am,n(Tl’TZ) es derivable res-

pecto a T2 y ademds:
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1+UT1

= Pun T0TD |7 7 L. SRR
2 m,n 2’ 1 ﬁ 1+VT1

0 si n>1

L

Los valores Ao’kl""'xm"" son positivos y se denomi-
nan pardmetros de contagio; v > 0 se denomina pardmetro de efec

to del tiempo, o experiencia.

El contagio por accidentes estd determinado por la rela-

cidn entre los A @

Si Ao <AL <Ay <...<Am <... el contagio se denomina positivo.

Si A, > A > Ay >...>lm >... el contagio se denomina negativo

definiendo wm+k = entonces, el contagio es posi-

Akl Mk
tivo si wm+k > 0, negativo si %n+k < 0 y ro existe si wm+k== 0
y el contagio por accidentes puede estudiarse en base a wm+k'
De acuerdo con la forma de los parametros wi y v se pueden con
siderar varios modelos probabilisticos:

i) wi = 0 para todo £, v > 0; denominado no mezcla - posible

efecto del tiempo-contagio nulo (no contagio).

ii) %m’ 1?2 V-1 posiblemente diferentes; v, = 0 no mez~

cla-ausencia de efecto del tiempo - posible contagio.

13) wm - %”+1 - wm+2 =, ,.= wm+n-1 =Y; v >0 no mezcla -

posible efecto del tiempo -~ contagio lineal.

iv) wﬁ = Y1 ="'=wm+n—1 =y; v =0 no mezcla -~ ausencia

de efecto del tiempo -~ contagio lineal.
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v) wm = Yppp =" wan—l =0 3 V=0 no mezcla - ausen-

cia de efecto del tiempo - no contagio.

La atencidn se centra en los modelos (iii) y (iv).

Las distribuciones de probabilidad " n(Tl’T2) estdan da-
3

das por las fdrmulas:

(An/Vv)
1+vT,
Pm,o(Tl’Tz) = (1 +VT:]

1 [1+uT1] otV -1

n
Pm,n(Tl’Tz) = D A M- hzo 1+T, kn

donde

n
Opn = JT Qg =Apd 5 m> 1.

j=o

j*k
De las fdrmulas dadas anteriormente se puede deducir la funcidn
de densidad de probabilidad de las variables Ti’ 4L =1,2,...,n
donde T, es el tiempo transcurrido desde el inicio de la obser
vacidn hasta la ocurrencia del {-&simo accidente, suponiendo
que el intervalo de observacidn es unitario, es decir (Tl’TI+1)

tal funcidn es:
LPTS PYPRIN € P ST | Yps e o sUpppp1? V)

B Gurutgra O /071
k=1

-1

n
a" 2 ('l)k (1+U’»tk/a) (‘pm'l'kﬁpmh+l+'“+wm+n_l) /v Rk )

0<Jtl<t2<...<tn< 1 a= l+\JT1
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[
1+UT1

3_p (T,T)| 4”"‘ si =1
T, ‘mn> 1272 T,=T, 14T

si n=20

LO si n>1

Los valores Ao,kl,...,km,... son positivos y se denomi-
nan pard@metros de contagio; v > 0 se denomina parimetro de efec

to del tiempo, o experiencia,

El contagio por accidentes estd determinado por la rela-

¢idn entre los A :

Si ko <A <Xy <...<Ay <... el contagio se denomina positivo.

Si Ao > A > Ay >...>)\m >... el contagio se denomina negativo

definiendo whﬂk = Anﬂk+1'-lm+k’ entonces, el contagio es posi-
tivo si wm+h > 0, negativo si wh+k < 0 y no existe si ¢m+kf= 0
y el contagio por accidentes puede estudiarse en base a wm+h’
De acuerdo con la forma de los par@metros wi y V se pueden con
siderar varios modelos probabilisticos:

i) wi = 0 para todo £, v > 0; denominado no mezcla - posible

efecto del tiempo-contagio nulo (no contagio).
ii) %ﬂ’%m+1""’%m+n-1 posiblemente diferentes; V_ = 0 no mez-

cla-ausencia de efecto del tiempo - posible contagio.

iii) Wm = %m+1 = wm+2 =, .= wm+n-1 =y; V>0 no mezcla -

posible efecto del tiempo - contagio lineal.

iv) wm =V ="'=¢m+n-1 =1P; V=0 no mezcla ~ ausencia

de efecto del tiempo - contagio lineal.
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v) wm = wﬂ&l =,.,.= wnﬂﬂ-l =0 ; v=0 no mezcla - ausen-

cia de efecto del tiempo - no contagio.

La atencidn se centra en los modelos (iii) y (iv).

Las distribuciones de probabilidad Pﬁ n(Tl’TZ) estdn da-

das por las férmulas:

1 +vT,} A/ V)

Pin,olT12T9) = (1‘+‘T,T"z

n [1_’_\’-’-1] ()\m+k)/v D_l

n
Pm,n(Tl’TZ) = (‘1) )\mxml_l...km_._n_l kgo —ITVTZ- kn
donde
n
Von = 5];]; ()‘ml-k')‘rm-j) ; n>l.

jtk

De las formulas dadas anteriormente se puede deducir la funcidn
de densidad de probabilidad de las variables Tis £ =1,2,..0,0
donde T, es el tiempo transcurrido desde el inicio de la obser
vacidn hasta la ocurrencia del {-é&simo accidente, suponiendo

que el intervalo de observacidn es unitario, es decir (TI’TI+1)

tal funciodn es:

1, T2se e n T, (21,285,000 ,2, | Yo =1 ¥y 17 V)

=

1

o~
n

e b1 = Fmen-1) 7Y -1

n
a' 'y (-l)k(1+\’tk/a) Vi
=0 k,n

k

0<zt1 <tz<...<in< 1 a = 1+\)Tl
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Rk,n = (wm+¢m+1+"'+¢m+k-l)(wm+1+wm+2+’"+wm+n-1)"'
(wh+k-2+wm+k-1)¢h&k-1wm+k(wm+k+¢m+k+1)‘"
e ¥kt Vin-1)

De esta formula, tomando los limites necesarios, se establecen
las funciones de densidad para los casos que interesan y que se

denominan modelo I y II:

I) No mezcla - ausencia de efecto del tiempo - contagio lineal

n n
oy sty oty sty [0 =0 5 v =0) =t () € L %

II) No mezcla - posible efecto del tiempo - contagio lineal

nt " R utpp/ )
9 vee g t g eve ’t , = ; = 1+—
BT 10 s T By e sy ¥, =0 5 V) TR AT kl=1| (1+ 22

0 < tl < t2<...<In <1.

Considerando como momento inicial T1 = 0, y que las dis-
tribuciones anteriores pueden verse como distribucidn de esta-
disticos de orden de una muestra aleatoria de la variable alea
toria T con funcidn de densidad de probabilidad.

6. Celw) =;$——e“" 0<t<1
=1

-1
§ (Elv,v) = L (1+vtfwlv) 0<t<1.
T (1+v)w;v-l

El problema se reduce, considerablemente, a tratar con funcio-
nes mids sencillas, facilit@ndose asi la estimacidn de parame-

tros.
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3. Los test C(a).

Antes de continuar con el anilisis de cada modelo, se
esboza el método a seguir en la deduccidn del estadistico de
prueba para la hipbtesis de aleatoriedad del contagio; este mé

todo se denomina, método de los Test C(a) descrito asi:

Dada una variable aleatoria X con valores en ¥, cuya funcidn
de densidad depende de dos pardmetros & escalar y 6 vector

6 = (61,62,...,65), 4 > 1; se nota dicha funcidn por §(x|&,6)
indicamos la dependencia de la funcidn {§ y su distribucidn res

pecto a £ y 8 por X(£,0); consideremos las hipdtesis:
Ho : £E=0 vs Hl : £E#0
permanece desconocido.

El método se inicial seleccionando una funcién h de va-
lor real y dominio X, de modo que la variable aleatoria
h[X(E,G)] tengan media y varianza finitas, h(&,0), 02(6,6)
respectivamente. Luego se construye una funcidn provisional
de prueba g¥(x,8) = h(x)-h(E,8) definida en ¥<0, g [X(0,0),6]
tiene media cero y varianza 02(0,6), luego si Xl’XZ""’xn en
una muestra aleatoria de X y Ho es verdadera
LEIQ*[Xi»B]

Y 6(0,8)

Zn(e) = _"N(Obl) ’

sin embargo Z:(G) no se puede utilizar como estadistico de
prueba puesto que no se puede calcular de las observaciones
por depender de 6 que es desconocido; se puede pensar en esti
mar 6 pero Z:(@) no es, necesariamente, normal; Neyman 1972

demuestra que para que Z;(G)-Z;(g) tienda a cero en probabili
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dad es necesario y suficiente que la funcidn provisional de
prueba sea ortogonal a las derivadas:

_ OLN{

V. =
38 . (&=
4 i g=o0

§=1,2,...,8.

Las condiciones dg ortogonalidad se satisfacen si reemplazamos

* *
g porg=g jzl ajVj.

aj son los coeficientes de la regresidn de g* sobre Vl,

""VA asi el estadistico de prueba seria:

T g1X,,8]
A Lg
{nV(g)}”

La funcidn de potencia estd dada por

2a/2 ag(x-w)?

B(E,0) = 1 - -"W— dx
~Zg/2

w = EJﬁbnp es el parametro de no centralidad, donde

ngﬁ E=o °* para definir p y 0 construimos A— £ a° v,

if
los a$ son coeficientes de la regresidn de % sobre ¥ calcula-
E} k]

=

dos asumiendo £ = 0; o, es la desviacidn de

n[X(0,0),8] - J aj’. Vj[xw.e),e]

p es el coeficiente de correlacidn entre g y la expresidn an-

terior, la cual es la funcidn &ptima de prueba.
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4. Estimacién del pardmetro y modelo I.

4.1. METODO DE MAXIMA VEROSIMILITUD.

Sea tl,tz,...,tn muestra aleatoria de T, la funcidn de ve
rosimilitud esta dada por:

e
L(y) v, €

tomando logaritmo y derivando se obtiene la ecuacidn de verosi-
militud
V_oV. =
ue__]_'. +,t = 0
v(ev-1)

la cual se puede escribir como: ew-rwew(Z-l)-wZ-l =0 ecuacidn
que no se puede resolver algebraicamente. Aproximando por poli
nomios de Taylor el té&rmino ew y resolviendo la ecuacifn resul

tante obtenemos el estimador:

Al medir mediante simulacidn el error medio cuadrdtico de es-
te estimador, resuelta demasiado alto, casi igual al rango, lo
que descarta su utilidad, se procede entonces por el método de

los momentos.

4.2. METODO DE LOS MOMENTOS.

Por este método se trata de resolver el sistema de ecua
ciones:

- 2 52
E() = 2 obtenigndose: €V = S -1

V(r) = 8% 82-(%-1)2

Como en el caso anterior, el error medio cuadritico de este es-—
timador es muy alto, ademis se presenta una alta cantidad de va
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lores inconscientes (lado derecho de la ecuacidn negativo) por
tanto se descarta este estimador.

4.3, ECUACIONES INTEGRALES PARA OBTENER UN U.M.V.U.E.

Dado que la funcidn 6T(t|w) pertenece a una familia ex-
ponencial, S = XIZ es un estadistico, suficiente minimo comple
to luego, si T es un estimador indeseado que es funcidn de 4,
T = g(8), entonces T es U.M.V.U.E. encontrar tal estimador T,

es equivalente a resolverla ecuacidn integral

n
[(ats)4, (28 = v

(o]

Vo) "
o1 [ve "]

donde
n-1

. n-1 _
Hs) = kzo ST [" - (D" +(He-2" ...

17,
DR (R @ 1

F(s)

esta ecuacidn se simplifica al comsiderar g(4) = AG) F(s)

desconocida y la ecuacidn integral quedaria en la forma:

n ev-1)"
(o]

La ltima ecuacidn es una ecuacidén integral de Fred-

holm de primera especie. La forma general es:

b

f K(x,y) §(y)dy = P(x)
a

K =:L2[a,b]X[a,b], se denomina niicleo de la ecuacidn

P,{ = Lz[a,b].
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El lado izquierdo de la ecuacidn es un operador lineal;
desde el punto de vista de los operadores lineales la ecuacidn
se escribiria en forma general como: AX = V¥, si el operador in
verso A"1 existe la solucidn, seria X = A-IV; cuando el opera-

dor integral no es cerrado, es posible que no exista A-l.

Las condiciones para la solubilidad de AX = Y son:

i) ve NAMH'

ii) Zunl <V,hn>|2 < ® donde u, son los valores propios, hn son

los vectores propios ortonormales del operador AA*.

Aqui A* es el operador transpuesto de A.

Cuando el niicleo es simétrico, K(X,y) = K(y,x), el ope-
rador es simétrico, A = A*, lo que ocurre con la ecuacidn, en
estudio, por tanto los un y hn de la condicidn ii) son vecto-
res y valores propios de A2 y la biisqueda de ellos para nues-

tro caso, es la biisqueda de los o tales que

' en(s+)_o(s+9)
FY) = a [ F(s)ds
1 i

esta bilisqueda se intentd por dos métodos, por los determinan-—
tes de Fredholm y por el método de Rietz, pero los cdlculos in

volucran términos complejos e inmanejables.

La alternativa es utilizar métodos de aproximacidn a la
solucidn de nuestra ecuacidn original, el método utilizado re

quiere el concepto de operador inverso generalizado.

Sea A:H1 3 H2 un operador lineal acotado de un espacio

de Hilbert Hl en otro HZ’ el operador inverso generalizado es
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aquel notado por A+, con dominio D(AT) = R(A)QR(A)l; A+h = h
h’l = Hl’ h = S, donde S = {h cHl | Ah = Th }, T es la proyec-

cidn ortogonal de H sobre N(A) y tenemos que:

i) El operador integral tiene inverso generalizado.

ii) La ecuacidn AX = Y tiene una solucidn aproximada de norma
nfnima, X' = ATV, v « D(A").

El método a seguir es el método de Cimmino presentado en

Krasnov 1978 y Kolmogorov, Fomin 1978, Bazara, 1979.
_ 2 4% 2 *
X (0 = (I-F MHX () + 5 AN @

2 4% 2 %
xn—l-l = (I - AA )Xn(t) +3 (AY)(D).
{X } converge a la solucidn de norma minima, tomando como aproxi

macién inicial X =0, Ye D(A+)

Como ocurrid en los anteriores casos, los cdlculos para

este caso somn inmanejables.

Ante el fracaso de los métodos expuestos, se optd por re
solver por métodos numéricos la ecuacidn de verosimilitud:
Z-E(T) = 0 y comprobar el error medio cuadrdtico por medio de
simulacidn, este resultd aceptable de modo que la estimacidn

del pardmetro |y se realizd por este medio.

5. Prueba de hipotesis Modelo I.
Las hipdtesis a contrastar son:

Ho: y es constante vs. HI: ) es variable aleatoria para ade-
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cuar las hipdtesis a la metodologia de los test C(a) considere
mos que Y = wo-+o/EU, U variable aleatoria desconocida con
E(U) = 0, V(U) = 1, entonces Y es variable aleatoria con

E(p) = wo’ YY) = 502. Las hipdtesis toman la forma:
HO:E =0 s HI:E >0

de acuerdo con lo expuesto en los test C(a)

2
D B it « 1 410} _ _INgrt|w)

La funcidn de prueba g vs: g = #-aY, donde

Cov(¥,n)

e /()
£ vl - 18)
Vn[V(g)]*

2, =

mediante cd3lculos rutinarios se muestra que

¢ ¥
() =27 - 2m £t + (2m.-1)
1 gv-1 1

2

Ma=3mimy+2m
V(tly) = t-m, a=2—12_1

m2 - m
1
V(g) = V(1) - aCov(n,Y).

Este test se implementd en la historia de accidentes de los
corteros de cafia del IngenioRisaralda, tomando como intervalo
unitario de observacidn el afo 1984; se realizaron tres prue-

bas para tamanos de muestra 10, 20, 30, 40, 50, 60, 70 y en
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todas no se rechaza Ho lo que indica no aleatoriedad en el con

tagio por accidentes.

6. Estimacion de Parametros Modelo II.

La funcidn de densidad base de la estimacidn en este md-

delo es:
v g1
4 (tlw,u) = (1+vl v
T (1+v)w Vo1

La funcidn de verosimilitud esta dada por:

v " §¢/u)_l
L(y,v) = [ } (1 +vt
VMo e ®

y después de reducciones se obtiene la ecuacidn

() E_mdiv) Flv-1) ) ko0,
Vo[ VY1) kzl IHitp

La cual no se puede resolver algebraicamente; para aproximar
la solucidén de esta ecuacidn se fijo la variable V y se resuel
ve la ecuacidn para J, tratando V como constante, la ecuacidn
queda en la forma:

1/v

U/ n
L TR ) % _0; a= )i,

+ (p/v-1)
(1+u)u(aw-1) k=1 1+vitp

v

tiene una solucidén de ¥ que depende de V y los 145 para esta-

n_
v
y resolviendo se ob-

aproximando por polinomios de Taylor a

blecer la solucidn, se simulan muestras tl,tz,...,tn con valo
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res de Y, v prefijados en la simulacidn, luego se toman valo-
res de v cercanos al valor utilizado en la simulacién, y asi

se calcula | de la ecuacidn anterior.

Los resultados obtenidos mostraron una posible relacidn
lineal entre los dos par@metros § y v, dado que estos resulta-
dos se obtuvieron utilizando aproximaciones, se realizd un pro
cedimiento similar con la ecuacifn original, los resultados
mostraron, efectivamente, relacidn lineal entre los pardmetros:
V= B°'+B,V, pero alin algo mids, cuando 0 < v < 1 el modelo es
Y = -0.005 +v; no importa que tamano de muestra se tome, o que
valores de Y y v se utilicen en la simulacidn; asi que en este

caso, la estimacidn se reduce a la de v, la ecuacidn toma la

forma:
- n 1
(2) - —LL.4U=0.005) - 0.005 ] —— =0
(14v) (144) 0+ 0057V kel 14Vt

alin asi no es posible despejar v, pero el t@rmino

(1+v)0.005/v
n
kgl T;%ZE = 0 1lo cual no es posible pues tanto V como los tk

son positivos; se procedid entonces por dos lados: aproximar

= 1 y al sustituir y reducir se llega a

el lado izquierdo de la ecuacidn (2) polinomios de Taylor y

resolver; el otro aproximar el t&€rmino (1+U)0'005/V

por poli-
nomios de Taylor y aplicar el método de los momentos; en los
dos casos, al simular muestras, Il,tz,...,tn, solo aproximada-

mente el 507 de las veces se obtuvieron estimadores aceptables.

En el caso mds general, v > 1, la relacidn lineal no mues

tra ninguna uniformidad lo que impide su utilizacidn.

El método utilizado fue, de nuevo, optimizar la funcién
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de verosimilitud por métodos numéricos, en esta ocasidn el mé-

todo denominado de coordenadas ciclicas fue el que se aplicéd.

7. Test de hipotesis Modelo II

Las hipOtesis a contrastar son las mismas que en el Mode
lo I y las consideraciones sobre adecuacidn de hipdtesis para
la metodologia C(a), las mismas que en el modelo I; aqui el pa-
rametro 6 = (P,v) y la funcidén de prueba estd dada por:

g = /t-bVl -cV2 donde:

L %ty .y . AlNdrct|y,v)
brctlv,v) o ! 3

A=

y - 3Nt X[y, v)
v

_ U(V2)Cov(n, Y1) =Cov(¥},Y2) Cov(¥p,n)
VY VY - [covY, V]2
_ Cov(Y2,v)-bcov(¥Y1,Y2)
v(y2)

/nv(g)

~
S
~
D>
S
fl
nmas

92,8 = n(t;,B) -bY, (2,8 - ¥, (2,,0).

El test se aplicd a la misma poblacidn del Modelo I, para tama
nos de muestra 30, 40, 50, 60, 70, 80, 90, a un nivel de 5% vy

17 rechazandose H0 en todos los casos (menos uno), lo cual in-
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dica aleatoriedad en el contagio, en contraste con el Modelo I,
parece ser que el efecto del tiempo introduce aleatoriedad en

el contagio.
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