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1. Introduccidon. Supdngase que tenemos un modelo de regre-

sidn que llamaremos aqui tradicional:

k
ve= L Bitigtey (D
4=1

0 en su forma matricial:
Y = XB+e (2)

donde

XlT. ve X.k-r

B = (Byre-usBp)| y &= (2paennsep)
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Normalmente este modelo de regresidn miltiple se analiza
bajo un conjunto de suposiciones estandar. A saber:

(i) Las variables independientes xij’ o son valores fijos, o
son variables aleatorias independientes de los terminos de
error €:.

(ii) E(ej) =0 ¥

(iii) V(ef)=0 ¥4 y en lo general es desconocida.

(iv) COV(QL,QJ)=O Vi, L # 4.

(v) Para un tiempo £, las variables x ""’xkt son linealmen-—

1z
te independientes.

Ahora bien, bajo estos supuestos se conoce por el teorema
de Gauss-Markov que los estimadores de Minimo Cuadrado (MC) de

B son

b= &X' Wy, (3)

Estos son BLU(Best Linear Unbiased Estimates). A su vez 02 se

estima por medio de

52 = (yXb) T (y-XB) [T~k (%)

Usualmente se comprueban las suposiciones descritas, sobre
todo con respecto a la homoscedasticidad y a la no correlacidn
(Prueba de Durbin-Watson). Si falla alguna de ellas, los esti-
madores de MC pueden llevar a conclusiones graves y dejan de
tener propiedades deseables. Las predicciones pueden ser bas-

tante imprecisas y por todo ello se recurre a otros metodos.

El modelo que queremos estudiar se basa fundamentalmente en
la monografia de Newbold y Bos (1985) y difiere adicionalmente
del tradicional en un aspecto mds: en (1) los coeficientes B,
son fijos en el tiempo. Vamos a suponer sin embargo que estos
parametros son una Serie de Tiempo y por lo tanto nuestro mode-

lo tiene ahora la forma
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K
e = I BuXietes (5)
£=1
Como una posible justificacidn de lo anterior podriamos,

por ejemplo, tomar la relacidn
Ct =at+fV.+e, (6)

que denota la dependencia del consumo del ingreso. Al asumir
en (6) B fijo, se esta diciendo que dCt/th = B, es decir que
la propensidn a consumir no varia con el tiempo. Es sin embar-
go plausible que dicha propensidn cambie a través de los afos
por la composicidn del consumo, por un cambio en los gustos

etc. y ain mds, que esté relacionado el de hoy con el de ayer

y asi con los anteriores.

Antes de proceder a desarrollar el modelo (5) propuesto,
necesitamos recapitular algunos conceptos basicos sobre Series

de Tiempo.

2. Series de Tiempo.
Definicidon 1.
a) Una Serie de Tiempo Bt se llama esfacionaia si cumple
i) E(Bt)=u V1
ii) V(B,) = o® = Y(0) ¥
iii) COV(BI’BZ+T) = Y(T), es decir depende de la distancia
en el tiempo T.
b) La funcidn de autocorrelacién se define como
p(T) = Y(1)/Y¥(0).
La autorrelacifn muesinal a su vez se define como
(1) = c(1)/e(0)
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donde los C's son la covarianza y varianza muestral respectiva

mente. Y

La grafica de n(T) con respecto a T se llama un correlo-
ghama.

Definicion 2.

Una Serie de Tiempo ¢, se llama de nuido blanco si, tiene

media 0, varianza 02 y no esta correlacionada, es decir Y(p)=10
¥p # 0.

Utilizando las definiciones anteriores y pensando en los
modelos que deaseamos estudiar, queremos que los parametros .
Sit de (5) sean autocorrelacionados. Un modelo que nos refleja

esta situacidn es el 1lamado Autorregresivo.

Definicion 3.

La Serie Y4 se llama un modelo autonrneghesivo de orden p,
AR(p), si es de la forma

Yg "H= ¢1(yt.1-u) + ¢2(Ut_2'1‘)+- . 'wp‘(y,t-p_u) ta, (7
donde a, es de ruido blanco y los ¢'4 son parametros fijos.

Es importante anotar que imponiendo ciertas condiciones,
estas series son estacionarias. No viene al caso deducir aqui
estas propiedades que se pueden encontrar en cualquier buen
libro de Series de Tiempo (Fuller [1976]). Sin embargo anota-
mos que dado que la complejidad va en aumento con el orden p,
muchos ejemplos y aplicaciones se trabajan con series AR(1l) o

AR(2) . En especial para la prediccidn se tiene que si estamos
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situados en el tiempo T, futuros valores Y141 dependen sdlo de
Yr si estamos en presencia de un modelo AR(1), y, sdlo de Yr ¥

Yr_1 si es un modelo AR(2).

Hasta este punto hemos introducido modelos que muestran la

evolucidn a través del tiempo de una sola serie. -

Supongamos ahora que tenemos observaciones en el tiempo so-
bre un conjunto de K series. Para ello definimos yI = (ylt,.n,
th) como el vector observado y asumimos que se trata de un ca-
80 estacionario. Esto significa que tenemos un vector fijo de
medias uT = (ul,...,uK), una matriz fija de covarianza z y que
para todo {,f la covarianza entre yit y yj,t—l depende sdlo de
1. Una generalizacidn natural de (7) en el caso de una serie

AR(1) puede entonces escribirse en la forma matricial
Yp —u = (yp - +ay (9)

donde ¢ es una matriz KxK de coeficientes fijos y a; es un vec-

tor K dimensional de ruido blanco que cumple

E(at) = O,E(aza;) =Q

.Y E(ataz_j)w ¥ji #0. (10)

Dos conclusiones son de importancia para lo que sigue: La
forma (9) y las propiedades de a, mos llevan facilmente a con-

cluir que

1) 1= ¢2¢T+Qa (11)

2) Si & es diagonal, (9) nos dice que cada serie individual es
del tipo AR(1l). Por lo tanto para la prediccidn sdlo se de-
pende de su propio pasado. Si ¢ no lo es entonces, la pre-

diccidn gi’T+1 puede depender de todas los yL,T'



94

Con las herramientas introducidas hasta este punto sobre
Series de Tiempo vamos ahora a pasar a formular el modelo so-

bre el cual queremos trabajar.

3. Estimacion y Prediccion para un Modelo Estocdstico

Suponemos un proceso como en (5), que se puede escribir en

forma matricial como
T
Yp = xt8£+ ¢ (12)

Se asume adicionalmente que el vector Bt es un proceso del

tipo autoregresivo de primer orden, es decir tiene la forma
Bpm ¥ = OB, mW+ay (13)

¢Tes una matriz KxK, a, y W vectores Kx1, BI = (Blt""’BKi)’
Xp = (xlt""’th)' Se dispone de T observaciones sobre las va
riables Y y X y se supone que tanto Qi como a; son de ruido
blanco (Qt comc en la Def 2 y a, como en (10)). Ademas no son
correlacionadas entre ellas. Finalmente se tiene para Bt’E(Bt)

= U y matriz de covariante ).

La ecuacidn (12) puede escribirse en la forma
Yp = x18t+ ey = £u+ x;(B/t-u) te, = x;u+ Uy (14)

- viip -
donde U, = &t(Bt u)+'§t-

La Ultima ecuacidn muestra que nuestro modelo puede inter-
pretarse como un caso de pardmetro fijo B, pero con un término
de error Uy que no posee las condiciones clasicas puesto que
exhibe tanto hetereocedasticidad como autocorrelacidn, es decir

no cumple ni (iii) ni (iv) del modelo tradicional. En efecto,
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dado que las Bt son autocorrelacionadas, también lo seran las
Upe Para la varianza de U, se tiene
_ 2
V(ug) = xlxe+ao”.
Dado las propiedades que exhibe Usps el método de estimacion
que usualmente se aplica es el de MinimosCuadradosGeneralizados.

Sin embargo aqui se presenta el problema que para aplicarlo,

se necesita z, que NO CONOCemos.

La solucidn que se propone es utilizar lo que se conoce en
la literatura como modelos de estado-espacio y aplicar la téc-
nica de Filtros de Kalman. Esta permite establecer bajo el su-
puesto adicional de normalidad de los terminos de error, la
funcidon de verosimilitud a partir de la cual se estiman los pa-

rametros fijos U, 02, ® y‘Qa.

3.1. E1 Filtro de Kalman.

Suponemos un modelo dado por la especificacidn (12)-(13).
El propdsito de la técnica que vamos a describir es establecer
un sistema computacional que permite generar la media u y ma-
triz de covarianza 2 de la serie Bt’ dada informacidon en el

tiempo £. Introducimos la siguiente notacidn: sean
B(tlm) := EBlyys---sy,) v PN = V(B.ly,,...,y,) mediay

varianza de Bt condicionadas a la informacidn en el tiempo n.

En forma similar definimos, y(t|t-1) = E(ytlyl,--.,yt_l)
y hi = U(ytlyl""’gt—l)'

Ahora bien, dado la suposicidon de normalidad y tomando ex-

pectativas condicionadas en nuestro modelo (12) y (13) obtene-
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mos las ecuaciones que caracterizan el Filtro de Kalman: para
£ = Lynoust

B(X|t-1) = u+0|p(£-1|2-1)-u| = eB(£-1]|£-1)+ [T-¢]n (14.1)

P(|2-1) = oP(t-1]2-1)8 +Q_ (14.2)
y(t|£-1) = x[8(¢]2-1) (14.3)
h, = x[P(t|t-1)x,+ o> (14.4)
t = %t t :

Igualmente e utilizando propiedades de la distribucidn nor-
mal multivariada, (Wilks [1962]) completamos el conjunto de

ecuaciones anteriores con
B(t|2) = 3(1]:-1)+P(t|z:—1)xth;:1 yt-xls(tlt-l)] (14.5)

P(L®) = P(t|t-1) - PCe|t-1x 3 xLPc|t-1) (14.6)

El proceso o filtro se inicia ddndole valores a B(0]0) y
P(OIO) y calculando los restantes valores esperados y varian-
zas a partir de las ecuaciones (14) en forma recursiva. Como

los Bt son por la especificacidon (13) un proceso AR(1),
B(0[0) = u

y P(OIO) se obtiene por (11) como solucidn del sistema lineal
P(0l0) = ¢P(0|0)¢T+na. (15)

El paso siguiente es establecer la funcidn de verosimili-
tud bas@ndose en la informacidn obtenida recursivamente por el

Filtro de Kalman. Para ello utilizamos la siguiente propiedad:

6((41: e e ’yT) = 6(91)6(92|y1)6(93l§/2,y1)- "é(y‘r|y'r_1!' LI ,’Jl)
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Por (14.3) y (14.4) se conoce ademas que ytlyt- Y, es
N(xtB(I|I—1) ht) y por lo tanto

log L = log §(Yys-+-,Ys)
. (16)
-T/2 log2n-t E log hy -1 z [yt—x;B(tlt—l)]zhzl.

Maximizar log L o lo que es lo mismo minimizar

T
G="1 z log het Yo Z [ B(I|t—1)] h (17)

2 . .
con respecto a U, 0 , & y Q nos arroja estimadores para estos

parametros.

Como se observa G involucra para t = 1,...,T tanto B(t|2-1)
como también P(£|Z-1) (por medio de ht) y estos a su vez son
funciones de los parametros a estimar. Resolver analiticamente
este problema de minimizacidn es practicamente imposible y co-
mo veremos en el ejemplo posterior necesitamos recurrir a mé-
todos numéricos. Sin embargo antes de exponer €stos gqueremos
exponer brevemente como se presenta el problema de la predic-

cifén y la estimacidn de Bt'

3.2. Prediccion y Estimacion de By

El propdsito de la prediccidn es dar o indicar futuros va-
lores, basados en la informacidn conocida en un momento deter-
minado del tiempo. En nuestro caso queremos predecir tanto los
futuros valores de los parametros estocasticos Bt asi como tam-

bién de la variable dependiente Yy

Si se conocen los parametros fijos que intervienen en el
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modelo (12)-(13), entonces lo que deseamos conocer es

B(T—FIIT) = ‘I’B(T+1—IIT)+II—Q|H; 'P(T+]_IT) = @P(T+1-1|T)¢T+Q
(18)
yITH|T) = X'TTHB(THIT); A1y = "‘11:+1P(T"'1|T)"'r+1"“"2 (19)

que se obtienen directamente de las ecuaciones (14). Natural-
mente no se conocen los valores de los parametros y debemos
utilizar los estimadores de maxima verosimilitud anteriormente

calculados.

Finalmente queremos estimar los parametros BI sobre el pe-
riodo £ = 1,...,T. El estimador debe basarse en toda la infor-
macidn que se tiene y por lo tanto el estimador optimo de BI
resulta ser B(£|T). De igual manera para conocer los errores

estdindar se requiere de P(£|T).

El algoritmo empleado anteriormente no da estos valores
puesto que solo arroja media y varianza de Bt dada informacidn
hasta el tiempo £. Solo conocemos por lo tanto B(T|T) y P(T|T)
por las ecuaciones (1l4). La solucidn nos la ofrece Ansley y
Kohn [1982], donde de nuevo utilizando propiedades de la dis-

tribucidn multivariada normal se obtiene
B(E|T) = B(£|1)+P(t]| )8 P(t+1|0) L [B(+1| D) -B(£+1| D] (20)

P(t|T) = Pet|t)-P(t| )6 Pet+1| )L
(21)

P+ [ ) -P(t+1 | T ] PCt+1 | ) " LoP(e| )

El cdlculo se inicia poniendo £ = T-1 y utilizando las ecua
ciones (14), se obtienen recursivamente con £ = T-2, T-3,...

estimadores para B(tIT) y P(tIT). Notese que de nuevo es nece-
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sario emplear para los valores de los parametros fijos los es-

timadores de maxima verosimilitud.

4. Ejemplo de un Modelo de Inversion.

El modelo que queremos tratar tiene la siguiente especifi-
cacidn

+d

Rt ey (22)

It = bz+-qt{t
donde e, es N(O,oz), II denota la inversidn (o Formacidn Bruta
de Capital), Vt el ingreso (o PIB) y Rt una tasa de interés.
Definimos Bt 1= (Qt,c ’dt)Txt = (1,Y ’Rt-l)T' Suponemos adi-

cionalmente que Bt sigue un proceso AR(1l), es decir que
Beu = (B, -W) +ay : (23)

donde a, es N(O,ﬂa), no hay autocorrelacidn y tampoco esta co-

rrelacionada con el término de error de (22)

La especificacidn dada por (22) y (23) sigue los lineamien
mientos trazados por el sistema (12)-(13) y desde el punto de
vista de su interpretacidn econdmica podria arguirse que por

ejemplo por cambios tecnoldgicos los par@metros no son fijos.

Sin embargo y antes de embarcarse en un modelo y especifi-
carlo con pardmetros estocdsticos es deseable correr algunas
pruebas de hipdtesis que nos verifique el supuesto de estar
efectivamente en presencia de un modelo no tradicional. Varias
pruebas han sido propuestas para este efecto, cuya descripcion
trasciende el alcance de este trabajo. Dejamos como referencia
en especial, la sindpsis en Chow‘[1983] donde se describen sie-

te posibles alternativas con sus respectivas notas bibliografi-
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cas y los tests descritos en el articulo base de Newbold y Bos
[1985]. De igual manera este trabajo s0lo tratd el caso en el
cual los pardmetros estocdsticos siguen un proceso autorregre-
sivo. Es posible extender la metodologia empleada a procesos
mas complejos como los llamados modelos ARMA (autoregresivos y

de promedio movil).

Ahora bien para simplificar un tanto las cosas vamos a su-
poner que tanto ¢ como Q son inicialmente ambas matrices dia-
gonales con |¢ | < 1. Adoptando la notacidn de (14) tenemos

entonces que la matriz de covarianza de los g viene dada por

E(utué) = g XetXia®i i q> /(1¢ D) (24) b

donde T = £-34 es el rezago.

Queremos obtener estimadores para los valores de ¢ y Qa.
Harvey [1985] sugiere proceder de la siguiente forma: reempla-

zar E(ut ) por utu y estimar por MC las siguientes dos regre-

Slones:
2 2 2
uy = eyt CoXypt CaXat ey (25)
Wplly ) = dy+dyxopky o g dyXapXy o (€4 (26)

Resolviendo por (24) las ecuaciones B = wiil(l_¢ii) y
di =W, ¢ (1= ¢ .) para W, ¥ $;; se obtinen estimadores para
estos parametros. Tenemos por lo tanto gasta este punto valores

iniciales para los elementos de la diagonal de lasmatrices ¢y Qg.

Nuyestro objetivo es minimizar la funcidon G de (17). Para ob
tener valores iniciales de E(Bt) = U y de 02 es natural esti-

mar la ecuacidn (22) omitiendo el caricter estocdstico de esta
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especificacidn por MC. Es decir hacemos de cuenta que tenemos
un modelo tradicional. El resultado especifico de este ejerci-

cio arrojd los siguientes resultados:

I, = -4.97+0.19Y - 4.88R, .

(0.019) (1.72)

RZ. = 0.93 6% = 20.31

ajus

By = 03357 4, = =0.79 ¢, = 0.6376 ), = 8.855
Wyy = 0.0000085 w,, = 0.1243,

La parte final de este trabajo es utilizar los resultados
obtenidos como valores iniciales en la minimizacidn de la fun-
cidn G de (17) y analizar los resultados. Como ya se dijo es-
to es esencialmente un problema numérico, por cierto bastante

complejo, en el cual aln estamos trabajando.

*
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