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Resumen. El1 presente trabajo contiene algunos
de los principales resultados obtenidos de 1la
aplicacidn de la nocidn de secuencias al proble
;% de comparacidn de la localizacidn de dos po-
blaciones con base en dos muestras independien-
tés. Se propone modificar una estadistica estu-
éiéda anteriormente, para explorar sus conse-
cuencias, obteniéndose resultados que la hacen
mas favorable con respecto a propiedades tales

como la convergencia, potencia y simetria.

-
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1. Introduccion.

Uno de los conceptos md3s estudiados en es-
tadistica es el de Localizacidn. Un caso cita-
do corrientemente en la literatura disponible
es la comparacidn de los parimetros de locali-
zacidn de dos poblaciones de igual varianza
distribuidas normalmente y varianza desconoci-
da; si estos supuestos se satisfacen y se dis-
pone de dos muestras aleatorias independientes,
la estadistica mids indicada para realizar ésta

comparacidn estd dada por el cociente.

X-Y-0
Sp(l/n+1/m)%

el cual sigue la distribucidn ZL-student no cen
tral con u+m-2 grados de libertad y parametros
de centralidad O, donde 2, V¥, son las medias
muestrales y S: la varianza ponderada. En mu-
chas ocasiones se encuentra que los supuestos
antes mencionados no se satisfacen y entonces
surgen situaciones donde hay la necesidad de
aplicar procedimientos diferentes. Como caso
particular se encuentran los procedimientos ba-
sados en secuencias o rachas en la estadistica
no paramétrica donde pruebas tales como el nii-

mero de secuencias o la longitud de la secuen-
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cia mds grande son las mé@s conocidas. Por otra
parte, pruebas no paramé@étricas tales como las
de Wilcoxon y Van der Waerden aunque son apli-
cables en secuencias no fueran originalmente

disefiadas con este propdsito.

Especificamente en este campo, Ortiz (1983),
propuso el estudio de la familia general de es
tadfsticas de localizacidn dadas por la expre-
8idn:

R x

T, -LZI(-l)I'S"Q(L,Li)
donde R es el niimero de secuencias, Si es la
funcidn indicadora del tipo de secuencia (de
tipo X o YY) ¥y Q(L,Li) es una funcidn crecien-
te en los pardmetros { (posicidn de la secuen-
cia) vy LL (longitud). Un caso considerado an-
teriormente es la estadistica
a4
To = ,f -1’ GXZLL/(R-I)
Ai=1

la cual para muestras de igual tamafio mostrd
por ejemplo tener igual potencia que la estadis
tica de Wilcoxon en los niveles de significa-
cidn donde fue posible establecer comparacidn.
Sin embargo la ampliacidn del estudio a mues-

tras de diferente tamafio reveld algunas defi-
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ciencias en lo que se refiere a su potencia,
desventajas en cuanto a su convergencia a la

distribucifn normal y falta de simetrfa.

En lo que sigue de este articulo se presen
ta el cambio introducido sobre la estadfstica
Yy algunos de los principales resultados obteni

dos.

2. Rodificacién Propuesta.

Teniendo en cuenta que sobre la estadfsti-
ca T, no habfa estudios anteriores para mues-
tras de tamafios desiguales, se procedif a cal-
cular su distribucidn encontrindose algunas
faltas de sensibilidad para captar diferencias
extremas. Por ejemplo cuando np=7 y m=3, la es~
tadistica deberfa tomar sus valores miximo y
mfnimo en las configuraciones extremas, lo cual
no se satisfizo. Para observar esto consideren

se las siguientes secuencias:

XXX XXXXYYY¥

=

XXXXXXYyXyy

=

XXXXXYYYXX

=
L 1]

denotando como Ty(u;) el valor que toma T,
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en la configuracidn u; riZpidamente se puede

verificar que
To(ul) -1, Tolu,) = =1/3 y To(u3) = 5/2
y al ordenar estos valores tenemos que
Totuz) > To(up) > Tolug)

sin embargo obs&rvese que u; es una configura-
cidn extrema. En realidad, el cdlculo de la dis
tribucidn de probabilidad de T, para estos ta=-
mafios de muestras, indica que el cuantil Ty(ujp)
corresponde a un percentil del 9.17%, lo cual
implica que T, no detecta una diferencia maxi-
ma en localizacidn como la que se presenta en
la configuracidn u; en niveles de significacidn
inferiores a este valor, lo cual necesariamente
conlleva a un empobrecimiento en la potencia de
la prueba. Por otra parte se puede verificar
que el nimero de valores distintos que se pre-
senta hasta el cuantil del 10%, es menor que el
nimero que se presenta por encima del 90%, por
1o cual se puede afirmar que T, no es sim@trica,
propiedad que serfa deseable para una mejor con

vergencia hacia la distribucidn normal. .

Aspectos como los anteriormente mencionados,

pueden ser atribuibles al desequilibrio que se
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presenta en las ponderaciones asignadas por
las longitudes L; de las secuencias ante situa
ciones, donde los tamafios de las muestras son
diferentes. Esta caracteristica se hace mias
evidente en la medida en que el tamafio de una
de las muestras es relativamente grande compa-
rado con el de la otra. Por ejemplo en u; don-
de Ly =7 y Ly = 3 el peso que asigna L, no es
suficiente para contrarrestar el efecto de Ljy.
Como las ponderaciones deberian ser equilibra-
das independientemente del tamafio de las mues-
tras, se considerd apropiado asignar los pesos
de las longitudes en términos relativos de
acuerdo con el tamafio de €stas. Por lo cual 1la
estadistica considerada fue la siguiente:
A

T = % (_1)1-6X LLL
donde ny; toma el valor n cuando la secuencia [
es de tipo X & m cuando es de tipo Y. Debe ob-
servarse que si n = m las estadisticas T, y T
son equivalentes en el sentido de que cualquie-
ra de ellas puede obtenerse como combinacidn 1i
neal de la otra. Por otra parte cuando la dife-
rencia en el tamafio de las muestras va crecien-

do, la correlacién entre T, y T; va disminuyendo.
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3. Resultados.

En esta seccidn se presentan y comentan a
continuacidn algunos de los resultados obteni-

dos.

3.1 Simetrfa.

En general puede demostrarse que para cual-
quier estadistica de la familia T| con funcidn
de pardmetros Q(4{,L;) de la forma q;*L //n; don-
de ¢;*qp.;,; ©8 constante para todo £=1,2,...R

1)

que Q(L,L;) = 4™L;/n; y que

es simétrica, En el caso de Tj, obsérvese

qi"’qk'i"'l = {4+ (R-4L+1) = R+1

por lo cual se satisface la condicidn anterior.

3.2 VYalores Extremos.

La estadistica T; asume todos sus valores
dentro del intervalo [-1,1] tomando los valores
1 8 -1 en las configuraciones extremas, propie-
dad que la estadistica T, algunas veces no la

satisface como escomentado en la seccidn anterior.

(1) Este resultado se encuentra demostrado en Ferméndez
(1988)
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3.3 Estudio de Convergencia.

Las grificas de la pligina siguiente musstran
las diferencias m@ximas que ocurren para las
distribuciones de probabilidad de T, y Ty con
respecto a la distribuci®n normal para alguﬁos
tamafios de nucsttac.(z) Como puede observarse
la convergencia de la estadfsca T; mejora en
comparacidn con el de la estadfstica anterior.
Resultados similares se obtuvieron en otros ta-

matios de muestra estudiados.

3.4 Estudio de Potemncia en Poblaciones Normal,
Exporencial y Uniforme para Muestras Peque-
Bas de Tamafos Diferentes.

Poblacion Rormal. Las gri&ficas 1 & 9 mues~-
tran las curvas de potencia de las estadisticas
de Wulcoxon y T; calculadas en niveles de sig-
nificacidn comparables, adicionalmente la tabla
1 presenta los resultados numfricos. Se obser-
va en términos generales que la potencia de am
bas estadisticas es iguil. sin embargo T; indu
ce un espectro de valores mucho nds amplio que

(2) E1 estudio se realiz§ hasta x y w satisfaciendo la
condiciSn nem < 18.
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el de T, y por lo tanto con Tj pueden realizar
se pruevas de hipdtesis sobre una mayor varie-

dad de niveles de significacidn.

Para el cdlculo de estas potencias se uti-
lizaron las tablas de Milton (1970), con las
cuales se obtiene exactitud en los resultados

hasta el orden del octavo decimal.

Por otra parte debe mencionarse que la prue
ba {-student sefialada en la introduccidn, es
uniformemente mds potente en estas poblaciones,
razdn por lo cual su potencia no puede ser su-

perada.

Poblacibén Expomencial. Las graficas 10 a ‘
14 junto con la tabla 2 presenta loe resultados
de los tamanos de muestra estudiados. Como pa-
tr8n general se observa un comportamiento simi-
lar en las estadisticas / y T con un desempefio

moderado mejor respecto a la f-student.

Los cd@lculos fueron obtenidos utilizando
métodos de :simulacidn para lo cual se generaron
8000 muestras para cada uno de los tamafios indi
cados, este tamafio garantiza que las estimacio-
nes de las potencias cercanas a 0.5 tiemen un
margen de error de 0.0l12 mientras que las cerca

nas a 0.05 &8 0.95 tienen un error maximo de

0.002, ambas con un coeficiente de confianza del
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85% (Burstein, 1971).

Poblacidén Uniforme. La tabla 3 junto con
les graficos 15 a 19, muestran que en generalls
potencia de la f-student es sensiblemente mejof
que las de T; y W con excepcidn del resultado ob
tenido para n=7 y m=6 (grafica 15) donde se ob=-
geyYva un comportamiento favorable de estas dos
#ltimas con respecto a la f-student. Como en el
o880 anterior, los resultados se obtuvieron uti
lizando métodos de simulacidn bajo las mismas

gondiciones de error.
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TABLA 1

Comparacidn de algunas potencias exactas
de Wy T1 en poblaciones normales.

Prueba unilateral contra alternativas d
en localizacidn.

v

d=0,0

d=0,2

d=0,4

d=0,6

d=0,8

del,0

d=l,5

de2,0

d=3,0

w7 m=6

0,069

0,133

0,205

0,311

0,433

0,565

0,837

0,969

1,000

0,069

0,132

0,204

0,308

0,430

0,539

0,830

0,963

0'”9

wa? m=5

0,074

0,129

0,207

0,307

0,424

0,547

0,814

0,951

0,999

0,074

0,129

0,203

0,303

0,418

0,539

0,805

0.946

0,999

w=7 wmb

0,082

0,136

0,209

0,303

0,410

0,524

0,810

0,931

0,998

0,082

0,135

0,208

0,300

0,408

0,518

0,802

0,923

0,997

n=7 w=3

0,058

0,095

0, 146

0,213

0,29

0,387

0,633

0,831

0,984

0,058

0,095

0,147

0,214

0,296

0,3%0

0,637

0,834

0,985

& ls e ooz |2 ]=

L L]

0,041

0,075

0,126

0,196

0,287

0,393

0,333

0,877

0,993

0,041

0,074

0,124

0,193

0,281

0,384

0,315

0,859

0,990

0,057

0,097

0,153

0,227

0,318

0,421

0,684

0,874

0,993

T

0,057

0,09

0,152

Q,225

0,313

0,416

0,677

0,991

=53

0,048

0,078

0,121

0,178

0,249

0,332

0,567

0,746

0,972

T

0,048

0,078

0,121

0,178

0,249

0,332

0,567

0,746

0,972

w35 med

0,056

0,092

0,144

0,212

0,295

0,391

0,643

0,842

0,987

Ty

0,056

0,092

0,144

0,212

0,293

0,391

0,643

0,842

0,987

n=Sm=3

0,056

0,092

0,144

0,212

0,295

0,391

0,643

0,842

0,987

Ty

0,056

0,092

0,144

0,212

0,293

0,391

0,643

0,842

0,987
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TABLA 2.

Comparacién de algunas poblaciones simuladas
w, T1 y £-student en poblaciones exponencia-
les con pardmetro lamda = 1.

Prueba unilateral contra alternativas den
localizacidn.

{m Tamados d=0,0 |d=0,2 |d=0,4 |dw0,8 |de0,8 |d=1,0 |d=1,5 {d=2,0 d-;.oj
®__ |w7mes)0,0366]0,1008)0,2061)0,3325|0,66820,59230,8224 |0, 9239 |0, 5886
T 0,0351(0,1013/0,2104 0, 33630, 46890, 59300, 81320, 9277 |0, 9873
K-studeat 0,0366(0,0871(0,16920,2733 |0, 4089 |0, 5386 |0, 7897 |0, 91620, 9902 |
¥ mms |0,0490]0,120510,236310,3707]0,3077]0,6340]0,837310,9347 0, 9083
T 0,0483/0,1227)0,2390|0, 37300, 50420, 61920, 8278 |0, 9293 |0, 9872 |
¢ -srudent 0,0480/0,1003/0, 1835 |0, 2985 |0, 4233 |0, 3473 |0, 78830, 9147 |0, 9892
L =7 meé |0,0460(0,0852|0,1730)0,2835/0,39940,5451)0,7882/0,9043 |0, 9830
Ty 0;0‘30 0,0873|0,1629}0,2750|0,3860|0,516810, 7845)0,9004 |0,9821 |
| £-s tudant 0,0420]0,0762]0,1380/0,223110,3152|0,4764 0,733810,8741 /0,98
¥ |wem=s |0,0649 |0, 1635]0,2565 0, 3936 0,5167 |0, 63400, 8382 |0, 9353 |0, 991
T 0,0649 /0, 14420,2575 |0, 3095 |0, 31220, 6264 [0, 829310 9264 [0, 9509,
£ -student 0,0683 0,136 |0, 22330, 3445 [0,4718 |0, 60200, 8133 |0,3298 |0, 9904
¥ |wesmes [0,1297 [0,2514 0, 3873)0,3257 |0,6313 |0, 7344 [0, 9043 |0,9636 |0, 3039
7 0,1326 [0, 2688 |0, 38480, 3174 }0,6330 |0, 7327 |0, 8ase Jo 9342 |a, 9937
s tudeme fo, 13330, 2328 o, 436 {0, ss28 Jo, 5843 |0, seas &m
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TABLA 3

Comparacidn de algunas potencias simuladas

de W, T1 y £-student en poblaciones unifor

mes (0,1). Prueba unilateral contra alterna
tivas den localizacidn.

- T
Prueba Tamafos| d=0,0 d-D,q d=0, d-O,)d-O,n’oldGO.S d=0,86

] W na] m=6| 0,114% 0,2638 0,4748] 0,6853)0,8483 0,9430 0,9843
{ T, 0,109Y 0,251% 0,4555{ 0,6714|0,8381 0.9382 0,9836
' t-student 0,106 0,2605] 0,4516( 0,6890{0,8745 0,966 0.9948 |
I W n=7 m=5| 0,1104 0,2309 0,41204 0,6172}0, 7960 0.910§ 0.9720!
1 Tq 0,1084| 0,2340| 0,4208| 0,6228{0,7988 0,5208 0,5768
| t~student 0,1008 0,2248 0,6224{ 0,6604 o.a:sa[;.sseu 0,9908
! w n=) me4| 0,0523 0,1312 0,2592 0,4300/0,6093 0,7710 0,8995
T 0,0567 0,1530( 0,2940{ 0,4713(0,6450 0,8077 o.sxeo’
t-student 0,0510{ 0, 1227 0,2498] 0,4268(0,6360 0,8148 0,9415
[ n=6 mes| 0,0922 0,2035 0,3642 0,5580]0, 7429 0,870d 0,9482

Ty 0,0922 0,199 0,3651| 0,5622|0,7487 0,8764 0,9526
£-studant 0,0953 0,2004 0,3891| 0,6005(0,8007 0,5224 0,9798
[ n=6 m=s| 0,0898 0,1987 0,333 0,5163)0,6867 0,8333 0,9287

Ty 0,0852 0,105 0,3417| 0,5142|0,6925 0,8323 0,9338
t-student 0,0862 0, 1968 0,3427 0,5453 0.7294 0,8803 0,9620
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