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CONTRIBUCION AL ESTUDIO DE FORMAS CUADRATICAS
EN ESTADISTICA MULTIVARIADA

J. Polthondend.

Resumen. En el estudio de formas cuadrdticas
hemos obtenido resultados para la matriz alea
toria ¥ ~ N(I',V@L) en el caso V-singular. Los
. teoremas requieren que la matriz I sea no sin
gular. Aqui estudiamos el caso I-singular y
obtenemos condiciones similares al caso no

singular. Ademds estudiamos las formas cuadri
ticas del tipo Y'HY con Hpo simétrica. Tam
bi&n obtenemos las fdrmulas de covarianza en-
tre matrices aleatorias introduciendo el pro-

ducto de Kronecker antisimé@trico.

Abstracts. We consider the .aleatorie matrix
Y ~ N(I',V8L) for case V-singular and the ca-

se when I is singular.
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More over we etudy the form of the type

Y'HY with H pXp symetric, and we obtain the
formules of eovariances betwwen aleatories ma

trices.

Introduccién. En el estudio de las formas cua

draticas hemos obtenido resultados en el caso
en que la matriz Y = (¥),...,Y,) de n observa
ciones p-dimensionales se distribuya como una
N(I',V®L) en el caso en que V es singular, To
dos estos teoremas requieren que la matriz I

sea definida positiva. Sin embargo estos re-
sultados que pueden generalizar al caso I sin
gular. Se hace necesario definir la distribu
cidn Wishart L-singular y se establecen pro-

piedades similares al caso no singular.

Las formas cuadridticas estudiadas son de
la forma YAY' = Zaanay'B con Ayxy matriz si-
métrica, pero ademis se pueden definir las fér
mulas cuadrdticas Y'HY con prp sim@trica. Se
obtienen condiciones para que se distribuyan
como una Wishart I-singular o V~singular en
general; asi como las férmulas de varianzas y

covarianzas de las formas consideradas.
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Notacién y definiciones.

Consideremos n observaciones p-dimensio-
nales Yg v N (uu,vaot) a = 1,...,n y definimos:

U11---Y1n
Y = (VyyeeesVp) = | ~ N(T,ver)

ypl---ypn

donde

I = (Uiyc-epun) i.e. E(Y) =T,

Var(y) = Ver = (cov(Y,,Yg))
Observemos que

Vj N N(nj.cij) §f = 1,...,P ¥ que:

cou(Vi,Vj) - Uijv- cov(¥q,Yg) = vupl
donde

' = (ﬂl,-.-,ﬂp) i.e. V' ~n N(T',ZeV)

Definicidn 1.

Sea ¥ ~ N(I,I®L) com EL-singular, diremos
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que la matriz aleatoria YY' se distribuye co-
mo una Wishart L-singular con n grados de 1li-
bertad y pardmetro de decentraje I'T' si su

funcidn caracteristica es:
O s
¢(6) - lI-ZiGIJl ;icl.t/l(l. 24_92) err’

con I-singular

y la denotamos W(I,n,[T') I-singular

Teorema 1. Sea Y ~ N(I',I®L) I-singular y sea
A una matriz simétrica nxm de rango 4, enton-
ces:

YAY' & W(E,2,TAT') IL-singular sf y solo

si A es idempotente

Demostracidn. Sea A una matriz simé&trica,

existe P ortogonal tal que PAP' = Dymatriz de

valores propios de A i.e.

YAY' = ID)2' = JAylqlg con Z =YP ~ N(TP,IBL)
entonces:

5(0) -aﬁl|z-zixuez|'*¢“a°&("2i*a°z’-19“a

ro, -
- | 1-2405 |7 ¢t tA(1-240D) lerar:

si y solo sf A es idempotente i.e. Ay = 1,
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o = 1,c.e,3 Aa =0, a=a+l,...,n.
n

Notemos que U = TP y que TATl' = 2 V,Ua
=]

Teorema 2. Sea Y ~ N(I',VUBZ) E-singular, V no

-

singular, entonces:

YAY' ~ W(E,LnA(AV) ,TAT') EL-singular si y solo

si AV es idempotente

Demostracion.Sea P tal que PVP' =1 i.e.

Z = YP' A~ N(IP',I®L). Asi:
yAy' = Z(P')"lAP-12' ~ w(Z,q,TAr') I-singular
si y solo si (P')~lap-1 g idempotente donde

q = th(AV) es decir AV es idempotente.

Teorema 3. Sea Y ~ N(I',VRL) E-singular,V-sin

gular de rango 2, entonces:
YAY' ~ W(L,tn(AV),TAT') I-singular si y solo

si VAVAV = VAV
TAT' = TAVAT®
FAV = TAVAV

Demostracifn. Sea Y = T+XL' donde
X v N(O,1,8L), Lyyy es tal que V = [L' y
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L'AL = D) matriz diagonal cuyos valores pro-
pios no nulos coinciden con los de AV, Asf

tenemos que

YAY' = XL'ALX'+TAL'X'+XLAT"+TAT'

LLROYAY!

$(0) = E(e )

- eLtnFAF GE(QLIA(OXL ALX")+24tn (XL'AT O))

sabemos que: n
tROXL'ALX" = ] A X40Xy
a=1
A
IAXL'AT'® = ]  biXa
a=1

donde b = LJAT'O. Sea Hpxn una matriz tal
que I = HH', H'OH = D, es una matriz diagonal
cuyos valores propios no nulos coinciden con
los de OL. Sea Xy = HZy con Zy v N(0,Ix) (va-
mos a suprimir los indices "a" para aligerar

la escritura):

X'0X+2b'X = Z'H'OHI+2b'HZ entonces:

E(ei(x'ex+zb'x))

. R YL =1y
- |14—2LH'9H|'%e 2b"H(Ip-24H'OH)"*H'b

' ; -1

Asi tenemos que la funcidn caracteristica es:
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n
$(0) = e4tATAT'® 1 |1-24r,0%| *
a=1
n
exp(-2 ] LYAT'OL(I-24140L) 1urALy)
a=1

entonces:
YAY' ~ W(Z,q,TAT') I-singular si y

solo si

-Aa=1,a=1,...,¢ = ta(AV), Ay = 0 a = q+1,
.,n i.e. L'AL es idempotente si y solo si
VAVAV = VAV

- TAT' = TAVAVAT' = TAVAT®

- TAV = TAVAVY

Para la demostracidn es necesario veri-

ficar que si:
ith A-itn B+itn(1-24i0L)" 10B-2£10L6(C-B)
- itn(I-2i0%)"Yop

entonces A = B = D 1o que implica que
£10L6(C-B) = 0 y por la forma de C-B que se
descompone de manera tal que {A0LO(C-B) =
trHH' = 0 implica que H = 0 teniéndose que
B = C.
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Para demostrar que A = B = D ge define
@ como la matriz cero salvo en la entrada Aj§.

As{ tenemos que aj; = bij y a;j = dij'

Corolario. Si VYV VN(I',VOL) entonces Y = T+KXL'
donde X ~ N(0,I1,8T,) V = LL", £ = KK'; las ma-
trices son de tamafio L, x, K,y, con 2 = rangV

4 = nang

Recordemos que si ¥ ~ N(I',UBX) E-singu-

lar o V-singular:

Z = YH ~ N(TH,H'VHBL)

X = AY ~ N(AT,V®AELA")

Teorema 4. Sea Y ~ N(I',V@®L) I-singular V-sin-

gular entonces:

YA y VB son independientes si y solo si

A'VB = 0

Demostracién. Sea X ~ N(0,I,®L) tal que
Y = I'+XL' con V = [L', La*n n = nangl entonces:

YB = IB+XL'B = I'B+KIL'B
YA = TA+XL'A = TA+KIL'A

donde X = KZ, Z ~ N(0,1,814) y KK' = I, Kpxs

4 = nangi. Asfi YB, VA son independientes s{
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y solo si KZL'A, KIL'B son independientes sf y
solo si ZL'A, ZL'B son independientes si y so-
lo 81 A'LL'B = 0 = A'VB.

Corolario. - cov(KIL'A,KILIB) = A'VB®L

- 81 X v N(I',VBL) I-singular, V-

singular:

cov(KXA,HXB) = A'VB®KIH'

Teorema 5. Sea Y ~ N(I',V@I) L-singular,V-sin-

gular entonces: .

YAY' y YB son independientes si y solo si
-B'VAV = 0
-B'VAT' = 0

Demostracién. Sea X ~ N(0,1,81,) tal que
y = T+KXL' con V = LL" Lyx, L'AL diagonal y
KK' = L, K&*p entonces:

YAY' = KXL'ALXK'+KXL'AT'4+TALX'K'+TAT'

Y¥B = I'B4KXL'B son independientes si y solo si:
- KXL'B y KXL'ALXK' son independientes y

- KXL'B y KXL'AT' son indepeﬁdientes.

i.e. 81 y solo si: - B'LL'AT' = B'VAT' = 0
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- B'LL'AL = 0 i.e. B'VAV = 0

Corolario. VYAY' y YBY' son independientes si
y solo si VAVBV = 0

TAVBr' = 0

TBVAV = TAVBV = 0

Teorema 6. Sea Y ~ N(I',V®L) I-singular,V-sin
gular y sea A, x, simétrica, Bn*p y Cp*p enton

ces:

(YAY'+YB+C)* ~ W(I,2n(AV), (AT '+5B) 'V (AT '+%B))
I-singular si y solo si

- VAVAV = VAV

- (AT'+3B)'V = (AT '+%B)'VAV

~ (TAT'4+I'B+C)* = (AT'+%B)'V(AT'+%B) donde

Q* = %(0+Q2")

Demostracidn. Sea X n N(0,1,@I,) tal que
" Y = T+KXL' donde I = KK', V = LL', L'AL = D,

diagonal de valores {Al,...,ka} cuyos valores

no nulos coinciden con los valores no nulos

de AV. La funcidn caracteristica es:
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4 ' L] : 4 ! ’ ' AR ]
$(0) = QLtd@(FAF +T'B+C) E(eLtnGKXL ALX'K'+2L0KXL" (AT +5B)

. N : ' .y
- eme(r'Ar'+r‘B+C) 1 E(eLAuX&KaeKXu+24.ga XQ)

a=1

donde
G = (L'AT'+%L'B)0O, G' ='(gl,...,gn).

Asi:

: n ;
0(8) = eALAB(TAT'+TB+CI* 1 1,242 K'oK| *

Q=]
A
expl{-2 | giK(I,-2i2,K'0K) 1K gy}
a=1 '

- oitrO(TAT +TB+C)* [ |1 _5i) or| "
a=1 s
a 1
exp{-za{lg&z(lp-zianZ)‘ da

entonces es la funcidn caracteristica de una

Wishart I-singular si y solo si

- Ag = l, @ = 1, . ta(AV) = q, Aq = O

a = q+l,...,x es decir L'AL es idempotente

si y solo si VAVAV = VAV

q
- {tnO(TAT'+TB+C)*-2 | glz(1-2405) !gq
A a=1
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42n(1-2408) 1O (AT ' +%B) 'V (AT '+%B) .
Si se toma en euenta que g; = L (AT'+%B)O y que
%lLaL& = VAV se tiene que el término de la iz
a=
quierda es igual a:
LXnO(TAT "+TB+C) *~itnO (AT '+%B) 'VAV (AT '+%B) +
itn(1-240L) 1O (AT '+%B) ' VAV (AT ' +%B)-24110
(AT ' +%B) ' (V-VAV) (AT '+%B)
por lo que se tiene:
- (TAT'+TB+C)* = (AT '+%B)'V(AT'+%B)
- (AT'+%B)'V = (AT'+%B)'VAV

Para la demostracidn de lo anterior se utiliza

el mismo argumento que en el teorema 3.

Teorema 7. Sea X ~ N(T',V@Z) f-singular y sean

A{ nxn matrices simétricas { = 1,...,q,

q
neng(VAV) = n; y A = ] Ay, nang(VAV) = n. si
A=1

i) V es no singular

44) V es singular, I' = 0
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L44) V es singular, ' # 0 y A; es semidefinida
positiva £ = 1,...,q entonces las condiciones

siguientes:

a) XALX' \ w(E.ni,FAF') I-singular

-

b) XALX' son independienfes A = 1,...,q

c) XAX' ~ W(E,n,TAT') IL-singular

q
d)’l’iﬂ."’
(=1

son implicadas por dos de las condiciones (a),

(b), (¢) y por (a) y (d) (ver (&), pag.71).

Teorema 8. Sea X ~ N(I',V®X) I-singular,V-sin
gular entonces la forma cuadrdtica XAX' tiene

por funcidn caracteristica:
R , -1
$(0) =1 ]1-2anez| z

a=1
n

o~2C 1 LOAT'OL(1-242408) " 1OTAL,+{LrOTAT
Qw=]

donde q¢ = rang(VAV), L nxn, LL' = V, L'AL =D
diagonal, & = nangl.

Si los q valores propios no nulos de AV
son iguales a 4 y si TAVAVAT' = sTAVAT' enton

ces:
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—(XAX'-—I‘(A—-A—UA)I' 'Yy v W(E, q,AI'AUAI‘ ) EL-singular

(ver (2))

Hemos generalizado la nocidn de distri-
bucidn Wishart para el caso I singular y ve-
rificado que los resultados son similares al
caso no singular. Este resultado nos servira
para poder estudiar las distribuciones del ti

po Y'HY que analizaremos en la prdxima seccidn.

ESTUDIO DE LAS FORMAS CUADRATICAS VY'KY

Consideremos kR una matriz simétrica pxp
y la forma cuadrdtica Y'KY matriz aleatoria

nxn, la cual se escribe:

ooo‘(

yIKY = (vl,...,vP)K = ] Kkivivd
4§

donde Y' ~ N(F',I®V) por lo que:

yL Nv;,0..:V), cov(y<,yf) = oijV.

Consideremos primeramente que I = Ip y
sea P ortogonal tal que PKP' = D) matriz dia-

gonal de valores propios de K , entonces:

VIKY = 2'D,2 = Tagz¢7¢
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con 2' = (Z1,...,IP) ~ N(r'P',1,8V).

La funcidén caracteristica estd dada por:

LXn0y' KYy E(eLtue{Ajzfzf')

ijv  (1-24) e)'lev

$(0) = E(e

P
- 0 |T-24) el
g=1

i

entonces la forma cuadratica tiene una distri

bucidn Wishart W(V,q,Tl''KT) q = ta(K) si y solo

si:
p %, AV IA [ (1-24) j0) “loy;
$(0) = I |I-24) e| vy |
j-
. |1-219[‘%qe‘t”(l'zie)_lerKr'
i.e. Aj =1 4 =1,...,q0; lj = Oqj = q+l,...,p
es decir K es idempotente pues z v:v:! = T'KT.

j2 4d

Asi hemos demostrado el siguiente teorema.

Teorema 9. Sea Y' ~ N(I'',T 8V) entonces
y'KY ~ W(V,q,T'KT) 81 y solo si K es idempoten
te con @ = 12K.

Vamos a analizar el caso en que V es sin
gular y I es singular. Sea A una matriz pxa
de rango completo tal que AA' = [, A'KA = D,

matriz de valores propios no nulos iguales a
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los valores propios de KL, y sea V = f['

L nxs de rango completo, 4 = rangl, entonces:
y = I'+AZL' donde Z ~ N(0,I,01,)
Asi YV'KY = LZ'A'KAZL'+LE'A'KT4+T'KAZL'+T KT

por lu que

A

trY'KY = ] Aj 29 L eLzi 4240 AT KTOLH tAT KT
jn
n n

= Z Xj 2d 1 LreLzd+2 1 brz4etnr KT
L=1

ristica es:

donde B' = l l ]KFGL La funcidén carac-

n . v i [
oitnT'KTO | E(eijzJ L'erzi+2b'2 .

$(0) = i 4) =

f-l

LAAATKTO n |1,-24x ;L 9L|

j 1
-Za}KPGL(I _ZiAjL'eL)'lL'Or'Kaj

i

XA 'KTO n |1 -24A evl
j=1 s

- ': -— ( . —l ' -
- ZaJKFGV(In ZLAJOV) er Kaj_

|1'-2Lev|'*Qgitﬂ(ln-2£ev)f‘er'xr
n -
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81 y solo si - Xj =14 =1,...,q = 2tn(XK),

Aj = 0 §f = g+1,...,n (A'KA es idempotente es

decir LKEKL = XKL vy

-

q .
-2¢n(1-240v)-lor'k § aja;KFOV—ztnFever‘K
L
. 1
] a.a'K
j=q+1 17

= -2tn(1-240V)~1Or"'KIKIKIoV-2£aVOr 'K(E-EKZ)KTO
Asi: '
~22aVOT ' (KEK-KIKEK)TO+itn (1-240V) ~Lor ' KEKIKT
~{thOT 'KT-i2nOT 'KIKIKT = itn(1-240v)~ler'kr
por lo que:

['KT = T'KEKIKT

'Kl = T'KEKL i.e. T'Kl = T'KEKT (ver teore
ma 3).

Asi tenemos el resultado siguiente:

Teorema 10, sSea Y' ~ N(T'',I8V) V-singular,

I-singular entonces la forma cuadrdtica
Y'KY ~ W(V,ta(KZ),T'KT) V-singular s y solo
8i:
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- LKLKI = IKI
- I''Kl = T'KIKT

-I''KE = T''KIKE

Teorema 11. Sea V' ~ N(I'',L8V) I-singular,

V-singular entonces Y'H, V'K son independien-

tes si y solo si HEK' = 0

La demostracidn es similar al argumento

del teorema 4.
Corolario. cov(AY'K,BY'H) = KLH'®A'VB

Los resultados siguientes son consecuen
cia inmediata de la analogia entre las formas
YAY' y V'KY y las formas YB y Y'H que hemos
demostrado en el teorema 10 y el teorema 11.
Para las demostraciones, se repiten los argu-

mentos utilizados en el teorema 3.

Teorema 12. Sea Y' A N(r',reV) V-singular,
I-singular entonces Y'HY y Y'K son independien
tes s1 y solo si K' H = 0, K'VH =0

Corolario. Y'HY y Y'KY son independientes si
y solo si EIHEIKL = 0

FT'"HIKT = 0

F"HEKE = T'KIHL = 0
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Teorema 13. Sea Y' ~ N(I'',Z@V) V-singular,

I-singular y sea H pxp una matriz simétrica,

K pxn y C nxn matrices, entonces:
(V'HY+Y'K+C)* ~n W(V,£n(HL), (HT+%K) 'L (HT+%K))
V-singular si y solo si

- IHIHE = LHE

- (HT+%K) 'L = (HT+%K)'LHI

— (T'HTH4T'K+C)* = (HT'+%K) "L (HT "+%K)

)

con Q% = %(Q+Q")

Teorema 14. Sea y' ~ N(I'',Z8V) V-singular,

I-singular, la funcidn caracteristica de Y'HY

l 1
$(0) = I |1-2ix 0V|™*
a=1
n

- v -24 -1 { 1 ]
. zaZlLaHPQV(I 24X OV)T OT'HL +4tnOT'HT
donde los ¢ = rang(IHL), L pxa, LL' = [,

L'HL = D) diagonal, 1 = rangl.

$i los ¢ valores pgopiéa no nulos de HEI

son iguales a &4 y si T'HILHIHI = 4T'HIHT enton
ces:
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%(V'HV—F'(H-ﬂ§ﬂ)P) v WQV,q, AT THVHT) V-singular
Otros teoremas se putvden obtener inter-
cambiando ¥ por ¥' y V por L. A manera de v

sumen presentamos la tahla 1 y la tabla 2.
Nuestro interés ahora es obtener la f&:

mula de covarianza entre las forma=s cusdrati-

cas mixtas y las forwmas lineales mixtas.

Definicion 2.

Se define el producto anti-simé@trico de
Kronecker de las matrices A y B por: (la en-

trada {jkf es la entrada k€ del bloque 4£§)

(ABB); ibe = %ikbje = B spe

La forma cuadrdtica centrada la escrib;

mos asi:
VYAY'-TAT'-Ltn (AV)

= (Y-T)A(Y-T)'"+TA(Y-T) '+ (V-T)AT'-ZLn (AV)

- 28(aaByavé+6anuvé+aaByavé-BuB(Av)aﬁz)
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Y'KY-T'KT-VLa (LK) = (Y-T)'K(Y-T)+T'K(Y-T)+
(Y-T)"KI'-Vta(ZIK)

Voo

- vout'
LUK, YOYT 48, AR SLIPHOLY B

°t'
AAV +6A
1

t

donde

VI (vl,...,vn) = PA, V = Vu-ua,

A= A,eahp) = TUK, ¥8 = yiom,,

Definimos: )
ol)
L = (ol,...,op) y o= |: |,
\Op
[ A
b
U-(ulv"'yun)yp- .
an

La forma lineal centrada Y'K es:

(V-T)'K = T ChyaVe, . .. kqa¥®)
4

La entrada {fkf de la covarianza es:

k k

] E(S
aBs

aBYiB® s ka’s2*%ap g% s kst
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i.e. cov(VAY',V'K) = LK'@TAV+TAVBLK'

Dado que los términos de orden 1 y de
orden 3 se anulan, la entrada (jk{ de la cova

rianza entre YAY' y V'KY es:

aeng(aaek‘tyiﬂyéi”kaytl+5aesbt”18”aj“ha*tz

*00p%s¢vi8Ys Yrat tet0apbstYigt s jVRaYte”

(KZ)

8 uBbs2V.ip s jhadte %p KE) s 285 4YipYka"jt~

+(AV) (ZK)

(AV) g8,k a’a 865529k j2’

aB®ap’stYs OriYte
- (VAV)Lj(ZKZ)£k+tn(AV)t¢(£k)oikvj£
+(VAV) ;¢ (EKE) 1 +(TAV) | (EKT) p (VAT) (o (ZKT)
+(TAV)  p (EKT) , 4(TAV) ; (KT)  ©
-ta(AV)tu(zK)oikvjl—tu(AV)ta(ZK)oLkij
+tn(AV)tn(ZK)aikvjt
Asi tenemos que:
cov(VAY',¥'KY) = 2(IKI)®VAV+(IKT)8TAV

+(ZKT)OTAV+TAVOLKT+TAVSLKT
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Es necesario recordar que en nuestro contexto:

- E(;La;ja;kygta) = V% Vys%ketVay%itVss° it
+VGY0i£vBYOjk

- EYia¥ 80 = Vag%ij

A manera de resumen tenemos los siguien

tes resultados:

cov(YAY' ,V'K) = IK'®@TAV+TAVREK'
cov(Y'HY,YB) = VB'@r'HY+T'Hr@VB"

cov(YAY' V'KY) = 2(ZKI)@VAV+(ZKT)®rAv+
(ZKT)®TAV+TAVOLIKT+TAVSLKT

Cov(Y'HY,YAY') = 2(VAV)BELHI+(VAT')®T"HI+
(VAT ")@T "HI4T 'HIQVAT '+
T'HE®VAT"

Para la verificacidn de las fdérmulas al
intercambiar los miembros de 1la covarianza, es

necesario tomar en cuenta que:

cov(T,Q)' = cov(Q,T) y que:
(ABB)' = A'@B' (A®B)' = B'®A' (A8B)' = BBA

En efecto:
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(ABB) | g = @ by = @fibpy = (A'@B'), .\,
i.e. (A®B)' = A'®B"

(ABB)  ipg = (ABB) iipp = apbp; = b}pay

= (B'@A"). i.e. (A®B)' = B'@A"’

Lkl
L § LfRL

(ABB)!jkz = (AQB)'Lgk = ajlfih = (B®A) .
i.e. (A®B)' = B®A

donde Sijkl es la entrada 4{fk{ de la trans-
puesta, por lo que es igual a Sjilh' Se ve-

rifica igualmente que:
cov(KVYAY'K' ,B'VY'HYB) = 2 (KLHIK)®(B'VAVB)+
(KZHT 'B)@ (KTAVB)+(KIZHT 'B)® (KTAVB)+

KTAVB®KEHT 'B+KTAVBOKEIHI 'B.
cov(KYAY'K' ,BY'H) = K'LH'@®TAVB+TAVBOKIH"

Estos cdlculos se pueden efectuar de
una manera mas rapida y simple, tomando en

cuenta los siguientes resultados (ver (3)).

Consideremos:

1

Vee(X) = [X] = npx1 donde X= (X;,..,X )nxp

Do oo D¢
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Se denota X la matriz centrada de X,
1) Vec(AXC) = C'@A[X].
Observemos que si Van(X)Y = VOI se tiene que:
cov(XB,XA) = E(B'el[i]fi}'on)

- 8'®1 Ver A®l = B'VAer.
cov(KXA,HXB) = A'®K E([X][X]")BeH

= A'@K VOL BeH' = A'VBRKIH'

cov (HXB,AX'K) = B'@H E([X][X]')keA"

= B'@HVAILK®A' = B'VABHIK.

2) AYK®BIH = A®K' Vel B'eH
E(XeX) = V8L E(X'®eX') = eV
E(X'@X') = Ver E(XeX) = reV

En general cov(AYK,BIH) = AxK'cov(Y,Z)B'®H.

3) [A][B]' = A'8B' i.e. cov(X,I) = E(X'®I')-
E(X')®E(Z')
cov(X,X) = E(X'8X') = Ver

cov(KXA,HXB) = A'@K Ver BeH' = A'VBEKIH'.
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4) Si x,4,Z,q son vectores:

[xy'](zq']" = yq'®xz' = xy'®zq"

Consideremos ahora las formas cuadrati-
cas XAX' y XBX' que se escribem (con A y B

simétricas):
[xAXx'] = xex[A], [xBX'] = XeX[B]
por lo que:
cov(XAX' XBX') = E(X@X[A][B]X'@X')-
R (AV)TOLA (BV)E.
Pero:
E(X0X A®B X'@X") = E(XAX'BXBX')

E(XOXé0X6Xi)

3 ) a.8bsz
aBst

- asgtauBbAtCOV(xux"xtx;)

- asgt“usbate(xsx3°xaxi) i.e.

cov(XAX' ,XBX) = 68§taa8bu(vuvut£e£+

v va‘2Q£+v°Bv‘ttOt)-tn(AV)tl(BV)tOE =

18
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= tn(AVBY)L@®L+tn (AVBV)LSL.

Corolario. En general si X es una matriz a-

leatoria:

cov(XAX' XBX') = E(XAX';XBX')-E(XAX');E(XBX').

5) Sea X ~ N(Ir,V8L) y sea ¥ = X-I', entonces:
cov (XAX' ,XBX') = E((XAX'-TAT'-Ltx(AV))'®
(XBX'-TBLLItn(AV))")
= E(YAY'OYBY')-tn(BV)E(VAY')@L+E(TAY OrBY")
+E(TAY'@VBT ' )+E (VAT '8YBI ' )+£n (AV) £ (BV) IOF -
£ (AV)ZOE (YBY ' )+E (VAT '@TBY ') =
= tn(AVBV) (Z®I+IOL)+TAVBI '@L+T8TAVBT '+

TAVBT '@L+I®TAVBT'.

Conclusifn. En este articulo se han obtenido

resultados muy importantes en cuanto a la dis
tribucién de las formas cuadraticas en el caso
mds general en que £ y V son singulares. Se
establece la simetrfa entre las formas cuadrd
ticas YAY' y Y'HY. También se da la defini-

cién de covarianza entre matrices aleatorias,
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introduciendo el producto de Kronecker asimé-

trico.

TABLA 1

Yy v N(I',V®L) EL-singular V-singular

r
AY 'MW (L, tx (AV),TAT' ) [-singular

ii VAVAV=VAV
TAVAT'=TAT*

TAV = [AVAV

Y'HY W (V,tx (IH) ,[""H[) V-singular

sii IHEHI=IHL
I'*HEHT=T'HT

P*HIHE=["HE

AY' y YBY' son independientes

—

ii VAVBV=0 TAVEI'' =0
TBVAV =TAVBV=0

Y'HY y Y'KY son independientes

sii IHIKI=0 I''HIHT=0
T HIXI=I"'KIHL=0

EB Yy YAY' son independientes
il B' VAV=0 B'VAl'=0

Y'K y Y'HY son independientes
sii X' IHL=0 K' Inl=0

(YAY'+YB4C)* "

AL, tr (AV), (AT'+1B) 'v(al" +8) )

rli VAVAV = VAV
(ar*+48) 'V = (AT +}B) 'VAV
I (TAT* +TB+C) *= (A" +§8) 'V (Al +48)

|
|
|
|
l L-singular

(Y'HY+Y'K4L) * v
WV, tx (I8) , (F+2K) * DaTHK) )
V-singular
sid IHEHL = ZHL
(HT43K) 'L = (uT43x) * IuT
(T*HT+T* K4C) #= (TR (HT+35) ¢
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TABLA 2
cov (YB, YA) =B' VABL cov(Y'H,Y'K)=H'LKaVv
cov (YA, YB)=A' VBAL eov(Y'K».:'H)-k'EHCV
Var (Y) =val Var (¥ ")SZIV
E(YAY')=TAT'+Itx (AV) E(Y 'HYPT "HT +Ver ()
cov (YAY ', YB)=['AvBaZ+Ialavs ‘ cov (Y'HY,Y'K)=I""HEK@V+VEl* HIK
cov (¥YB, YAY')=B'VAI'' @Z+B' VAT ' &L cov (¥'K, ¥’ HY) =K' THT@V+K' LHT@v
| cov(YAY',¥BY')=tr (AVBV) (ZQL+I&L) + cov (¥'HY,Y'KY) =tx (HIKE) (VAV+VEV) +

Lalavel'" +ZalAvVel' + var ' HEKD+ T HIKTav+
TAVBI*@Z+TAVBI' &L VA&l HEKD+T' HEKT&V
cov(YB,AY')=B'VA'@L cov(KY,Y'H) =V@xIH
cov (AY',YB) =L@AVB ct;v (KY, Y 'H) =VAKIH
cov(Y',¥) = L@V cov(¥,¥') = val
cov (AY*K, HYB) =K' LH'@AVB cov (HYB,AY'K) =B’ VA' @HIK
cov (KYA,HYB) =A' VB@XIH' cov{AY'K,BY'H)=H'LK'@A'VB
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