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1. Introduccifn.

En diversas situaciones experimentales, es
frecuente utilizar los disefios de bloques; aun-
qﬁe el -Qs comiin es el disefio de bloques comple
tos al azar, €ste no es aplicable en todos los
casos, pues una de las primeras dificultades pa
ra probar el efecto de varios tratamientos, es
conseguir bloques homogéneos; a medida que au-
menta el tamaifio del bloque, disminuye la homoge
neidad de las unidades experimentales en el mis
mo. Se acostumbra entonces a construir bloques
homogéneos mas pequeiios, de tal forma que el nii

mero de tratamientos aplicados en cada bloque



103

sea menor que el niimero total a probarse. En el
presente articulo se derivan sistemiticamente
los principales resultados del andlisis de expe

rimentos de bloques, usando notacidn matricial.

Ademds de presentar un método para el ani
lisis de varianza de un disefio de bloques incom
pletos, se estudia el factor de eficiencia, en
razdn a que el experimentador puede tener a su
disposicidn un gran nimero de disefios del mismo
tamafio y por tanto necesitar una herramienta que
le permita seleccionar un buen disefo; el factor

de eficiencia es una de ellas.

2. Notacién.

Se consideran £ tratamientos aplicados a
N unidades experimentales, distribuidas en b blo
ques de tamaiio kl,kz,....kb; sea K' = (kl.bz,..
..,kb) el vector de tamarios de bloque y R' =
(nl.nz,.;.,at) el vector de replicaciones de tra
tamiento, donde ai es el niimero de unidades a
las que se le ha aplicado el {-&simo tratamien-

to; se nota ademfis por A el nimero de bloques

AL
en que ocurren juntos el {-&simo e L'-&simo tra
tamientos (L, 4' = 1,2,...,t; L ¢ 4" ).

Sean T' = (rl,TZ,...,rt) 4 B' = (81,82,...,8b)
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los vectores de totales de tratamiento y tota-
les de bloque respectivamente; N = ("ij)tXb

la matriz de incidencia, donde ngj es el nime-
ro de veces que el {-&simo tratamiento ocurre enel
f-&simo bloque, si nij = 1 & nij = 0, el dise
io se llama binario, que son los que se consi-

deran en el presente trabajo.

Se denota por Xa6 la matriz diagonal, cu-
yos elementos diagonales son los del vector X

elevados a la potencia a.

3. Modelo y estimacién de los parimetros.

El modelo lineal general ¥ = A64c de un

diseiio de bloques es
y = [1,0',8°][a,B'.¥'] "+ ¢

donde: A = [1,D',A'] es la matriz de diseiio
Nx(1+b+2f) de rango 1+b+t-2; 1 es el vector de
unos, D' es la matriz Nxb con una fila para ca-
da unidad y una columna para cada bloque y A’
es la matriz Nxf con una fila para cada unidad

y una columna para cada tratamiento.

8 = [a,8'Y']", donde a es la media gene-
ral, B es el vector bxl de par@metros de bloque
y Y es el vector £x1 de pardmetros de tratamien

to.
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€ es el vector NX1 de errores aleatorios,
con una distribuci8n especificada por E(€) = 0
y E(ee') = 021.

Se cumplen las siguientes relaciones:
n=2a0', KS =00, RS = mA', B=0Y, T=0aVy
el gran total G = B'L = T'lL.

Las ecuaciones normales del modelo pro-

puesto son:

A'AG = A'Y
por tanto, una solucidn de las ecuaciones norma
les obtenida por el m&todo de minimos cuadrados
es

8 = (A'A)"A'Y
donde (A'A) es una inversa generalizada de la

matriz A'A; una de estas es la inversa de la ma
triz A'A + C'C donde C estd dada por:

0 K* 0
c.d
/N |0 o' R'|.
Los parimetros 0 = [u.B'.Y']' son enton-

ces estimables bajo las condiciones CO0 = 0 y

asi:
8= (A'A + C'0) lary

se odtiene
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a G/N
0= | B | = |KOB-(§)Ken'ank B-n"aT)
Y QQ
donde Q—l — RG - nK-Gn' + _R_EL
y
Q=7-nk% .

A fin de efectuar el andlisis de varianza,
se calculan las respectivas sumas de cuadrados
como se muestra a continuacidn: La suma de cua
drados del error estd dada por la siguiente ex-
presifn

SCE = (Y-A8)' (V-A8)
- V'Y-20"A' V48 ATAD
- v'y-8'k~98-9'q9.

Como la suma de cuad;adoo de bloques viene dada
por SCB = Bk~ %8- &, la suma de cuadrados de

tratamientos, obtenida por diferencia, es
SCT = Q'QQ.

La tabla de andlisis de variamza ya se puede cons

truir.
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fabla 1

An&lisis de varianza de un disefio de
bloques incompletos

F.de V. 9l sc

Bloques b - 1 B'k %8B - 6Z/n
Tratamientos | £ - 1 Q'QQ

Error N-b-t-1 | v'v - B'k" 5B - g'ag
Total N - 1 y'y - GYN

4. Caracterizacion de los contrastes de
tratamiento.

4.1. Descomposicidn de los contrastes de trata-

miento en componentes inter e intrabloque.

Defimicidén 4.1.1. Una funcidén lineal S'AY = S'T
es llamada un contraste de tratamiemto cuando
S'A1L = S'R = 0, se nota por S; y, una funcidn
lineal U'DY = U'B es llamada un contraste de

bloque cuando U'PR = U'K = O, se nota por U.

Definicidm 4.1.2. Dos contrastes Pl y Pz son
ortogonales si P;Pz = 0.

Defimiciém 4.1.3. Un constraste que sea ortogo
nal a todos los contrastes de bloque se denomi

na contraste intrabloque y un contraste de blo
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que se distingue de los contrastes intrabloques

describié&ndolos como interbloques.

Dado un contraste de tratamiento S se pue
de encontrar U tal que S'AY = U'DY+(S'A-U'D)Y,
donde A'S-D'U es un conttaste‘intrabloque; la
condicidn para que se cumpla este requisito es
D(A'S-D'U) = 0, requisito que es equivalente a
PD'U = DA'S, o sea KGU = n'S, determinando
U= K—Gn'S de manera unica.

Se tiene entonces que S'T = S'nK—6

B+S'Q,
es decir, que un contraste de tratamiento es re
soluble de manera {inica en componentes inter e

intrabloque.

4.2, Condicidn para que las componentes inter e
intrabloque estimen el mismo contraste de trata

miento.

La descomposicidn en 2 componentes puede
ser aplicada a cualquier contraste de tratamien
to, pero es util, solo si las componentes mismas

estiman el mismo contraste.

Sea T el vector t£X1 cuyos elementos son
los valores esperados de una sola observacidn
en las diferentes clases de tratamientos, es de
cir

E(Y) = A'T
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E(S'AY) = S'AA'T = S'RSq

E(U'DY) = U'DA'T = U'n"'T .

Si los dos estimativos tienen la misma esperan
za, aparte de un factor constante, para todo T
se tiene:

Urn* = uS'R6

(=)}

S'nkSnr = us'g®

donde p es un escalar que depende de S, D y A.

Si se escribe
M= Rk~

la ecuacidn :
8, &

S'nKk™"n' = pS'R

resulta ser

Luego una condicidon necesaria y suficien-
te para que un contraste de tratamiento S sea
resoluble en componentes inter e intrabloque,
cada una estimado el mismo contraste de trata-

miento, es que debe ser un vector propio de M.

Sea M o= M - AR

Post-multiplicando por S se obtiene:
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) aR’
Ms=ms - Lps

us- 1358 = pr- s

o sea MOS =nuS ya que R'S = 0.

u es el Gnico valor propio diferente de
cero de Mo’ en razdn a que la ecuacidn caracte-
ristica es:

1 1-1
luo - al| = (-1)%a(a-p)

y por tanto la multiplicacidn de y es £-1.

Como M l = 0, el valor propio cero corres
ponde el vcctor L. Luego si “ es de la forma
Mo = u(I- —F—)' cualquier conttaste de tratamien
to es un vector propio de “o y también de M.

S. Conceptos de balance y eficiencia.

lLLas siguientes definiciones fueron dadas
por Jones (1959) y Calinski (1971):

Definicidon 5.1. Un diseiio de bloques es balan-
ceado para un contraste 8, cuando §$ es un vec-
tor propio de Mo. Es decir HOS = uS; el corres-
pondiente valor propio de “o' B, se llama el fac
tor de pérdida y (1-p) el factor de eficiencia

del disefio con respecto a S.

Defimiciom 5.2. Si un disefio de bloques es balancead
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para todos los contrastres de parametros de tra
tamiendo con exactamente el mismo factor de pér
dida, este serd llamado un diseiio de bloques to

talmente balanceado.

Se ha demostrado por lo tanto, que la
condicidn necesaria y suficiente para que un di
seno de bloques sea un diseno de bloques total-

mente balanceado es que M0 sea de la forma:

i iR
MO = U(I - N )

donde p es el Gnico valor propio diferente de

cero de la matriz MO con multiplicidad £-1.

Es conveniente aqui, explicar en mas de-
talle el significado que tiene el factor de efi

ciencia en vista de su importancilia para la elec

cidn de un diseno: Il es llamado el factor de pér
dida ya que es una medida de s pérdida relati-
va de informacidn debido 1 la confusidn parcial
de 1os contrastes de trar amivato con el efevto
de bloques. En un Jdis.no totalmente balanceado,
esta pérdida es iynal para todos los contrastes
de tratamiento y. por tanto, la eficiencia del
diseno, definida en t(érminos de¢ la informacidn

efectiva obtenida sobre cualquievr contraste de

tratamiento es l-p.
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6. Un disefio totalmente balanceado especial.

Una clase particular de los disenos total
mente balanceados son los disenos de bloques in
completos balanceados (BIB). En estos disefnos
se consideran las unidades arregladas en b blo-
ques de kR unidades cada uno, y £ tratamientos,
cada uno replicado 4 veces; ademads, dos trata-
mientos cualesquiera ocurren juntos en el mismo

bloque A veces.

Entonces

= 8k S = (L lrypr = L '
M R "nK "n (AI)n(k—I)n R n
n A ase A
- L
nk |2
A X A ..o
y como la suma de las filas debe ser 1, pues
Mo = 1.
A+ (E-1)A |
nk
luego,
_ hk-1)
1 -1
Ahora bien, 1R

es decir:
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[ t-k A 1 A 1]
RT 7 T S T T
‘ A1 L~k A
PR P2 S - RE "t nk %
[¢] .
A1 A1 t-k
"k T F xk T F Rt |

por lo tanto, los disenos BIB satisfacen

B LR"
Mo = nl- =g

. E 1 factor de efici i 3
con u = (/t-l) y € actor € efl1cliencila estara
dado por

om0 t-b  _ t(k-1)

- BGE=1) T Z(B-1)

7. Conclusiones.

7.1. Se han deducido y presentado matricialmen-
te las propiedades de los disenos de bloques in
completos. La notacidn matricial, a la vez que

facilita la manipulacidén de los datos cuando se
usa un diseno de bloques incompletos totalmente
balanceado, permite visualizar y comprender las
propiedades de estos disefos; es asi como las

propiedades de un diseno de bloques incompletos

balanceado, se deducen fAcilmente.
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7.2. El calculo y propiedades de las matrices (]
y MO es importante en el andlisis de los datos
de un experimento que ha sido disefiado en blo-
ques incompletos. § por ser la matriz de cova-
rianzas del vector de medias de tratamiento a-
justadas y M0 en razdén a que sus propiedades re
lacionadas con los contrastes de tratamiento de
terminan el factor de eficiencia del disemno. Se
ha mostrado, que cuando el disefio de bloques es
totalmente balanceado, el cd3lculo de estas ma-

trices no presenta problema.

7.3. E1 andlisis de varianza que se ha presenta
do aquil es el intrabloque; por tanto, el método
desarrollado es Gtil, solo cuando la informacidn

interbloque se puede considerar despreciable.

7.4. E1 adjetivo de balanceado asegura que to-
dos los pares de tratamiento se comparenm con 1la
misma precisidén, aunque existen grandes diferen

cias entre los bloques.

7.5. Aunque se dispone de un gran nimero de di-

sefios, es posible que no haya un diseno adecua-

do para el nimero exacto de tratamientos proyec

tados inicialmente para comparar. Es importante

entonces, el trabajo conjunto entre el experimen
tador y el estadistico, a fin de intercambiar

ideas sobre los recursos disponibles para el tra
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bajo, de tal forma que el niimero de tratamien-—
tos en ciertos casos pudiera aumentarse, 0, en
otros, disminuirse ligeramente, con el objeto

de ajustarlos a un disefio disponible.
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