87

Revista Colombiana de Estadistica
NE 9 - 1984

EL MODELO LINEAL EN EXPERIMENTOS CON
VARIABLES CATEGORIZADAS

ESTUDIO DE UN CASO

Luis Atberto Lépez Pénez Bernardo Chaves Céndoba

Depto. Mat. y Estadistica Instituto Colombiano
Universidad Nacional Agropecuario - ICA.

Resumen. Se pretende presentar y aplicar la me-
todologia estadistica propuesta por Grizzle,
Starmer and Koch (1969), basada en el modelo 1i
neal, la cual es de gran utilidad para el andli
sis de experimentos donde la respuesta a medir
hace referencia al nimero de "unidades" que caen
dentro de cada una de las 1 celdas (categorias);
es decir, experimentos en los cuales la variable
de interés sigue una distribucidon multinomial.
Para dar una aplicacidn a esta metodologia, se

tuvo en cuenta los resultados de un experimento
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donde se evalila el grado de pudricidn de mazor
cas en la variedad de maiz sogamosefio al ata-

que del hongo Fusaaium, 5.p.

Introduccidn.

El uso de variables categorizadas es fre-
cuente en estudios fitopatoldgicos, médico-ve-
terinarios, epidemioldgicos, de mejoramiento ge
nético, etc., siendo frecuente el empleo de 1la
estadistica Ji-cuadrada para probar hipdtesis
de independencia. Sin embargo cuando se desea
probar hipdtesis acerca de combinaciones linea-
les de efectos de tratamientos donde las respues
tas son de tipo categdrico, el uso del estadis-
tico Ji-cuadrado tradicional es limitado. Este
hecho conduce a presentar esta metodoldgia es-
tadistica basada en la teoria de los modelos li
neales, aplicdndola al caso particular del gra-
do de pudricidn de mazorca en la variedad de

maiz sogamoseiio.

Revisiéon de antecedentes.

En el estudio de datos categdricos, frecuen
temente se encuentran distribuciones estadisti-
cas como la Ji-cuadrado, que permite realizar

pruebas de hipdtesis de independencia entre dos
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o mas variables medidas en una escala al menos

nominal.

El modelo probabilistico que sigue a una
variable categorizada es ¢ :0cido en la teoria
estadistica como distribucidn multinomial con
parametros (N, wis § =1,2,...,1) siendo LI la
probabilidad (la cual se supone constante) de
que una unidad particular pertenezca a la f—ési
ma categoria. Es frecuente que dentro de las
clasificaciones originales, se presentan subca-
tegorias dando esto origen a una estructura

multinomial multivariada, Johnson y Kotz (1969).

GCeneralmente se tiene inter@s en establecer
que tipo de relacidn existe entre dos o mis va-
riables categorizadas, la prueba estadistica co
munmente utilizada es la Ji-cuadrada, cuya ex-

presidon es:

2
XZ - z (OEE)__ (1)

Siendo 0 la frecuencia observada -numero de
unidades que pertenecen a cada celda- y E la fre
cuencia esperada. Es frecuente tambié&n hacer uso
del estadistico Ji-cuadrado para pruebas de bon-
dad de ajuste; tiene su base en que para muestras
grandes la forma cuadratica

S
Q = (V - ) Xy - w (2)
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tiene una distribucidn Ji-cuadrado con (2-1)

grados de libertad (Chernoff 1956), citado por
Lindeman et al (1976). en donde U es el vector
de medias en la distribucidn multinomial y Xy,
la matriz de varianzas y covarianzas asociada

a esta distribucidn.

Hay varios m&todos que permiten estimar 1la
probabilidad de que una observacidn particular
pertenezca a cada una de las n-categorias, algu
nos de ellos permiten encontrar estimadores que
minimizan la xz modificada, Bhapkar (1966). El
principio de estimacidn mas utilizado es el de
mi@xima verosimilitud propuesto por R.A. Fisher
(1912). (Citado por Neyman J. (1949)), en &1
Neyman considera los estimadores que minimizan

la expresidn

L " P 4
X2, = ¥ Kj-n wj)~ (3)
N . .
(N) j=1 X

sujetos a la restriccidn impuesta por la hipdte
sis nula Fp(w) = 0. Bajo la hipdtesis nula (3)
sigue una distribucidn limite Ji-cuadrado con d
grados de libertad, siendo d el nimero de para

metros restringidos por la hipdtesis.

Grizzle, Starmer and Koch (1969), asumie-
ron 4 distribuciones multinomiales com X catego

rfas de respuesta, definieron kR funciones de los
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"ij' los cuales tienen derivadas hasta de segun

do grado, con matriz de primeras derivadas de

rango k.

Método estadistico.

A continuacidn se presentan los resultados
tedricos; soporte de la metodologia estadistica
de los modelos lineales con datos categdricos de

sarrollada por Grizzle, Starmer y Koch (1969).

En el caso particular de una repeticidn
con & categorias de respuesta y 4 tratamientos,

se presenta el siguiente arreglo:

Categorias de respuesta

Tratamiento 1 2 ... total
t nyp ny2 nn ny
2 nay nyo n,, ngy
& T L Ran L

en donde los nij(i = l,...,8, § = 1,2,...,1) son
frecuencias observadas asociadas a la estructura
multinomial anterior. Si %ij representa la proba
bilidad de que una observacidn pertenezca a la

poblacién 4 de la categoria §, entonces se defi-

1
ne el vector ('i ) = ('Ll'"iz""’“iﬂ) como el
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vector de probabilidades asociados a las 1 cate

gorias de respuesta.

: nig ’ .
Si Pij = === es el estimador maximo vero-
- - ‘(.' -
simil de "ij’ el vector de estimadores de mi
!

de la forma 1PLn - [PLI’P£2""’P£n]’ Johnson y
Kotz (1969).

es

La varianza estimada asociada a una pobla
- - - - - - - -
cidon especifica (en una repeticidn del experi-

mento) esta dada por:

]
V(P = -= (Dp, - P; P,)
nxn ‘

con DPL una matriz diagonal con elementosPL.

La matriz de varianzas y covarianzas es-
timada de V(w) para los 4 tratamientos es dia-

gonal por bloques de la forma:

(V(P)) 2
vePy)
V(P) = ..
naxXnd
E VP

El ajuste de datos categdricos al modelo
lineal se hace por el método de minimos cuadra
dos generalizados (M.C.G.), en donde la varia-
ble depeﬁdiente es una funcidn lineal de las

estimaciones de la probabilidad “ij'
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El modelo propuesto es Y = X0 + ¢, con

6' = [u,Tl,TZ....,TA_l; 81.82,.--.Bk_11

s=1 Azl
- Yy 1, B, =- ) B
8 i £k j=1 4

-
1]

Y = F(m) AW ;

A : matriz de orden (n,w), en dounde n es el ni-
mero de observaciones.

w = nx4xk siendo k el niimero de repeticiones.

X : la matriz de disefio reparametrizada de or-
den (n,%) asociada a una estructura de blo-
ques al azar

0 : es el vector de pardmetros

L]

el error aleatorio no observable, el cual
tiene distribucion normal con media 0 y ma-

triz de varianzas y covarianzas AV(m)A',.

El resultado de AP, con P estimador maxi-
mo verosimil de % es el porcentaje promedio pon
derado sobre las 72 categorias. Las ponderaciones
se asignan en orden ascendente de acuerdo al ud-
mero de categorias estudiadas. La estructura de

A con & categorias de respuesta es:

2 3...2~ 000 ...0 OO0 O0...0
0 0...01 2 3 ...2000...0

0 0 0 0 0 O 01 2 3 ...

>
L}
[~

(=]
o
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Como el interes del investigador es esti-
mar los pariametros en el modelo y probar hipdte
sis acerca de la diferencia entre tratamientos,
se tiene entonces que el estimador de M.C.G. pa
ra 0 es:

lyo-1

8= x'sTl Ixs™ly  con S = AV(PIA' ;

matriz de varianzas covarianzas estimada para

Am.
La hipdotesis lineal general a probar es
Ho: CO = 0 en donde C es una matriz cuya estruc

tura es de la forma:

5-1 k-1
- - N m—N——
0 0 ...0 0...0
0 01 ...00...0 -
c ‘ - > - - " 0o L)

4-1"2n
0 00 ...1 0...0

la naturaleza de (C, depende de las hipOtesis que
se planteen con respecto a contrastes entre tra
tamiendos. La suma de cuadrados debida a la hi-

potesis HO: Co = 0 es:

sc(cd) = (¢d)' [ex's o e ed)

bajo HO: SC(Ca) & xz(a(C))

en donde: A(C) es el rango de (C; si SC(Cg) >
XZA(C) se rechaza “o'
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La suma de cuadrados debida al errof, se define

como :

SC(error) = V'[S-l -8 (x's'lﬁ)‘l]v

Bajo HO: los datos se ajustan al modelo; se tie

ne que:

SC(error) £ xz(n-m(c)): si SC(error) > xz =
(n-n(c)) (o)

se rechaza la hipdtesis nula.

Cuando los efectos de los bloques tienen
interpretacidn practica (razas, especies, cama-
das, e€tc.) se construye una matriz Cl tal que la

hipdtesis Ho: C19,= 0 se puede probar.

Material experimental.

Para presentar una aplicacidn del método,
se hizo uso de los resultados de un experimento
realizado en el Centro Naciomal de Investigacio
nes Agropecuarias del ICA, cuyo objetivo fué eva
luar del grado de pudricidm de mazorcas, causa-
da por el hongo Fusanrium, S.P. ea la variedad de

maiz sogamosefo.
Los materiales evaluados fueron:

- Sogamoseno V.0. variedad origimal T, 3
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- Ciclo I Sogamosenio (M.P.)I, seleccidn masal
por prolificidad 12;

- Ciclo II Sogamosefio (M.P.)II, seleccidn masal
por prolificidad T33

- Ciclo IIl Sogamoseiio (M.P.)III, seleccidn ma '
sal por prolificidad Tys

- Cruzamiento de Sogamoseiio V.0. con MB510 (M.
P) VIIt; material prolifico Tg3

- Cruzamiento Sogamosefio V.0. com MB513 (M.N.P) =
VIII, material no prolifico Tes .

- MB510 (M.P)VIII (testigo) Ty .

- MB513 (M.N.P)VIII (testigo) Tg;

- ICAV506, variedad comercial (testigo) Tg-

En el arreglo del material experimental

evaluado, se utilizd el diseiio de bloques~ad . __

azar con 6 repeticiones. &

La evaluacidn del material experimental
se efectud teniendo en cuenta la siguiente esca-
la.

Grado de pudricién % tejido enfermo

GO mazorcas aparentemente sanas
Gl 1 -25
G2 26 - 50

Para efecto de &sta aplicacidn se incluye-
ron tres categorfas equivalentes al 50Z o menos

del tejido atacado, debido a que por encima de
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de este porcentaje el nlmero de mazorcas afec-

tadas no eran considerables.

Resultados:

-

El arreglo del material experimental, se
presenta en la Tabla 1 para el andlisis de la
informacidn se hizo uso del procedimiento FUN-

CAY, implementado en el paquete SAS.

El valor del estadistico Ji-cuadrado pars
probar la hipdtesis de igualdad entre materia-
les evaluados (tratamientos) fue de 171.27, con
& = 0.0001, de encontrar el valor mayor al cal-
culado, lo cual muestra suficiente evidencia de
diferencia al grado de pudricidn entre los mate

riales.

La prueba de bondad de ajuste al modelo
resultd altamente significativa, el valor del
estadistico Ji-cuadrado fue 158,.82. Para dar
una recomendacidn de la variedad "mas" resisten
te a la pudricion, se plantearon las siguientes

comparaciones:

- Ho: 3(12+13+t

traste compara la resistencia a la pudricidn

4+Is)—4(‘r7+ta+tg) = 0. Este con

del material prolifico contra los materiales
testigos, el valor del estadistico xz fue de

133.35 con un nivel de significancia estimado
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de 0.0001, lo cual indica que los materiales
testigo son mds resistentes a la pudricidn

que el material prolifico.

- H T

o 1
contra el material prolifico, no se encontrd

~Tg = 0. Compara la variedad regional

diferencia significativa en la resistencia a
la pudricidn; el valor del estadistico Ji-cua

drado fue de 2.59 con a = 0.1075.

- HO: 3Tl-T7

regional contra los materiales testigos. El

-T6-T9 = 0 contrasta la variedad

valor del estadistico x2 = 40.78 y & = 0.0001
conducen claramente a establecer diferencias.
En este caso los materiales testigos se mos-
traron mds resistentes a la pudricidn que la

variedad regional.

- HO: T,-Tg compara la variedad regional soga-
moseno contra la variedad comercial ICAV506,
se encontrd significativa al grado de pudri-
cidn, siendo mias resistente la variedad
comercial, como 1lo muestra el valor de
1a x* = 27.07 con & = 0.0001.

Conclusiones.

Cuando se presenta el problema de la fal-

ta de ajuste del modelo, se presenta una sobre-
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estimacidén (o subestimacidn), asi también se so
breestima la hipdtesis de diferencia entre tra-

tamientos como también las comparaciones.

Este hecho conduce al investigador a en-
contrar otras funciones de la forma ¥ = AP = F(P),
no necesariamente lineales. Las transformaciones
mas frecuentes son log-lineales de la forma
F(P) = K[10g(AP)], donde k es una matriz de or
den (vxl); funciones exponenciales F(P) =
Q{exp k(log(AP))}, donde Q de orden gxv y fun-

ciones logaritmicas compuestas.

F(P) = L{log/Q(exp{K/1log(AP)/}} con L de
orden 1xgq.

La seleccidn masal por prolificidad, no
contribuye al mejoramiento por resistencia con
respecto a la variedad regional, y estos a su
vez son menos resistentes que las variedades
MB510(M.P)VIII, MB513(M.N.P)VIII y la variedad
comercial ICAV506. Por otra parte no se observa
tolerancia de pudricidn el cruzar las varieda-
des MB510(M.P)VIII, pues no se encontraron dife

rencias significativas.

Los materiales que mostraron mayor resis-
tencia a la pudricidn fuexron el MB510(M.P)VIII,
MBSI3(H.N.P)VIII y la variedad comercial ICAV-
560.
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Fuente: Departamento de fitopatologia ICA - Tibaitata.
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