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La demografia es la ciencia que trata de la
magnitud del crecimiento de poblaciones humanas y de
la frecuencia de los eventos demogradficos (nacimien-
to» muerte, emigracidn, etc.) en e;las. Un concep-
to fundamental de la demografia es la distribucién
de edades en una poblacidn, que indica para n = 1,2,
3,... el porcentaje de personas, que en un afio par-
ticular cumplen el n-&simo afio de vida. Conociendo
la distribucidn de las edades de inboa sexos y la
frecusncia de fallecimientos y nacimientos dependien
do de la edad, se puede pronosticar el desarrollo
futuro de una poblacidn cerrada (sin emigracibn/inmi
gracifn). Entre los modelos matemfticos que se usan
en la deubgrd?fa, se distinguen los modelos para un
sexo y los modeloa para dos sexos. En los noéclos':
para un sexo s; supone que existe una abund¥ncéia de

hombres y que el#désarrollo de la pohlqpi&u depende



Unicamente de la subpoblacidn de las mujeres. Este

trabajo considera s6lamente modelos para un sexo.

1. La ecuacidén de Foerster.

Se considera la edad a y el tiempo £ como va~-
riables continuas. La distribucidn de edades se sus
tituye por una funcidn densidad p(a,f) de la manera

siguiente:

Para todo a > 0 sea P(a,f) la probabilidad de
que una mujer elegida al azar en el tiempo £ tenga

una edad £ a. Sea

pla,) = 9—”%@— y  ua,t) = Np(a,t),
a
donde N es el niimero total de mujeres. Los cdlculos
que siguen se efectilan siempre con la funcidn u(a,t).
Para todo a, >0y a, > a, se puede afirmar entonces

que
az
u(a,t)da = nimero de mujeres de edad entre a, ya,,

%y

despreciando la diferencia entre la integral y el nl-

mero entero vecino.

Adem&s se tiene la funcidn no negativa u(a) lla
mada funcidn de mortalidad. Se supone que la probabi
lidad de que una mujer de edad a alcance la edad a+h

es



1 - hua) + o(h) ¢ Afn °§h) =0)

h+0

Entonces el niimero de mujeres que en £ tienenuna
edad entre a4, y 4, mueren entre L y t+h es
ﬂ.2 )
M(a,, ay,h) = k| wu(@ula,t)da + o(h)(a,-a,)

|

Para a2-a1 pequerio se llama el grupo de mujeres de
edad entre a, y a, en £ una cohorte de edad, y espe-
cificamente la cohorte (al,az,t). Con esta termino-
logia se puede decir que la cohorte (al,az,t) perdid
M(al,az,h) miembros en el intervalo (I,I+h]. Por

~otro lado la cohorte tuvo éaﬁuh,t)da miembros en el
1

tiempo £ 'y tiene f%'u(a+h,t+h)da niiembros en el tiem

a

po f+h. Luego: !

%2 %2
J [utath,t+h) - u(a,t)]da = - h I w(a)u(a,t)dato(h) (a,-a,)

a a,

Como esta identidad es valida para todo al,az,tene—

mos

u(a+h,t+h) - u(a,t) = -hu(a)u(a,t)+o(h)

Después de restar y sumar u(a,t+h), de dividir por
h y de tomar el limite cuando h + 0, se obtiene 1la

ecuacidn en derivadas parciales

(1) du , %, _ ()

oa at



que se llama ecuacidn de Foerster.

A fin de resolver la ecuacidn (1) se considera
a

v(a,t) = u(a,t) exp([ w)
0

Para esta funcidn se tiene

a
+ uu) exp ( g W) =0

[~ %]

¥ +

= (

aﬂw
aiE
e
SR

v
(2) 32t 3

&4

de donde resulta v(a,t) = f(a-£), con § funcidn di-
ferenciable arbitraria. De hecho, para cualquier §,

se tiene

¥ g, - -fr@t

Por lo tanto wv(a,t) = v(a-1£,0) = v(0,£f-a) o sea
a-1

a
u(a,2) exp( [ u) = u(a-2,0) exp(f W = u(0,t-a)
0 0

Como u(a,f) y u(a) estfn definidas solamente para
a > 0, se trabaja la primera identidad con a > £ y

la segunda con a < £.

La primera identidad da

a a-1
u(a,z) = u(a-t,0) exp(- [ u+ [ B) o sea
0 0
a
(3a) u(a,t) = u(a-£,0) exp(- [ w) (a > 2)
a-1

La segunda identidad da



a
(3b) u(a,t) = u(0,t-a) exp(- [ u) (a < 1)
0
Las formulas (3a) y (3b) proporcionman la solu-
cidn de (1) en el caso que u(a,0) o sea la distribu-
cidn de edades en £ = 0 y u(0,4) o sea la frecuen-

cia de los nacimientosen £ > 0 esté&n dadas (Fig.l).

valores dados: =

valores a calcular:///

Figura 1

En la practica u(0,f) no se conoce; se tiene
que calcular por medio de la funcidn de maternidad

que se define enseguida:

2. La funcidén de maternidad y la ecuacidn integral
de Lotka.

Para todo a > 0 sea H(a) el nlimero de hijas
de una mujer de edad a. H(a) es una variable alea-
toria. Sea M(a) el valor esperado de H(a) y sea

dM

m = . es se da relacidn
da Entonc s la

w
(4) u(0,2) = [ m(a)u(a,t)da
0

donde m(a) es la funcidn de maternidad y w el 1imi-
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te superior de la edad reprodhctiva. Si 0 £t £ w,
tenemos por medio de (3a) y (3b)
T w
w(0,) = l m(a)u(a,t)da + [ m(a)u(a,t)da
> o

z a
= I m(a)u(O,I—a)exp(—I vda
0 0

w a
+ [ m(a)u(a-2,0)exp(-[ wu)da
1 a-%

Si u(a,0) esta dada, entonces la Gltima integral es
una funcidn dada G(f). Ademds introducimos las no-

taciones

B(£) = u(0,1)

pla) = exp(—fau)
0

k(a) = m(a)p(a)

La funcidn p(a) € 1 es la probabilidad de que
una nina recién nacida alcance la edad a. La funcidn
w
k(a) se llama maternidad neta y 6 k(a)da es el prome

dio de hijas de una mujer durante toda su vida.

La ecuacidn (4) se escribe en la forma

1
(5) B(£) = G(t) + [ B(t-a)k(a)da (0 ¢ 2 <5 w
0
El método de resolver esta ecuacidn integral,
llamada ecuacidon de Lotka, serda estudiado en el pa-
ragrafo 5. Por ahora se supone que es posible resol-

ver la ecuacidn (5) para nw £ £ € (n+l)w, siempre



y cuando G(f) esté dado para £ en el mismo interva-

lo. Veamos como se puede obtener u(a,t) para £ 3 0,
a-t € w, si se conoce sdlamente u(a,0) para

0 § a £ w. En la Fig. 2 se muestra este procedimien
to.

w

valores dados: e
valores calculados por (5): o ° o o
valores calculados por (3b): —— ——

Figura 2

3. Un modelo discreto.

En la practica la funcidn u(a,t) se reemplaza
por un vector N(f) = (no(t),nl(t),...,nx(t)), donde
ni(£) es el niimero de mujeres cuya edad estd compren
dida entre {h y ({+1)h, donde h es un intervalo fijo
(p.ej. h = 1,5,10 & 15 afios). Asi mismo el eje del

tiempo esta discretizado en intervalos de longitud h.



En lo siguiente se toma h = 1 afio. Sea P la
probabilidad de que una mujer que ha cumplido el
k-ésimo afio cumplird tambi&n el (k+l)-€simo afio.

Entonces

(6a) Ry (BF1) = p, ny,(2) R =0,1,...,K-1

Sea B, , la probabilidad de que una mujer de edad com
prendida entre k-1 y k afio dé a luz una pifia~durante

el ano siguiente. Entonces

K
(6b) ng(t+1) = ] 8, n, (£)
k=0

Al formar la matriz

A Po 0 0 0
0 pl 0 C) :
() .pK-l 0

Las ecuaciones (6a) y (6b) se pueden escribir en la

forma

(7) N(t+1) = AN(1)

Para el estudio del crecimiento de la poblacidn
es posible considerar finicamente la subpoblacidn de
las niia® y de las mujeres en edad reproductiva., Por

e g

lo tanto Bx'f‘ﬂ y BK-I # 0. Ademas todos los P

»



son # 0. En estas condiciones (y alin cuando

BK-I = () se puede aplicar el teorema de Frobenius
sobre los valores propios de las matrices no negati
vas irreducibles. Pero como la matriz A tiene una
forma muy espeéial se pueden derivar de manera direc

ta los enunciados de aquel teorema.

Sea C1 la matriz diagonal con elementos

(l,po,l,...,l); entonces

—l . -

C1 ACl =| I 0 ..
Continuando asi,.se obtiene una matriz C = C1C2..
CK—l tal que

Qo @y @Ry ¥ 7 T Rpa %
1 0
¢ lac - I I o |
O | 0
donde
ao = do
a) = Poby
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Es bien conocido que ¢~1AC tiene los mismo va

lores propios que A.

Para calcular el Det(C-lAC - AI) se multiplica
la primera columna por A y se suma a la segunda colum

na. Al final se tiene

ag-A  A(ay-A)+a, .« . e !?(A)
lcTtac-ar| = |T T T T T T T T T T T T T, = e
I
I | ¢
| 0
donde Y(A) = -AK+1-raOAK+-allK—1+...+aK_1l+aK

Por consiguiente la ecuacidn caracteristica de
A se lee WY()A) = 0, o sea

K+1 _ £ K-1
agrt +a At T4t a, A+ oag

(8) A K

Como P(0) = a, > 0, 1lim P(A) = -, existe al menos

un valor propio positivo 4. Luego vale

-1 -K+1 -K
1 -
(8") .3 ao+a1n +...+aK_ln +aKA
Sea 0 < w < &, entonces
-1 -K -1 -K
w <= a0+aln +...+aKA < a0+alw +...+aKw

y en el sentido contrario, si w > &, Por lo tanto

existe solo un valor propio positivo.
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Ahora sea |z| 2 & un valor propio complejo o
negativo. Como BK-I # 0 y luego Ap_q # 0, se tie-

ne IaK_lz+a| < aK-llz] + ag y por lo tanto

) o a4 &y
< |z| € Aot —+.. o —p < apt— +...+
| z| |z | n n

lo que contradice a (8'").

El valor propio % es simple. En efecto, tene-
mos 2P (1) < (K+1)¥(r) = 0 luego ¥Y'(n) # 0. El vec
tor propio que pertenece a %, tiene las componentes ‘i

-] 2
Vg = 1, v = ka-l' Vg_o = A (Pg_Pp_p) s ete.

Resumiendo lo obtenido:

La matriz A tiene un Unico valor propio positivo x.
Este valor propio es simple y a €1 corresponde un
vector propio con componentes positivas, Los demis

valores propios son de valor absoluto menor que A.

Si la matriz A tiene K+1 valores propios dis-

tintos Ag,A;,..., ¢ con vectores propios VO'VI""VK
y 1= AO' entonces para un vector positivo N(0)
cualquiera existen niimeros complejos ck tales que

K
N(O) = J e, V
. k=0 kR "k
K
Por consiguiente N(1) = AN(0) = § Ap ¢y Vk y para
k=0

meN -



L2

Nem) = n" e V. + Y (—) cp YV

Como |Ak| <n (k=1,...,K), entonces N(m) + o" %)VO

cuando m + @,

Al vector propio VO se le llama distribucidn de
edades estable. Si N(0) = ¢ VO’ entonces la pobla-
cidn se multiplica cada afio por el factor 2. En el ca
so contrario el crecimiento al principio no es unifor-
me, pero la distribucidn de edades tiende a la distri-
bucidn estable y el crecimiento se acerca siempre méas

al crecimiento geomé&trico o exponencial.

3.1. Un modelo demogrdfico de educacidn.

Todo lo anterior se puede aplicar a poblaciones
de animales tambi&n. De otro lado se puede reemplazar
la variable biol&gica "edad" por la variable "nivel
de educacidn" y buscar aplicaciones correspondientes.
En paises en via de desarrollo se plantea a veces el
problema de la falta de maestros, cuando se trata de
aumentar el nlimero de alumnos en todo el pafis. En se
guida se propone un modelo muy sencillo, en el cual
se identifican las condiciones para un crecimiento
apropiado del niimero de alumnos y maestros. Sea p,4s,

m., el nimero de alumnos de primaria, secundaria y de

4-.
profesores de antiguedad (4i-1)-quinquenios. Ademids

se supone:



a)

b)

c)

d)

e)
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la fraccidon a.1 ce los alumnos que estuvieron 5
anos en primaria pasa a la secundaria que tiene

tambi&n 5 afos,

la fraccidn az de los egresados de secundaria se

hace inmediatamente despu&s maestro de primaria,
un maestro ensena a N alumnos de primaria,

la fraccidn p{ de los maestros que prestaron ser
vicio durante 5(4{-1) afiossiguen siendo maestros
(£ = 1,:0::850),

el crecimiento de las cantidades p y 4 no es li-
mitado por el numero de ninos y de maestros de

secundaria.

Por consiguiente se tienenlas ecuaciones:

(9) a) 4(1+5) = a,p(1)

ma

b) ml(t+5) i aza(t)
K

¢) p(t) =n J m. (1)
4=1

d) (2+5) = p;m (2) L= 1,...,K-1

" Es1

La ecuacidn (9)c) se puede escribir en la for

K K
p(L+5) = ”4£1mi(t+5) = na, (1) + nizzmi_l(t)pi_l

Despu&s de introducir el vector V y la matriz A :
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p 0 na., np, Py _1
4 ay 0 0 0
0 a 0 .
Vel ™ £« 2 O
. 0 0 Py
-p 0
mK-l O K—Z

Las ecuaciones (9) se pueden escribir en 1la

forma

(10) V(t+5) = AV(1)

La matriz A tiene todas las caracteristicas que te-
nia en el pardgrafo 3. Por lo tanto se puede con-
cluir que si V(0) es el vector propio que pertenece
al Gnico valor propio positivo # de la matriz A, en-
tonces el niimero de alumnos de primaria se multipli-
ca por & cada 5 afos y se cumple la condicidn de que

a n alumnos corresponda en media un maestro.

El modelo se puede generalizar incluyendo 1la
ensefanza universitaria y los maestros de secundaria.
Pero entonces la matriz A seria maAs complicada y se
tendria que aplicar el teorema de Frobenius sobre ma
trices no negativas irreducibles (ver p.ej. H. Knolle,
MatemAticas y Ciencias, en: Matematica-ensefianza uni-

versitaria N°10, Bogotd, Marzo 1979).
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4. Modelo continuo: Solucidén por medio de la trans-

formacidn de Laplace.

Sea § una funcidn continua definida sobre
[O,N) tal que para algiin a y ¢ positivo se tenga
que Ia-atﬂ(t)] & ¢ para todo £ > 0. Entonces se de

fine la transformada de Laplace de {:

oo

L(§) (o) = [ P fctyae
0

para todo valor complejo p tal que Re(p) es mayor

que algin Pp- Sin discutir las condiciones de exis

tencia de las transformadas correspondientes, afir-
mamos que despu@s de aplicar la transformacidn a la

" ecuacidn (5) se obtiene

L(B) = L(g) + L(B) L(k)
O sea
L(gy = {4l

1-L(kR)

Si el denominador tiene los ceros distintos,

AI'AZ"" entonces

q Q2
(11) L(BY(p) = —— # —2— .4, ..
p-Ay  P-Ay
donde
Q, = lin (p-2)L(g) (p)

p+Ai 1-L(k) (p)

Por lo tanto se debe analizar la ecuacidn
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o
(12) 1 = L(k)(p) = J e P% R(t)dt

0
Como kR(Z) > 0 para todo £ y k(L) > 0 en algiin inter
valor, es obvio que L(k)(p) es una funcidn estricta
mente decreciente de p. Ademds L(R)(p) tiende a 0
6 @ cuando p tiende respectivamente a ® § -«, Por
consiguiente (12) tiene exactamente una solucidn
real p. Sea z = u+{v una solucidn compleja. Enton-

ces

Re(e"tz) = e't“ cos tu y 1 = I e't”coa(tu)k(z)dt.
0

Como p satisface (12) y como cod(fu) < 1 en casi to
da parte, se tiene que u < p. Eso significa que ca-
da solucidn compleja de (12) tiene parte real menor
que p.

La transformada inversa de (A—p)—l es ekt.

Por lo tanto se obtiene de (11) B(Xf) = {ci JHI

con coeficientes complejos i © bien

L+ ] exp(t ReA) [o,; cos(t Im )+c ysen(t Tmh )]
32

B(t) = ¢y

con coeficientes reales cJ':l,c“-'2 y cl.

Como p > Reli (4 = 2,3,...) se tiene que

lim e-pt

B(t) = Cy-
1+

p es asintdticamente el coeficiente de creci-
miento de B(f) = u(0,1).



17

De la teoria de estabilidad para ecuaciones
diferenciales ordinarias se conoce el hecho de que
un punto que atrae todas las soluciones que pasan
por una vecindad de €1, es tambi&n una solucidn de
la ecuacidn diferencial. Por lo tanto se conside-
ra el caso B(%) = ¢y ept.

De (3b) se deduce
a

u(a,t) = clepi°e'pa exp(-f w) = clg(t)h(a)
0
donde
(13) g(2) = &Pt
a
(14) h(a) = exp(-pa- f u)
0

Se verifica inmediatamente que U = g(£)p(a) satisfa-
ce la ecuacidon de Foerster y es, salvo un factor
constante la {inica solucidn de la forma g(t£)h(a).
En efecto, si u(a,t) = g(£)h(a) es solucidn de (1)
y (4), entonces

u + ou i .

2t 3T " g()h'(a) + g' (L) h(a) = -u(a)g(t)h(a)

y después de dividir por g(£)h(a) se obtiene

a
y 9(2) = ¢, e*t, h(a) = ¢, exp(-Aa- [ w), u(a,t) =
0

g()h(a).

Reemplazando en (4) se deduce
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o a
AT [ M e TA gy exp(-[ u)da
0 0

e

o bien, teniendo en cuenta la definicidn de k(a),

(15) 1 =/ oAe k(a)da

’ 0

y se vuelve a la ecuacidn (12) que, como ya se sa-
be, tiene 2610 una solucidn real. La funcién h(a) =
exp(-pa- I M) se l1llama distribucidn de edades esta-

ble.

Luego se puede enunciar el siguiente

Teorema. La ecuacidn (1) junto con la condicidn ini
cial (4) tiene, salvo un factor constante, exac
tamente una solucidn up de la forma ug(a,t) =
g(£)h(a). Las funciones g y h son dadas por
(13) y (14), donde p es la linica solucidn real
de (15). Cada solucidn tiende a up, si f tien-

de a =.

De (14) se desprende tambi&n el hecho de que
en la distribucidn de edades estable la fraccidn de
nifias de edad menor que algiin ap es una funcidn cre-
ciente de p. Es suficiente observar que h'(a) =
(-pa-pu(a))h(a) es una funcidn decreciente de p y com

parar las distribuciones de edades en la Fig. 3.



19

P2

v
a

Figura 3

Distribucidn de edades para coeficientes de

crecimiento p1 > pz.

BIBLIOGRAFIA

Keyfitz, N., Introduction to the Mathematics of
Population, Addison-Wesley, 2 ed., 1977.

Hoppensteadt, F., Mathematical Theonies of Popu-
Lations: Demographics, genetics and Epi-
demics, SIAM, Philadelphia, 1975.

Se menciona también la bibliografia en el
articulo de David Ospina, Revista Colombiana
de Estadistica, N° 3, Bogota 1981, p.86-87.



