51

Revista Colombiana de Estadistica
N® 3 - 1981

MODELO II DE EISENHART

Leonanrdo Baut{ista

Estudiante de Posgrado
Universidad de Dormund
Alemania Federal.

Mot ivacidn.

Uno de los problemas al que con mas frecuencia
debe enfrentarse un estadistico que trabaje en la
practica es el recibir datos obtenidos con bastan-
te esfuerzo y a altos costos con la misidn de ex-
traer de ellos una cierta o la mayor informacién
estadistica posible. El1 trabajo de encontrar "bue-
nos" estimadores o de realizar pruebas de hipdotesis
"6ptimas" es bastante elemental cuando estos datos
provienen de un modelo de disefio de experimentos co
nocido y "limpiamente" realizado, pero lamentable-
mente no es ésta la generalidad. En la mayoria de
los casos los datos provienen de modelos no conoci-
dos, no completamente ortodoxos y el estadistico es
el encargado de aplicar métodos, como el aqui ex-

puesto, para obtener lo que de &l se exige.
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A nivel tedrico representa este articulo un a-
vance importante en la teoria de los modelos linea
les y el disefio de experimentos, aunque lo que aqui
se expone tiene una edad mayor de 20 afos y cienti-
ficamente tan solo un caso especial de métodos mas
sofisticados y modernos (1977-1978) constituye una
buena manera de comenzar a familiarizarse con los

modelos lineales.

Por Gltimo quiero aclarar que este no constitu-
un trabajo original (a nivel cientifico) sino un re
sumen sencillo y sin demostraciones del trabajo rea
lizado en 1961 por Graybill y Hultquist [9]. Este
articulo fué el manuscrito en mi charla del 25 de

Sep./80 en la U. Nal.

Modelo.

y = X080+x181+"‘+xk+18k+1

donde
Y = (nxl)-vector de observaciones
BO = constante fija desconocida (normalmente })
1
1
X0 = : Notacion XO = ln
1

X{ = (nXpi )-matrices de constantes conocidas.

Xk+1 = ann (Matriz de identidad).
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Bk+l = (nxl)-vector aleatorio (normalmente llamado

vector aleatorio de error).

i 7
Vil
U&z
Bi = (£ = 1,...,k) vector aleatorio
V.
AP |
L 4
SuEuestos.

1. Independencia estocidstica de los vectores aleato
rios Bi y entre las variables aleatorias dentro de

los vectores.
2, Bi (£ = 1,...,k+1) tiene una distribucién multi-
. ; 2
normal con media 0 (vector cero) y varianza 9 Ip,.
A
1] '
3. Sea Xi'xi = Ai (B es la notacidn para B tras-

puesto) se exige entonces:

a) AL (£ = 0,1,...,k+1) son linealmente independien

tes.
b) E1 producto Ai.Aj = Aj.Ai para todo £,f = 0,1,..
. R+1 .
1 1 ... 1}
Nota: Si XO = ln entonces AO = |11 ... 1
11 1| pxn

emplearemos para esta matriz la notacion ln.

4. La matriz Xi es tal que:



( ) ln
P

a) [11 ... 1]-[x4.] =, 1]

1 1
) X =
o X -]
| 1
5. Si
T
2L 3 3 ara todo
v, E[v?.]=E[v7,] P
7 {2 . A § ALk .
B, = . se exige @ f,k=1,..,p;
¢ ; E[v4.]=E[v%,] ‘
v 49 ik
| “Fi)
para todo { = 1,...,k+]
2 2 . . 2
6. Bo’°l""'°h+l son funcionalmente independientes.

Nota: En la practica los modelos comunmente mas utili
zados satisfacen el modelo y las suposiciones plantea
das, por ejemplo: los modelos de diseno de experimen-
tos con igual numero de subeclases.

- Modelos cruzados de tamafio n con o sin interaccidn.

~ Modelos anidados de tamano n.

Modelos de parcelas divididas,

ademas si olvidamos los supuestos 3b) y 4. el modelo
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de regresidn es un modelo I1 de Eisenhart.

Problema: El1 problema a resolver es encontrar a) es
tadisticos que estimen la constante BO y ci y L =
l,...,k+1; b) las distribuciones de estos estadisti
cos y c¢) las restricciones que se deben imponer al
modelo para que los estimadores sean "6ptimos'" es

decir insesgados y tnicos de minima varianza.

Desarrollo. Dado que existe independencia estocasti
ca (sup.l) y distribucidn normal de los BL (L =1,.

,R+1) (sup.2) sabemos que la densidad de Y es

fy () = expl(y-1 8 v~ (y-18))

- - - -
nuestro propdsito es expresar esta forma cuadratica
en forma tal que podamos distinguir la pertenencia

de esta familia a la clase exponencial.

Llamemos V(y) = V entonces
k+1 k+1 k+1 k+1 2
v=V[] x;B8] =1 Vv[x;B] = 2 X x V(B,) = ] 04A;
£{=0 i=1 i=1 £
Llamemos ahora W = E(VV') entonces
k+1 k+1 k+1 R+1
W=E[(] X B ) ( 7 X B ] [({ X B ) ( ; B )]
A£=0 £L=0
h{l kfl o k{l 2
= X. E(B B )X + X. E(B.B.)X. = a. A..
i=0 =04t a4t
v——_\/_/

0
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Teorema 1. (Alg.Lin.) Sea 5 fa cantidad de vafohes

propdos diferentes entrne s{ de La matniz W, entonces
5 > k42,

Teorema 2. (Alg. Lin.) S« AO’AI""'Ak+l don matnd-
ces simétnicas que conmutan dos a dos entonces exis
te una matriz ontogonal P tal que PALP' = DL donde
D. es La matrniz diagonal conformada por Los valores

L
paopios de A,. [1] pag.35 Teor.54, [2]pag.189.

Entonces podemos diagonalizar la matriz W

, R+ 1 9 , k+1 2
PUP = PC ) o AP = ] o0,
£=0 i=0 *

Veamos ahora que segin nota del supuesto 3. AO = ln;
esta matriz tiene rango uno y por lo tanto un solo

valor propio diferente de cero y este es n.

Si escogemos apropiadamente P podemos obtener que

n .
DO sea 0 y como ya establecimos que 4 sea

0
la cantidad de valores propios diferentes entre si

de la matriz W entonces

o k+1 [d) C ] e
’

PWp = 0 80 + ) oivi = dzn n, veces

Y (=0 d, _

o

Ad né veces

4'

= B dAu

entonces



PVP = '.d =

- - -

* 2
donde d1 = dl—nBO.

oN

Ahora volviendo al problema inicial

0

-~

voo-1
(Y-1,B0) V7 (V-1

_ Ll v __l 1]
Q = (V—lnBO) PPV P P(V—lnB

nBO)

0)

llamemos

entonces

] ] _1 .
(PV-PlnBO) (PVP ) (PV_PIHBO) y asi
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*
[1/d] i
(1/dQ1n2
' .
Q=(PY-P1 B ) -,(1 (PY-P1,B )
1
_ &)1,
Ahora observamos que PAOP' = diag.(n00...0) es de-
cir PXOXGP' = Plnl;P'= diag.(n00...0) y si particio
namos P
FP11
PZ

. |
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2
(Puln) = 0 para todo u 2,...,4 y asi podemos ex

presar Q:

- %' oy q% 1f % -

PIV—BOH l/d1 PlV-Bon
0-|2" Yy Tn "2’

LPAV J ] I/délnéi.péy i

Il ~18

es decir Q= 1/d%(P V-Bn%)? +

1 '
Y PP P y asi la
u Z-H; i

densidad

6 ] ¥
fy () = exp{1/d¥ (P y-BnH2 + | T v'PiP v)
u=2 "u

Asf obtenemos 4 estadisticas suficientes segin el

criterio de Neymann [3] pag.150 teor.3.22.

] " ]
P Y PZPZV""’V'Papay y segin teorema de Leh-
mann-Scheffé podemos comprobar que éstas conforman

un conjunto minimal suficiente [4].

Teorema 3. S{ 4 = k+2 entonces el conjunto de esta
’ '

disticas Pl , YV PuPuV (u = 2,...,8) generan una fa

mifia completa, [5].

Veamos por Ultimo la distribucion de cada una

de ellas.

' }5 *
L. PV - n(P, Bg.P VP = n(Byn?, d])

2. Segin teorema de Graybill [6] se cumple (también
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en este caso)
1 ]
y PuPuV ' '
- -~ X, y debido a que _PuPuVPvPu =0 (u # v)
u u
se puede demostrar la independencia estocastica de
todas estas variables aleatorias; es decir tenemos

estimadores insesgados para B, y dZ""’dA'

Ahora si se cumple que & = k+2, es decir si hay
completez, podemos aplicar el teorema de Lehmann-

Scheffe [7] que dice: Si U(T) es insesgado para O.

T conforma un conjunto de estadisticas suficien
tes y la familia de densidades Z(T) es completa en-
tonces U(T) es el fnico estimador insesgado de mini

ma varianza para O.

Y este era precisamente nuestro propdsito, veamos

ahora un ejemplo practico.

Ejemplo:
sz = “+B£+Tj+e£j (L = 1,2 { = 1,2)
(L = 3,4 { = 3,4) es decir
B
| 1 3 4
1 x X
2| x X
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2
BL ~ n(O, Ub)

T, - no, 03

2
eij n(o, oe)

en forma matricial tenemos

vy - T
Vi, 1
V12 1 FBI‘
Yy 1 .
V22 1 2
Y=lvys| = 18T 1 ||,
Y34 1 B,
Y43 il
M ] 1
k+1 = 3 ; AO = ﬂa Al
1010
. 0101
A, = diag 1010]|°
0101

Yy POr supuesto A3 = Ig

p = 1 T
g5 H -1 1 1-1 -

|
[S—

|
t
o — (e —
|

i.i.d.

para todo 4, ;

—_— O e O

1 ollt.]*Ts

Pt et

[P ——
&

[ —

211

e12
€21
e22
€33
€34
€43

€44




61

=1

3
' 2 . 2 2 2. 2 2
PWP {Zloivi = diag(8 +2°b+2°t+°e‘ 20, +20 +0,,
2 2

20 +oe, 20

2 2. 2 2 2
P +0e’ 20b+oe’ 20b+oe’ g, 0)

2
z
= diag(dl.dz,d3,d3,d4,d4,d5,d5)

y por consecuencia P sera particionada como arriba

se semnala.

4 = 5> 4 = k+2 es decir nohay completez, ademas

n = 1 n, = 1 ng = 2 n, = 2y ne = 2. Las es-
tadisticas suficientes que se obtienen son:
0,4
v ..
L N Jo Y
= Tl - n(sgu'dl); E iLJB_iL = |

V = 4,4=1,2
8
4 2 T
0 ! 2 2
YV P,P,Y = L/BC T YV, ] YV, =T, ;5 4=~ X
42 ij=3 Y i, =1 Y 2 2

.
E[_2] = d
il
2

] ] 2
y P3P3V = 1/4((V11+V21-V12-V22) +(V33+V43—V34—V44) )

-T3
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! 5t 2 2
y P4P4V 1/4((V11+V12-V21-V22) +(V33+V34-VA3—V44) )

- T4

' 2 2
V PPV = LIGCY |\ +Y )=V 5=V ) + VgtV =Ya,-Yy3) )

=T5

Y aunque no podemos decir mucho acerca de la "cali-
dad" de estos estimadores si podemos realizar pruebas
de hipdtesis en base a la distribucidon F dado que es-

P - . : - 2
tas estadisticas tienen una distribucion Yy .

Un Gtltimo ejemplo es el conocido disefio de expe-
rimentos de bloques aleatorios (b-bloques y t-trata-

mientos); el modelo es:
Y = pl + XLB + XZT + ¢ donde X1 = dlag(lt’lt”"lt)

X, = (btxb)~matriz

X, = diag(lt,lt,...,lt), X, = (btxb)-matriz

Al = diag(n»f‘nt""’nt)btxbt

A2 = diag(x2’x2""’x2)thbt ; los valores propios
de W son:

og, tof+o§, bo§+o§ y tbu2+toi+bo§+0§ ;

y en este caso 4 = 4 = k+2 y los estimadores obteni
dos son los estimadores cuadraticos tnicos de minima

varianza.
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Conclusiones Yy recomendaciones.

Enfrentados a un problema de este tipo y luego
de cerciorarnos completamente de la validez de los
supuestos es relativamente facil aplicar el método
para encontrar estimadores de "alta calidad" o rea-
lizar pruebas de hipotesis uniformemente mas podero

sas.

Cuando la completez no existe habra que probar
los estimadores a la cota de Rao-Cramer o tratar de
obtener estimadores por otros métodos -Mingue &
Mivque- [SJ, y asi poder hacer comparaciones (Va-

rianzas).

Para aquellos que se interesan desde el punto
de vista tedrico tendran que recurrir al articulo
original (donde se encuentran aproximadamente 10
errores tipograficos que hacen mas dificil su com-
prension) o al libro de Kendall y Stuart, The advan
ced theory of statistics, Griffin-London 1973, Vol.
2 y 3 cap. 23-36 donde el articulo ha sido trabaja
do en forma amplia. Otro caso diferente desarrolla

do en forma similar se encuentra en el articulo:

Hultquist,R.,, Atzinger,E. The mixed effects model
and simultaneous diagonalization of symmetric

matrices, the annals of math. Stat. 1973 Vol.43

pag. 2024-2030.

Para finalizar quiero de nuevo sefalar que toda esta

teorla se convierte en casos particulares del traba-
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jo realizado por Seely en los ultimos afios, por eso

son recomendables los siguientes articulos:

Seely,J. Minimal sufficient statistics and complete
ness for multivariate normal families, Sankhya

1977 Vol. 39 pag. 170-185.

Seely,J.A. Compl. suff. statistics for the linear
model under normality and a singular covariance
matriz, Communic. Statistics 1978 Vol.l5 pag.

1465-1473.
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