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Introduccion. Diversas generalizaciones de la prue-

ba de Friedman a problemas de clasificacidn cruzada
a tres o mas vias son posibles tanto en el caso de
una observacién por celda como en el de varias ob-

servaciones por celda.

Damos en este articulo una ilustracidn para el
caso de una clasificacidon cruzada a tres vias con

una observacidn por celda.

Problema. Consideramos una o varias poblaciones cu-
yos elementos son clasificables segiin tres crite-
rios diferentes A, B, C. La clasificacién es posi-
ble dentro de I modalidades de A, J modalidades de
B y K modalidades de C. Notamos Xijk el elemento
que presenta la modalidad 4 de A, la modalidad §

de B y la modalidad k de C simultaneamente.

Suponemos que cada combinacidn de modalidades

({,{,k) esta representada en el tablero de datos
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por un Unico elemento xijk (es decir, hay una obser

vacifén por celda).

Tablero de datos

Criterio A |[Criterio B Criterio C
- Mod. 1 Mod.k Mod.K
Mod. 1 .
Mod. 1 .
. Mod.J .
. Mod .l
Mod L : . ° s X ..
. Mod.J iik
5 Mod. 1
Mod. 1 .
Mod.J

Suponemos que los elementos xijk nos permiten una
comparacién de tipo ordinal entre ellos, de tal mane
ra que para cada xijk podemos definir su rango dentro

de un cierto subconjunto del tablero de datos.

Finalmente suponemos que las variables aleatorias

X{jh son mutuamente independientes.

Con el analisis que presentamos enseguida, trata-
mos de detectar si dentro de uno de los criterios A,
B,C, existen modalidades que tienden a tener resulta-
dos mas grandes que otra de las modalidades del mismo

criterio.



HIPOTESIS

1. Para el criterio de clasificacion A.

0 . . L >,
HA: De acuerdo con el criterio.de clasificacion A,

todas las posibles maneras de ordenar los ele-

mentos son igualmente probables.

HA: En el criterio A, hay por lo menos una modali-
dad que tiende a tener valores mas grandes que
al menos una de las demias.

2. Para el criterio de clasificacidon R.

0 ; e -
B De acuerdo con el criterio de clasificacion B,
todas las maneras posibles de ordenar los ele-

mentos son igualmente probables.

HB: Dentro del criterio de clasificacion B hay por
lo menos una modalidad que tiende a tener valo-

res mas grandes que al menos una de las demas.

3. Para el criterio de clasificacidn C.

Formulamos las hipdtesis en forma analoga a las

anteriores.

METODO. (Lo indicamos solamente para el criterio B)

Sea Rijk el rango asociado a xijk dentro del

conjunto
Xk Xizpe - - X g

; 0
bajo HB’ Rijk toma 1los valores 1,2,...,J con



igual probabilidad 1/7J.

Es facil ver entonces que el valor esperado vy

la varianza de Rijk son (bajo Hg),
E(R(jk)= (J+1)/2

2
Van(RL. = (J°-1)/12

iK'
para todo £ = 1l,...,]I y todo kR = 1,...,K.

Sea 1 K
Ri= L 1 B
£{=1 k=1

entonces se tiene,

E(Rj )=1J(J+1)/2

Var(r ) = 13021y /12.

Y si definimos las variables Zj mediante la expre-

sion

R, -1K(J+1) /2
7. = +4-
I f1ikaat-1)/12

entonces Zj tiene valor esperado cero y varianza
uno. Ademas siendo las variables R. idénticamente
distribuidas con varianza finita no cero, podemos
aplicar el teorema del 1imite central y concluir
entonces que la distribucidén asintdtica de Z; es la

J

distribucidon normal estandar.

De esta manera vemos que las variables
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2 (R.i.-IK(J+1)/2)
., = 12 3
i 1IK(J°-1)

tienen una distribucidn asintdtica de Chi-2 con un
grado de libertad, No debemos olvidar sin embargo
que las variables R j no son independientes, pues-

to que se tiene la siguiente relacion

b= 101 ]
R. = ( R...) = 1IKJ(J+1)/2
j=1 9 21 =1 k=1 Lk

Se puede ver que la variable

22

1 4

o~

T = J;l
)
tiene una distribucidn asintdtica de Chi-2 con

(J-1) grados de libertad. Asi, para probar la hipo-

tesis Hg contra Hé podemos utilizar

J
12 2
T = T+ j§1<81,-rx<1+1>/z>

J
_ 12 2
- TR j§1 R = 3TK(J+1)

y sabiendo que T ~ xj—l asintoticamente, donde esta
iltima expresidon significa que la distribucidon asin
totica de T es Chi-2 con (J-1) grados de libertad.

Podemos observar que bajo Hg esperamos que R.j.
sea aproximadamente igual a su valor esperado

IK(J+1)/2 para todo § = 1,...,] y en este caso T tie



ne un valor pequeno. Si hay alguno de los Rj que
difiere considerablemente de su valor esperado, T
es mas grande., De esta manera los valores grandes

de T conducen a rechazar Hg.

Estadisticas analogas pueden obtenerse para pro

o . 0 1 1

bar las hipotesis HA contra HA y Hg contra HC.
Es interesante observar que si por ejemplo K=1,
es decir que si solo hay dos criterios de clasifica

cion (A y B) entonces la estadistica T se reduce a
12 2
T = 11050y jzlgj = 31 ¢J+1)

que es la estadistica de Friedman.

Ejemplo practico. Se usan cuatro fertilizantes dife

rentes, uno en cada uno de seis terrenos diferentes;
el experimento se repite usando tres tipos diferen-
tes de semilla. Se observa la produccidon por area

obteniéndose los siguientes resultados:

Semilla Fertilizante Terreno

1 2 3 4 5 6
80,5 87.0 86.1 82.1 79.3 84.2
90.1 83.4 82.4 84.9 87.1 89.3
87.0 89.1 91.0 84.4 92,2 85.3
88.0 90.3 86.1 83.1 90.8 84.7

5w e
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79.1 77.6 84.1 83.3 76.6 81.0
2 87.0 82.0 80.6 79.5 86.2 84.1



Semilla Fertilizante Terreno

1 2 3 4 5 6

82.6 81.4 89.0 86.3 84.0 88.1

< 4 81.5 87.9 80.4 83.1 87.4 85.0

1 85.4 89.2 90.0 B83.4 87.1 82.3

2 92.3 90.1 88.1 85.3 86.3 92.9

3 3 92.0 90.2 87.2 94.3 88.4 95.1

4 89.3 93.6 90.8 87.6 93.7 82.9

Ninguno de los fertilizantes tiende a tener va-
lores de produccidn mads grande que ninguno de

los demas.

Existe por lo menos uno de los fertilizantes que
tiende a tener valores de produccion mas grandes

que al menos uno de los demas.

Nota. Este ejemplo es extraido de Conover (1971) pag.

172 donde el problema es resuelto mediante una prue-

ba de la mediana.

En este problema particular tenemos:

I = 3, J =4, K =6

y las sumas de rangos para los fertilizantes son

Ry, = 26.5 Ry, = &7
Ry, = 56 R ™ 39-5

(En caso de encontrar datos iguales asignamos el ran



go medio) Reemplazando estos valores en la expresidn

dada para T encontramos
T = 16.5833.

A titulo de comparacidon damos el valor 14.0 ob-
tenido mediante la utilizacion de la estadistica de
la mediana; ambos valores son resultado de variables
cuya distribucidn asintdtica es la de Chi-2 con tres
grades de libertad. Sin que ello constituya una prue
ba, podemos observar que la estadistica T basada en
rangos pone en mayor evidencia el rechazo de Hg que

la estadistica de la mediana.

Conclusiones y observaciones. Al conocimiento del

autor del articulo, la estadistica propuesta no apa
rece estudiada en la literatura. La idea de su exis

tencia es sugerida por Conover (1971).

La distribucidn exacta de la estadistica T bajo
la hipOtesis nula Hg puede encontrarse enumerando
los (J'.)IK arreglos posibles de los rangos; pero es
to resulta bastante largo y engorroso (en el caso
del ejemplo citado hay 6.979147035x10%2% arreglos
equiprobables bajo Hg!). Este inconveniente es ain
mads serio en problemas de mds de tres vias; sin em
bargo la convergencia hacia la ley asintotica es en
estos casos mucho mAsrapida que en el caso de dos

vias.
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