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 {(Xi,Yi)}n

i=1 ∈ R
d×R

� !����

Yi = m (Xi) + ui i = 1, 2, . . . , n,
./1

!��� m : R
d → R


� ��&�
!� ������
� 
� ���������m(x) = E(Y | X = x)� 
�� ui������ �
��
� ���
�� !��� E[ui] = 0

�� ����� #
��
��� σ2(xi)
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m̂k(x) =

n∑

i=1

vk(x,Xi)Yi,
!��� vk(x,Xi) =

(
f̂k(Xi)

)−1

Kk(x−Xi)
.51

!���� f̂k(Xi) = 1
n

∑n
i=1 Kk(Xj −Xi)

�� 
 &����� ������ �����
�
� !��� 
 ������
����
��#� &������ ���� �
�w = (w1, . . . , wd) ∈ IRd !� ����& 
�

Kk(w) =
∏d

α=1Kk (wα)�
Kk(wα) = k−1K

(
wαk

−1
) � T
��
�� � ��� &����� �� 
������ �
 	� 4�������; �
������
�� !��� �
��
�� ����
�� 
�� ∫

|K(x)| dx <∞,
∫
K(x)dx = 1 � U�������
���
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������ �
 �
 �
 ;��
 �
� �
���� ��;� n �
��� �
 ������ � 	��
nkd

n

�
��� �
 ������ � 4�� Vk
	� ��� n×n �
���8 !�
�� (j, i) ������� �� vk (Xj, Xi)

����� m̂ (x) = Vk (x) Y �
'� 
�� ���������� �� ��� 
�����#� �
���� !���� !� !���� �� ����� 
�

E (Y | X = x) = mS (x) = ψ +

d∑

α=1

mα (xα)
.þ1

!���� !� ��� EXα
{mα(Xα)} =

∫
mα(x)fα(x)dx = 0 ∀α �
� ��������
��
�� $����

mα
� α = 1, . . . , d
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���
ψ �� 
 �
���
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�

Y � '������ m(X) =
mα(Xα) + m−α(X−α) !���� X−α

�� ��� #���
� X 
� 
�� �8��
�
�
� #
��
	���
!���
�� Xα

� ���� X−α =
(
Xi1, . . . , Xi(α−1), Xi(α+1), . . . , Xid

) � !� �
� ��� ���
��������
��
� �
�����
� ������� �
 �����
��mα

� "�� �
 �
���� �
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� ������
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�
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 �� 	
��� 
� ��
� �
� xα

�8 !� �
#�

EX
−α

[m (xα, X−α)] =

∫
m (xα, x−α) f−α (x−α)

∏

β 6=α

dxβ = ψ +mα (xα)

*�	��������� �
� m(·) 
 �
��
�
������ ���������
�
� ���� 
� ��� 
�� ��#�� ��.51� 
 �
���� 
#��
�� �
� ��� �8����
��
�� 
�� �
� ψ ����� ψ̂ = 1
n

∑n
i=1 yi

��#��

m̂α(xα) =

n∑

i=1

wαh (xα, Xiα)Yi

!���� �
� 
 	
��!���� h .��� 
�� �8��� ��� ��

������ 
� 
�� H0
�
���1

wh (xα, Xαi) = Kh (xα −Xiα)
f̂−α (Xi,−α)

f̂ (Xiα, Xi,−α)

.V1

U��
�� � !� ��� m̂S(Xj) = ψ̂ +
∑d

α=1 m̂α(Xjα)
�
� �
�� j = 1, 2, . . . , n � S
����
� ������� Wh =

∑d
α=1Wαh (xα) !��� Wαh (xα)

	���� ��� n× n �
������ !���
wαh (Xj , Xi)


� ��������� 
�� �
� m̂S (x) = ψ +Wh (x) Y �
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� �������� ��H0 : m(·) =
mS(·) #����� H1 : m(·) 6= mS(·)� '� �
������ ��� �
��
!��� �!
 ���� ��
�������(

τ1 =
1

n

n∑

i=1

(m̂ (Xi) − m̂S (Xi))
2 w(Xi)

τ2 =
1

n

n∑

i=1



 1

nkd

n∑

j=1

Kk (Xi −Xj) (Yj − m̂S (Xj))




2

w(Xi)

!���� êi = Yi − m̂S (Xi)
� ���� ��� ������
�� ����� ��� ���� � �
������� 
��

ûi = Yi − m̂ (Xi)
� ��� ������
�� !���
�� ���������
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��
 
 !�����������
� w(·) !���� � ���
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��#�� � τ2 ���&��
 �����
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� ��
	��� ��������� ��
� ��� �����
�� m̂ � !���� ��)��� ��
� ���X����� 
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�
��� Y� �� 3���� �� 
�� .5ÿÿ61 �� �� ��
#�� ��
�� �
� 	
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τj
� ��� nk d

2 (τj − µj)
�
�#���� ����� ��� ���� �
 
 �
��
� #
��
	�� !��� ��
� ;��

�� #
��
���� v2

j

�
� j = 1, 2 !���

µ1 = EH0
{τ1} =

1

nkd

∫
σ2(x)w(x)dx

∫
K

2(x)dx + o

(
1

nkd

)

µ2 = EH0
{τ2} =

∫
(K ∗ K)

2
(x) dx

∫
σ2(x)f2(x)w(x) dx


��
v2
1 = V arH0

{τ1} = 2

∫
σ4(x)w2(x)dx

∫
(K ∗ K)

2
(x) dx

v2
2 = V arH0

{τ2} =

∫
σ4(x)f4(x)w2(x) dx

2�� ����� �
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�� êi

� i = 1, . . . , n �
5� '��� 	
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� m̂ �
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�� ûi

�
i = 1, . . . , n �

þ� '��� ��� ������� ��
� ���� / 
�� 5� !� �
� �
����
�� 
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� 
��

�����
��
�� .�
� ��
!�1 �
���� ��� ������� 
� 3���� �� 
�� .5ÿÿ61 ��
� �� ��
�����
εi

��
��� 	� �
&��� S�8�� �� �� 
���� ��9����� �� !� 
��
! �
� �����
����
������ 
�

� ��&�
!� �
�� ����� e∗i = εiεi

� !���� ��� εi

�� ������� ��
!� ������ ��
� ����
�������� ������	���
�� ����

εi =

{
−(

√
5 + 1)/2 !��� ��
	
	���� p = (

√
5 + 1)/(2

√
5)

(
√

5 + 1)/2 !��� ��
	
	���� 1 − p


� ��
� ��� ^
����
� �
��
� N(0, 1)� "��� 
��!��� ��� ������
� �� �
 
���� ���
�
���� 
� ��� 	

����
� ���
�� �
#� �
 �
������ !��� ��� ������
� �
������ ��
��� �����
��
� �����
�� !� !��� �
��
�� �
�������� !��� ^
����
� 	

����
��

�� ���� V� 	
��!���� hb
�
� �
 	� ��
��� 
�
�� ��� 
�������� 
� $+���� ,

-
��
� ./00ÿ� /00/1( U
� ��� ��
� 
�
m̂h(x) −m(x) ����� ��� �
�����
�
� �������	���
� 
�

Y1, . . . , Yn | X1, . . . , Xn
� ��������#�� 
�

m̂∗
h(x) − m̂hb

(x) ����� ���
�
�����
�
� ������	���
� 
�

Y ∗
1 , . . . , Y

∗
n | X1, . . . , Xn

� �� �� !��� &�
!� ��
�

EY |X(m̂h(x) −m(x)) ≈ h2µ(K)

2
m′′(x)

.61

E∗(m̂∗
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FGH I¹JH KÁ¾½ºHL ¾M N¾¾¿À¿ÁÂÃ FHÀ¿À ¸GHO ¿GH PQºº ¹À P¾O¼ ¾Á IHL¹ÃÂÁÂLH¿Á¹R þ/6

qrstu vw x�È����� ������ �� ��� ��� k�%�%#���� ���� ��%������� ���� % � ������� ������� �" É�����%� �%���� %�� ������� �� ���� ����� ���� ���#�������� y%����% ���� �������%#� ��� � hb = hn1/5−1/κ ��� ��� #��������%��� "
^
���� T�� ^
����
� 7�����
��

H0 (v = 0) H1 (v = 2) H0 (v = 0) H1 (v = 2)"��� α% κ τ1 τ2 τ1 τ2 τ1 τ2 τ1 τ2
0%

6 V �ÿÿÿ �ÿ5V �ÿ/] �þ]V �ÿÿÿ �ÿ5V �ÿÿV �VVÿ6 �ÿ/5 �ÿ5ÿ �ÿ/] �þþ5 �ÿÿ� �ÿ5V �ÿ5ÿ �þ�ÿ] �ÿ6] �ÿ5ÿ �ÿ5� �þVV �ÿ6] �ÿ5ÿ �/ÿÿ �þ�]� �/þ] �ÿ5V �ÿVV �þþ5 �/5V �ÿ5� �/]� �þ]�� �/0] �ÿ/] �ÿ�5 �þ]ÿ �/�5 �ÿ5ÿ �5VV �þ�V0 �5VV �ÿ/] �ÿ�� �þ�� �5/] �ÿ/] �þ5ÿ �þ0]/ÿ V �ÿÿÿ �ÿ]� �ÿ]V �6�5 �ÿ/5 �ÿ�� �ÿ]� �]�56 �ÿ5V �ÿ65 �ÿ]� �V]V �ÿ5V �ÿ]ÿ �ÿ�] �6ÿ�] �/ÿÿ �ÿV� �ÿ�V �VVÿ �ÿþ5 �ÿþ] �ÿ�] �V05� �/�� �ÿVÿ �ÿ05 �V65 �ÿþ] �ÿþ] �ÿ0] �V]V� �565 �ÿVÿ �/ÿV �V]� �ÿ6] �ÿþ] �/ÿ� �V��0 �þÿ� �ÿVÿ �/5V �V�] �ÿ]� �ÿþ] �/þ5 �6ÿ�
5%

6 V �ÿÿV �ÿ5V �ÿ]ÿ �þ65 �ÿÿV �ÿ5ÿ �ÿÿ� �V5ÿ6 �ÿ5V �ÿ5ÿ �ÿV� �þ5V �ÿ5� �ÿ5ÿ �ÿVÿ �þV�] �//5 �ÿ/] �ÿ]� �þþ] �ÿ0] �ÿ5ÿ �/VV �þ]ÿ� �/�ÿ �ÿ/] �/ÿÿ �þ/] �/]V �ÿ5ÿ �5þ] �þV�� �5�] �ÿ/5 �/þ5 �þV� �5/] �ÿ/] �þ5� �þ]ÿ0 �þ]ÿ �ÿ/5 �/65 �þ�5 �505 �ÿ/] �Vþ] �þ��/ÿ V �ÿ/] �ÿ�5 �/ÿ� �6]� �ÿ]V �ÿ�� �/5ÿ �]]V6 �ÿþ] �ÿV� �/ÿÿ �V]ÿ �ÿ65 �ÿ65 �/ÿ� �6ÿÿ] �/]V �ÿVV �//] �V5� �ÿ]� �ÿþ] �/ÿV �V]ÿ� �56] �ÿþ] �/VV �VV� �ÿ05 �ÿþ] �/VV �V]ÿ� �þ6] �ÿþ] �/�V �V]ÿ �/5ÿ �ÿþ5 �/�] �V�V0 �Vþ5 �ÿþ] �55� �V�] �/5� �ÿVÿ �55V �6ÿV
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��#� ���
������
����
� �
 	

����
�� "�����
��� !� 
��
 ��
#��� 
 �����
��
� ���� !���� ���
������
� #
���� 
�� 
���
8��
��� 	 ��	�
������� �� ��� ��#��
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þ/] ����� ²%���� ����£%�Æ ¢ ����% �#������

qrstu zw x�È����� ������ �� ��� ��� k�%�%#���� ���� ��%������� ���� % � ������� ������� �" É�����%� �%���� %�� ������� �� ���� ����%�#�� �� ��� � ����%�#��� ����Ç��
m "

H0 (v = 0) H1 (v = 2)"��� α% m τ1 τ2 τ1 τ2
0%

6 �ÿ �ÿÿÿ �ÿÿÿ �ÿÿÿ �ÿÿÿ�ÿ �ÿÿÿ �ÿÿÿ �ÿÿÿ �ÿÿÿ]ÿ �ÿ6] �ÿÿÿ �ÿ5ÿ �ÿþ]6ÿ �5�] �ÿ5ÿ �ÿ�] �505Vÿ �6/] �5/5 �/]� ��þ5/ÿ �ÿ �ÿÿÿ �ÿÿÿ �ÿÿÿ �ÿÿÿ�ÿ �ÿ5ÿ �ÿÿÿ �ÿ/] �ÿÿÿ]ÿ �5�5 �ÿÿ� �ÿ�5 �/VV6ÿ �6�V �/ÿV �56] �]VVVÿ ��/] �V�] �V�ÿ �0/5
5%
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i , x
∗
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i=1 := Y∗ 	� 
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� ��� �����
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����
����� 
	
#�� "���� �
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0 : m(x) − mS(x) = m̂(x) − m̂S(x) !���
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FGH I¹JH KÁ¾½ºHL ¾M N¾¾¿À¿ÁÂÃ FHÀ¿À ¸GHO ¿GH PQºº ¹À P¾O¼ ¾Á IHL¹ÃÂÁÂLH¿Á¹R þ/�
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� 
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�
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 τ2 !
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τ ]
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1

n
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i=1
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1

nkd
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Kh(X∗
i −X∗

j )
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Y ∗

j − m̂S(X∗
j )
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− Kh(X∗
i −Xj) {Yj − m̂S(Xj)}

]2

w(X∗
i )

.01

:���� ��
������� 
�� ����&
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n
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j=1
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j ){Y ∗

j − m̂S(X∗
j )}

− Kh(Xi −Xj){Yj − m̂S(Xj)}
]2

w(Xi)
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þ/� ����� ²%���� ����£%�Æ ¢ ����% �#������

qrstu ~w x�È����� ������ �� τ2

% �
τ ]
2

��� α = 5%
� ���� % � ������� ������ �� ��� �y%����% �������%# ����

hb = hn1/5−1/κ ��� ��� #��������%��� � % � k =
range(X1)/2
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κ"��� / 5 þ V 6 ] �
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