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Una aproximacion a la distribucion
de la varianza en poblaciones
simétricas no normales
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Resumen.

En este articulo se hacen algunas consideraciones acerca de la distribucién
del estimador de la varianza para algunas distribuciones simétricas continuas no
normales, proponiendo para ello una funcién de densidad que permita estimar
sus cuatro primeros momentos. Se comparan los resultados con la funcién de
aproximacién de Box y se utiliza el método de un sistema de ecuaciones lineales.

Palabras Claves: Distribuciones simétricas, aproximacién de Box.

1. Introduccién

Considérese una poblacién definida por una variable aleatoria X con dis-
tribucién normal, de media p y varianza o?. Si {X1, Xa,...,X,} es una mues-
tra aleatoria de X (es decir, X; estd ldénucamente dlstnbmda con X para todo i
¥ Xi, X; son independientes) se sabe que X = 1 " X, y 5% = L5 (X, - X)?
son respectivamente estimadores insesgados de puy 2. En este ca.so se sabe
también que X tiene distribucién normal con media pu y varianza Z-. Ademss
la variable aleatoria Y = 5"—‘;‘,)1 tiene distribucién ji-cuadrado con n—l grados
de libertad.

Existen otros dos casos en que se conoce exactamente la distribucion de la
variable aleatoria K'S? (siendo K una constante distinta de cero), a saber:
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1- Cuando la poblacién base es una mezcla de dos normales con distinta
media, con funcién de densidad:

f(z) = po1(z; p1,0%) + (1 - p)da(x; o, 0%)

con 0 € p < 1, siendo ¢;(x; pi,0?) la funcién de densidad de la distribucién
normal con media y; y varianza o2. En tal caso la distribucién de la variable-
aleatoria.
(n—1)5?
Y="—gp—
c
ALl n " -
hw) =3 ()p -9 owin - 1,73)

=0

donde J(y;n—1, nf-) es una distribucién ji-cuadrado no central con n—1 grados
de libertad y parémetro de no centralidad dado por n? = j(n—j) (i1 —p2)?/no®
Tan, Wong(1977).

2- Cuando la poblacién base es una mezcla de dos normales de igual media
y distinta varianza, con funcién de densidad:

F(2) = p(z: 1 0?) + (1 - p)(3 1 0)

con0<p<1,0?>0, 0 >0, —00 <y < ooy ¢(z;u,03) es la distribucién
normal de media u y varianza o?, entonces, para 0 = 1y 03 = o2 se tiene que
la distribucién acumulada de la variable aleatoria ¥ = (n — 1)S?, esté dada
por :

n

Pr(y <=3 (7)P0-pm x P(ENQ < 1)

3=0

donde ¥~ A\;Q; es una forma cuadratica en i+ 1 variables normales distribuidas
independientemente Mudholkar, Trivedi (1981).

Si la distribucién de la poblacién no es normal, se hace uso del teorema del
lfmite central, aumentado el tamaifio de la muestra —lo que en algunos casos no
es facil o no es econémico- o se hace una transformacién de los datos para lograr
un mejor ajuste a la distribucién normal (esto se utiliza en algunas técnicas de
laboratorio en la industria, para determinar la varianza de repetibilidad y de
reproducibilidad). Sin embargo no en todos los casos se puede lograr el ajuste
deseado.

Lo anterior sugiere estudiar una aproximacién a la distribucién de 52 para
poblaciones no normales, ya que ella es evaluable exactamente sélo en los tres
casos ya citados. Entre todo el conjunto de poblaciones no normales, se en-
cuentran las distribuciones simétricas continuas, que por sus propiedades de
convergencia, momentos, ete., facilitan el estudio que se propone. Por tanto,
restringiremos el presente articulo a tales poblaciones.
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2. Antecedentes tedricos

Ya que no se puede evaluar la distribucién exacta de S% cuando las pobla-
ciones son distintas a la distribucidn normal o mezcla de distribuciones nor-
males, se han generado distintas aproximaciones, basadas fundamentalmente
en la aproximacién de los momentos tedricos de la distribucién de K'S?. Lo
anterior se hace puesto que si- dos funciones de densidad determinan la misma
funcién generatriz de momentos, entonces. ellas coinciden (Mood, Graybill,
Boes (1974)). Por tanto, se busca es una aproximacién al mayor nimero de
momentos posibles. Siguiendo esta metodologia, Box (1953) aproximé los dos
primeros momentos (media y varianza). utilizando una distribucién gama. El
mostré que si X es una variable aléatoria con'funcién de distribucidén f(z) y si

Y = 5"—’&&. con Cy = Var(X), entonces la distribucién acumulada de Y se

apMma por; , .
Pr(Y <t)=s —Zbl)—-/ ¥ le VP dy,

donde p = Var(Y)/m, b= m/r y m = E(Y) = n —1 (Mudholkar y Trivedi
(1981)).

Lo anterior lleva a la const.ruccxén (Método de Box) de una funcién de den-
sidad de la forma:

flz) = ﬂql,(a) z°-1e~%

El mismo Box, estimé los parémetros ay 3 como:

&= n 3 _ 02 _ n—3
v — q:'_' Y -
valores que se obtienen como solucién de las ecuaciones:
4
ad=a° aﬁ’=%(‘7—7-1—??-)

Donde los primeros miembros de las anteriores igualdades representan la media
y la varianza de la distribucién gama y los segundos la medm y la varianza
tedricas de la distribucién de S%.

Barton (1953) obtuvo una aproximacion por series de Laguerre para la dis-
tribucién de una suma de cuadrados. De ésta, Roy y Tiku (l 962) derivaron una
aproximacién similar para la distribucién de Y = = = s , la cual se enuncia
as{ Mudholkar y Trivedi (1981):

Si' X es una variable aleatoria con funcién de densidad f(x) y Y = %-th)_s_‘
donde C; = Var(X), entonces la dxstnbuaén acumuiada de Y gstﬁ. dada por:

Py <= [ Pnt Za""’z‘“’(y)du

j=0
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donde

Pnly) = o) mlemv .y >0, o™= r(m)z( )E(-y)'/r(m + i),

Ly Z( )0 Tm + )T+,

m = E(Y), k es el niimero de términos en la aproximacién y los a; son cons-
tantes determinadas por los primeros j momentos de Y.
Como puede observarse en la aproximacién anterior, la funcién de distri-

bucién de KS? estd dada por una exponencial multiplicada por una suma de
polinomios de Laguerre, cuyas constantes dependen de los momentos tebricos de

. 5%, Aunque se puedan aproximar los j momentos, el proceso para encontrar

explicitamente la funcién de densidad no es préactico debido a los largos y
tediosos cdlculos numéricos que exigen recursos computacionales.

Tang y Wong (1977) retomaron el trabajo realizado por Box (1953), Roy
y Tiku (1962), mezclando ambas teorfa.s. propusieron siguiente aproximacion
alternativa:

Si Y > 0 es una variable aleatoria, con E(Y) = my E|Y*| < oo parak > 2,
entonces la k-ésima aproximacién Wi (y) para la distribucién A(y) de Y esta
dada por:

k
Wi (y) = Qoly) Y_ L (v/p)
r=0
donde

I

= Yokl e % Quly) = oY

m

&y = (”” - )c, = B(L®(y/p)

b“e'”/ﬁ. y

},;0 ()ve (%) e+ nme-+

parar—012 (du— =1, C]"Cz—-O)

De lo anterior se deduce que la funcién de distribucién de’ Y s L!Z’E
es una gama multiplicada por una suma de polinomios de Laguerre, cuyas
constantes’ dependen de los momentos teéricos de S2. Observando los primeros
términos de esta aproximacion, puede encontrarse que es una generalizacién de
la aproximacion de Box. que para’ 'k 2 4, produce mejores resultados que los
obtenidos por Box.
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3. Aproximacién Propuesta oy

Dado que si dos funciones de densidad tienen los mismos momentos, en-
tonces, dichas funciones son iguales. Por lo anterior se han generade las dis-
tintas aproximaciones estudiadas, buscando que sus momentos se aproximen a
los de la distribucién de KS?, Como se ha visto, las aproximaciones citadas
contienen una distribucién gama, que depende de dos parsmetros. Basados
en esto, proponemos una funcién de densidad, -que es el “promedxo de dos
densidades gama-. y que depende de cuatro parémetros. Con lo ant.erlor se
logra una funcién cuya forma se asemeja a la distribucién deseada y cuyos cua-
tro primeros momentos se obtienen como solucién de un sistema de ocuacmnes
lineales. La funcién propuesta es: X

P D P

f=) = 237 T(ar) * 33T (ag)

donde &y, a3, 5 y (32 son las soluciones del siguiente sistema de ecuaciones:

LBy + agfp) = o?

o +ooB) + A 3 + o)) = % (5 - 23)

7 [(aa (e + 1)(en +2)8 + ao(ag + 1)(az + 2)6’] %(auﬁ‘a + 02/32)

[an (e + 1)B% + ag(ag + 1)6F] + (a1 BF + 02 38)° = 4§ - ,,_1 2 yo (&)

3 [er(en + 1)(ar + 2)(en + 3)3] + @z + 1)(0g 4 2)(aa + 3);6«}‘]

(@131 + az8y) [ (@ + 1)(en + 2B} + az(az +1)(a2 + 2)83] + §

(@131 +a23)}ar (o) + 132 +ag(az +1)3] - F(a 81 +a2B)* = %‘;‘ﬁ—lﬁ
+o(3r)

debido a su complejidad. el anterior sistema de ecuaciones no puede ser
solucionade de la manera usual, ya que dificilmente cabe esperar soluciones
racionales, siendo necesario encontrar soluciones reales aproximadas. Es por
ello que se aplica el método de' minimos: cuadrados, encontrando la solucién
que hace que la suma de ¢uadrados de los errores sea mfnima.

A través del “Solver™ de Excel, se determinaron los coeficientes a;, az, 31 ¥
B,. Este procedimiento modifica los valores de los parémetros a estimar, hasta
que la sume de cuadrados de los errores ses lo mds cercaria a cero posible,
. “teniendo en cuenta los términos principales de los momentos tercero y cuarto

de §2. Cabe anotar que el tercer momento no concuerds conlo propuesto por
Cramer q 950), ni con Jos resultados de simulacién, por 16 cutl se tomaron mues-
_tras de tamafio 10000 para esumarlo De esta manera: fas 'soluciones obtenidas

son aproxnmadas
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4. Metodologia de simulacién ‘
g
* 'Séseléédionaron las siguientes poblaciones base: beta simétricas de parame-
tros"?.“ ry G* parabélica céncava y convexa, uniforme y tnangular supénor e
'mfeﬁ
' Para los pr_ocesos‘de simulacién, se tomaron intervalos entre -4 y 4. No se
pudo muestrear la beta de pardmetro superior al 6, pues el factor inicial en
la funcién de densidad acumulada alcanza el orden de 10*, trayendo consigo
problemas en la obt.encxén de las muestras,

Los programas utilizados para las simulaciones fueron modificaciones de los
propuestos por Clavijo (1995), donde el procedimiento de’'simulacién descnt:o
alli mismo- consta fundamentalmente de las siguientes partes: !

1- f es la funcién de densidad definida en el intervalo [—a,a, de una
variable aleatoria X, con funcién de distribucién acumulada F.

2- Se divide el intervalo soporte en n subintervalos de longitud =2 % obte-

niéndose la particién {zg = —a,2(,22,... :Zn = a}.

3- Se calculan los valores F(zo) =0, F(a:l),... Flza) = 1.

4- Si se desea tomar una muestra de tamaifio m, {¥1,%2,... .¥m}, €n-
tonces, se generan m nimeros aleatorios py,p2,...,Pm entre 0 y 1.

Los que pueden ser tomados como valores de probabilidad.
_5- Para un valor pi. del paso anterior, se hacen comparaciones con los

valores conocidos F(zg) = 0, F(z),....F(zn) = 1, hasta obtener un
fndice [, tal que, F(z;) < px < F(24+1), siendo x4, el valor y; de la
muestira,

5. Resultados y conclusiones -

5.1 Las figuras 1 a 6 muestran la aproximacién dada por Box, la apr'oxi-
macién propuesta par nosotros y el histograma de la muestra simulada
para diferentes distribuciones simétricas.

5.2 Plrede observarse que para valores pequenos de n, la aproximacion
de Box presenta un pico respecto a la aproximacién propuesta, sin
embargo esta tltima, se ajusta més a la forma del histograma. Podria
decirse que al aumentar el tamafio de muestra las dos gréﬁcas casi
.coinciden (tablas 1 a 3). En las grificas aparece el caso n = 5.

5.3 En las tablas 1 a 3 puede observarse que la funcién propuesta por
nosotros: genera aproxxmadamente los cuatro pnmeroa momentos de

¥ la distiibucién de S?: nfedia, varianza, tercero y cuar&o fmomentos,
implicdnderque al ser utilizada, proporciona mepres resuit*ad’os en las
estimaciones por intervalo. También puede observarsp é‘érﬁ_o al aumen-
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tar el tamano de muestra, los momentos generados por la aproximacién
de Box van acercdndose a los valores tedricos.

5.4 Se ha obtenido una funcién de densidad para la distribucién de S?
en poblaciones simétricas continuas, que a diferencia de la obtenida
por Box, aproxima los primeros cuatro momentos y aunque no es tan
general como las propuestas por Tan-Wong y Roy-Tiku, la facilidad de
conceptualizacién y obtencién de los pardmetros, hacen de ésta, una
herramienta de rdpida aplicacién en la prdctica, sin descartar que el
método podria generar funciones que aproximan un mayor niimero de
momentos. Ademds el proceso seguido para la obtencién de la funcién
de densidad propuesta, no tuvo en cuenta ninguna condicién sobre las
poblaciones base, por lo tanto esta funcién y el procedimiento seguido
podrfa ser aplicado cuando la poblacién base sea distinta de la normal,
sin importar si es simétrica o no.
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Gréfica 1. Histograma de la muestra simulada y aproximacién de Box
para una distribucién uniforme en (-4, 4] (tamafio n = 5).
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Grafica 2. Comparacién de la aproximacion propuesta con la de Box, en
una distribucién uniforme en [—4, 4] (tamafio de muestra n = 5).
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Grafica 3. Histograma de la muestra simulada y aproximacion de Box para
una distribucién triangular superior pura en [-4, 4] (tamaio n = 5).
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Griéfica 4. Comparacién de la aprox. propuesta con la aproximacién de Box, en
una distribucién triangular superior pura en [—4, 4] (tamafio de muestra n = 5).
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Gréfica 5. Histograma de la muestra simulada y aproximacién de Box para
una distribucién parabélica convexa en [-4, 4] (tamafio n = 5).
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Gréfica 6. Comparacion de la aproximacién propuesta con la de Box, en
una distribucién parabdlica convexa en [—4, 4] (tamafio de muestra n = 5).
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Tabla 1: Distribucién uniforme

TAMANO DE APROXIMACION DE BOX
‘MUESTRA B a MEDIA | VAR. [Mom. 3| Mom. 4
5 1.39 | 3.84 5.3376 |7.41926 |20.62555 | 251.14499
20 0.2414 | 22.09| 5.332526 | 1.28727| 0.62149| 5.42129
50 0.08968 [ 59.47 | 5.3332696 | 0.47828 | 0.08578 | 0.70935
APROXIMACION PROPUESTA
al | Bl o2 #1 [MEeDpIA | VAR | MoM. 3| Mowm. 4
3.2549 | 1.0803 | 11.4829|0.6217 | 5328 |7.399) _ 8.6 151.74
15.8214| 0.304 |37.71260.1441| 5.12 | 1.22 | 0.239 4.83
59,6688 | 0.085 | 81.4621{0.0686( 5.33 |0.474| 0.044 0.671
MOMENTOS TEORICOS SUMA DE
MEDIA { VAR, | MoM. 3| MoM. 4 | CUADRADOS
53333 | 7.4 8.6 151.7 1.10E-05
53333 1.29 | 0.21 4.77 0.053
53333 | 0.48 | 0.046 0.67 3.71E-05

Valores de 1°, 22, 3° y 4° momentos para la distribucién de S? en una poblacién uniforme.

Tabla 2: Distribucién parabdlica convexa

Valores de 1°, 2°, 3° y 4° momentos para la distribucién de S? en una poblacién parabélica

convexa.

'AMANO DE APROXIMACION DE BOX
MUESTRA 8 a MEDIA VAr. |MoMm. 3| Mowm. 4
5 1.0514 | 3.0435 |3.199935 | 3.366441 | 7.07468 | 56.27279
20 0.199699 | 16.024 | 3.199976 | 0.639032 | 0.25522 | 1.37799
50 0.075755 | 42.2414 | 3.199994 | 0.242415 | 0.03672 | 0.18464
APROXIMACION PROPUESTA
al 81 a2 #1 |MEDIA| VAR [ Mom. 3 | MomM. 4
2.9557 | 0.6862 | 7.9352 | 0.5676 | 3.266 |3.507| 4.569 40.1
12.5329| 0.2408 |25.2904 | 0.1331 | 3.19 |0.618| 0.162 1.271
36.5953 ) 0.08488 | 54.4418 | 0.06043 | 3.198 | 0.24 | 0.0255 0.179
MOMENTOS TEORICOS SUMA DE
MEDIA | VAR. | MoM. 3| MoM. 4 | CUADRADOS
3.2 |3.37 4.5 40.12 2.80E-02
32 |064| 0.15 1.26 8.30E-04
3.2 |0.24 | 0.0261 0.18 5.50E-07
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Tabla 3: Distribucion triangular superior pura

L Tl AR
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TAMANO DE APROXIMACION DE BOX
MUESTRA [} o MEDIA VAR. |MoM. 3| Mowm. 4
5 1.01333 2.638 | 2.66708456 |2.702636 | 5.47732 | 38.56375
20 0.2 13.287 2.6574 0.53148 |0.212590) 0.97496 |
50 0.076838 | 34.70528 | 2.666684305 | 0.204902 | 0.03148 | 0.13321
APROXIMACION PROPUESTA
al £l a2 | A1 MEDIA | VAR | MoMm. 3| Mowm. 4
3.2433 | 0.437 | 6.1425 | 0.6141 | 2.687 |2.732| 4.297 29,037
11.1032 | 0.2242 | 18.3089 | 0.1546 | 2.66 [0.527| 0.162 0.919
33.4476 | 0.07414 | 50.3106 | 0.05686 | 2.67 | 0.21 | 0.0168 0.131
MOMENTOS TEORICOS SUMA DE
MEDIA | VAR. | MoM. 3 | MowMm. 4 | CUADRADOS
2.67 2.7 4.27 29.04 2.00E-03
2.67 | 0.54 0.14 0.91 8.30E-04
2.67 | 0.21 | 0.0017 0.13 7.23E-07

Valores de 1°, 2°, 3° y 4° momentos para la distribucién de 52 en una poblacién triangular

superior pura.



