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Una revision de medidas multivariadas
de asimetria y Kurtosis para
pruebas de multinormalidad
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Resumen.

El trabajo germinal de Mardia(1970) da definiciones multivariadas de asi-
metria y kurtosis que son usadas en pruebas de multinormalidad, y han dado
origen a gran variedad de extensiones y formalizaciones. Se hace una revisién
de dichos conceptos y de las comparaciones entre ellos en cuanto a su potencia,
Se muestra como los test formales de bondad de ajuste basados en el principio
Score de Rao y la nocién de test suaves de Neyman no son mejores que los
basados en estadisticos que generalizan las nociones de asimetria y kurtosis.

Palabras claves: Asimetria, kurtosis, multinormalidad, afin invariantes,
dependientes de coordenadas, principio Score de Rao, test suaves de Neyman,
estudios de potencia.

1. Introduccién

El supuesto de multinormalidad se requiere en la mayoria de los métodos
multivariados cldsicos. Algunos ejemplos son: el andlisis de varianza multi-
variado, el andlisis de discriminante, el andlisis de correlacién candnica, y el
andlisis de factor maximo-verosimil.

Hay muchas técnicas para detectar multinormalidad; ver, por ejemplo, las
revisiones realizadas por Gnanadesikan (1977), Mardia (1980), Koziol (1986),
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Romeu y Ozturk (1993). Esto ilustra la gran variedad de posibilidades de ale-
jamiento de la multinormalidad para datos multivariados, como sefiala Gnana-
desikan (1977) y enfatiza la necesidad de distintas técnicas para detectarlas.

Dentro de las pruebas de multinormalidad, las basadas en las medidas de
asimetria (by,p) y kurtosis (b ;) desarrolladas por Mardia (1970) han sido muy
utilizadas por su facilidad y propiedades asintéticas, asf como por la indicacién
de que tipo de alejamiento de la multinormalidad se presenta. Revisaremos
las distintas pruebas que parten de estos conceptos iniciales de Mardia y las
compararemos por medio de estudios de potencia, siguiendo los lineamientos del
traba jo de Horswell y Looney (1993a), para mostrar sus fortalezas y debilidades.

La seccién 2 contiene una descripcién de los estadisticos revisados. En la
seccién 3, se hace la comparacion, utilizando estudios previos de potencia y
una complementacién realizada por los autores. En la seccién 4 se dan algunas
recomendaciones précticas y se resumen las principales conclusiones del estudio
comparativo.

2. Definiciones de coeficientes de asimetria y kurtosis multivariadas
y estadisticos de prueba basados en ellas.

2.1. Definiciones y estadisticos de Mardia.

Mardia (1970) define los coeficientes de asimetria y kurtosis poblacionales
para una distribucién p-variada con vector de medias g y matriz de covarianzas
T (x ~ (@, L)), respectivamente

T 1 s T el 2
Bo=E[x-w'S -] ¥  Bp=E[x-w 5 (x-p)
Donde x y y son independientes e identicamente distribuidos.
Sean x;, X3,...,X, oObservaciones del vector aleatorio x, entonces los co-
rrespondientes coeficientes de asimetria y kurtosis muestrales son:
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Donde % es el vector de medias muestrales y S es la matriz de covarianzns
muestrales.
Para la distribucién normal multivariada, 8, =0y B2, = p(p + 2).
Mardia (1970, 1974, 1975) derivé las distribuciones asintéticas bajo la hipé-
tesis nula de normalidad multivariada:

NX(g(g ;[g-f-l[) Yy b2.p"‘N(P(P+2)

n

8p(p+2))
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Como by, y b2, son afin invariantes es posible estimar su distribucién nula
empiricamente.

Los resultados de potencia aqui reportados, se basan en valores criticos
empiricos calculados usando 10000 muestras multinormales.

2.1.1. Estadisticos de Small.

Small (1980) propone un;; prueba de muitinormalidad utilizando estadisticos
basados en medidas de asimetria y kurtosis marginales. Para una distribucién
p-variada, Small propone medir la asimetria multivariada asf:

@ =y1Ur'n

Donde y; es un vector (p x 1) de coeficientes de asimetria marginales después
de aplicarle a cada uno la transformacién Sy de Johnson, y U; es un estimativo
de cov (y1).

Para medir kurtosis multivariada propone:

Q:=y3Uz'y;

Donde y3 es un vector (p x 1) de coeficientes de asimetria marginales después
de aplicarle a cada uno la transformacién Sy de Johnson, y Us es un estimativo
de cov (yz). :

Bajo multinormalidad, las distribuciones asintéticas de @Q; y @2 son ambas

2
X(p)'
Small propone ademss una prueba conjunta basada en:

Q=Q1+Q;
Que tiene distribucién asintética bajo la hipdtesis nula:
Q3 ~ Xizp)

Los estadisticos Q,, Q2 y Q3 son dependientes de las coordenadas. Esto es, no
son afin invariantes. Luego para los estudios de potencia se usara la distribucién
asintética para calcular los valores criticos.
2.1.2. Estadistico con]unto de Mardia y Foster.

Mardia y Foster (1983) comparan varias combinaciones de by p y by p. Se con-
siderara uno de los de mejor comportamiento como prueba conjunta (omnibus)

de asimetria y kurtosis:

8% = W (by,p) + W2 (by,p)
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Donde W (b ;) y W (b2,,) son las transformaciones de Wilson-Hilferty de by ,

y by
La distribucién asintética bajo la hipétesis nula de multinormalidad es:

Este estadistico es afin invariante.
2.1.3. Estadisticos de Srivastava.

Srivastava (1984) define los coeficientes de asimetria y kurtosis, via las com-
ponentes principales. Sea x un vector aleatorio p-dimensional, con vector de
medias ¢ y matriz de covarianzas ¥. SeaI' = (), ... ,7p) una matriz ortogonal
tal que ITEl" = Dy, donde Dy = diag(Ay,... ,Ap) ¥ A1, -.. »Ap son las raices
caracteristicas de X.

Sea y1 = Y X,-.o ¥p = 1%, 61 = ¥4, 0, = 7T u, se definen los
coeficientes de asimetria y kurtosis multivariados asi:

2 1S [Em-6P’ 1 & Ely; - o]
’3"’=5; o Y "’*‘;Z}. X2

Para una poblacién normal multivariada 47, = 0y B, = 3.

Sea xi,... ,X, observaciones del vector aleatorio x. Sea H = (hy,... ,h;,)
una matriz ortogonal tal que H'SH = D,, donde D, = diag(ws,... ,wp), ¥
wy,... ,wp son las rafces caracteristicas de S.

Seany; =hlx; i=1,2,...,p j=12,...n y H= % ?:13’-'1‘
Se definen los coeficientes de asimetria y kurtosis multivariados muestrales

s

asi:
2

2 _ 1) v (s —3)° 1 e~ o _ 4
bp=22 w0 =) ul Y s - )
i=1 =1

i=1 i=1

Donde w; = h7Sh; = L Y7 (wi; — %) i=12,...,p.
Las distribuciones asintéticas bajo la hipétesis nula son:

np

L
2~ 5 (5) -3~ N1

Los estadisticos b3, y ba, son dependientes de coordenadas.
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2.2. Definiciones y estadisticos de Bera y John.

Bera y John (1983) parten de la familia de distribuciones de Pearson y
utilizando el principio Score de Rao encuentra los estadisticos Cy (asimetria) y
Cy(kurtosis):

n T? . n 7‘;“_32 Y}‘—lz
c=n3 %, CF{;(' S0 5 T )}

1<)

Obtienen, también, un estadistico conjunto Cj :

T2 s (Ta—3)°
Cs={2?+§(z—4)}

i=1

Donde:
no 3 n 4 noy2y?
X ; itY; = &
T = yf. Tu=§ %—;5, Tij=§:_‘t;l£! y =874 (x—%)

1 t=1 t=1

Las distribuciones asintéticas bajo la hipdtesis nula son:
Ct~ Xy Ca~Xegpnr  Cs~ Xiap)

Las pruebas basadas en estos estadisticos son localmente mds potentes para
alternativas dentro de la familia de Pearson. Esos estadisticos son afin invari-
antes.

2.3. Definiciones y estadisticos de Koziol.

Koziol (1986) basado en la nocién de tests suaves de Neyman (Neyman'’s
smooth tests), propone una prueba de bondad de ajuste para normalidad uni-
variada con pardmetros desconocidos.

Sean z,z3,... ,Z, una muestra aleatoria de una N (i,0?). Sea y; = 22,
i=1,2...,n, la prueba de hipétesis es:

Ho : f(3) = (v)
vs
Ha : f(3) = o() {1+ 1/VB60:Ha(y) + 1/V210, Ha(y) }

Donde f(.) denota la f.d.p. de y y ¢(.) es la f.d.p. de una distribucién normal
estandar; H;(.) es el j-esimo polinomio de Hermite; 83 y 6, son pardmetros
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diferentes de cero escogidos de forma que f sea positiva. Un test suave de
normalidad consiste en rechazar Hy para valores grandes de U3 + U2, donde:

U2 =n-% o1/ \/f_ng(yi) (coeficiente de asimetria)

ﬁ} =n~} i1/ V24H,(v;) (coeficiente de kurtosis)

Para la extensién multivariada de la prueba , sea y; = S-1 (% — X) i=
1,2,3,...,n. La hipétesis alternativa serd el conjunto de productos de los-
polinomios de Hermite univariados(marginales), escogidos de tal manera que
el grado del producto sea 3 (una alternativa de asimetria) § 4 (una alternativa )
de kurtosis). Obsérvese que hay (p ; 2) polinomios de grado 3 y ( 4 1' 3)
polinomios de grado 4. (p es la dimensién de x;). Asf, siguiendo el modelo
univariado, de manera andloga a Small (1980), obtiene las medidas de asimetr{a
y kurtosis multivariadas:

p+2
3

p+3
4

U2 p = suma de las ( ) componentes de asimetria

ﬁf p =suma de las ( ) componentes de kurtosis

Bajo la hipétesis nula U§ pY (742'}; son asintéticamente independientes, y

distribuidos como v.a. ji-cuadradas con (p ; 2) Y (p 1- 3) grados de libertad

respectivamente.

Koziol (1989, 1993) relaciona estos estadisticos con los de Mardia (1970) y
obtiene: .

U3 , = 3b1p (i.e. los dos coeficientes de asimetria son equivalentes)

02, = Zibap — oop + §p(@+2) donde byp=H T, U7 (5Fy)"

Koziol (1989) propone a by, como una medida alternativa de kurtosis,
andloga al by, de Mardia, pero su distribucién limite es una ji-cuadrado no
central, que es menos atractiva para fines inferenciales que las distribuciones

de bopy ﬁf‘p.
2.4. Estadisticos obtenidos por Mardia utilizando el principio Score de Rao.

Mardia (1987) y Mardia y Kent (1991) desarrollan & partir del principio
Score de Rao una prueba conjunta para multinormalidad. La hip6tesis alterna-
tiva es la familia exponencial de la forma: f(x; 6, ¥)aexp{67u(x) + ¥ v(x)}.

Donde u(x) = {z1,22,... ,Tp, 2}, 23,... , 22,2122, 223, ... ,Tp-1Tp} ¥

3 32 2 4 .4 T
v(x) = {z},... . T5 Z1ZT2s. .. ,Tp_1Tps T, -5 1 Ty T1T2TITY, - - - 3 Tp—3Tp-2Tp—1Zp} -
Asi la prueba de hipétesis es:

Ho: 9T =0 vs yT #0
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El estadistico Score de Rao toma la forma: T = (T3 + Tj) .
La distribucién asintética bajo la hipotesis nula es:

+2 +3
T ~ X{x; con K=("’3 )+(”4 )

Donde Ty = 3b1p ¥ Ta = g3bap — Tbo,p + §p(p +2). Estos estadisticos son
afin invariantes. :

Como se ve estos estadisticos son iguales a los estadisticos de Koziol de-
sarrollados en el numeral 2.3. Asi los dos procedimientos formales tienen, en
éste caso, resultados idénticos. Por ello en la seccién 3, mencionaremos solo los
estadisticos de Mardia y Kent (1991).

Para p = 1,T es el conocido estadistico de Bowman y Shenton (1975). Para
p = 2,T se reduce al indice de “projection pursuit” introducido por Jones y
Sibson (1987) como sefial6 Mardia (1987).

Mardia y Kent (1991) observan que las definiciones de asimetria y kurtosis
de Malkovich y Afifi (1973) no tienen distribuciones asintéticas ji-cuadrado.

Bste iltimo trabajo es digno de ser mencionado, pues se deriva de la pro-
piedad fundamental de la multinormal, que establece que toda combinacién
lineal de las variables es normal univariada. Ademds, se puede aifiadir que
estas ideas de Malkovich y Afifi como medidas de asimetrfa y kurtosis més
extremas (moviéndose en todas las direcciones) se pueden considerar precurso-
ras de “projection pursuit” ya que las direcciones interesantes en ese contexto
son aquellas donde hay mds alejamiento de la multinormalidad. El presente
articulo se originé como un subtema deniro de un proyecto de investigacién
de “comparacién de indices de projection pursuit”. Las definiciones y pruebas
de Malkovich y Afifi (1973) no se revisaron en detalle en este articulo, porque
como dicen Horswell y Looney (1993a) no son précticas para p > 2, dadas sus
dificultades computacionales.

3. Comparacién de las pruebas

Se presentard una comparacién de las distintas pruebas, utilizando estudios
de potencia previos y una complementacidn realizada por los autores.

Se evaluaron las pruebas para las distintas combinaciones de n = 30, 50,
100, 200; p = 2, 5, 7, 10; y a = .05, .10. Las observaciones y conclusiones
presentadas se mantienen para todas las combinaciones de n, p y a. Las tablas
1 y 2 presentan sélo los resultados para n=>50, p=5, a = .10.y .05, mimero de
simulaciones=1000 y las hipitesis alternativas usadas, siguiendo a Horswell y
Looney (1993a), son:

i.i.d I'(8,1) (asimétrica).

i.i.d. uniforme(0, 1) (simétrica y kurtosis negativa).

i.id. t(5) (simétrica y kurtosis positiva).
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iid, K, (distribucién de la familia de Khintchine, que no es multinormal
pero sus marginales son normales. (Horswell y Looney (1993a, pag. 29) y
Johnson (1987, capitulo 8) construye el algoritmo de simulacién.

i.id, G.E.P.1

i.i.d. G.E.P.2 (casos particulares de la familia "Generalized exponential
power” que no son multinormales pero tienen coeficientes de asimetria y kur-
tosis iguales a los de la multinormal. Horswell y Looney (1993a, pag. 30) y
para el algoritmo de simulacién utilizado, Johnson (1987, pag. 34-36).

Los programas fueron realizados en SAS-IML y los autores los ponen a dis-

posicion.
Tabla 1

n=350, p=5 a=0.1

Distribucién bl‘p b'z‘p S?l, Q1 Q2 Q3 b'%p bz’, Cl Cz Cs T4
iid. I'(8,1)| 61 29 38 94 44 83 54 13 85 32 74 3l
iid. U(0,1)| 0 95 8 0 100 100 3 68 0 0 61 O
ii.d. £(5) 71 76 66 78 86 88 18 44 72 79 82 72
iid. Ky 97 88 8 11 9 12 61 42 93 63 82 &4
iid. GEP1 ]9 10 8 4 3 4 4 12 2 2 1 5
iid GEP2 |9 10 11 12 22 19 5 16 7 6 8 7

Tabla 2

Distribucion bl.p bz',, S.i. Q1] Q2 | Qs b%n bzp Ci|C|Ca | Ty
I'(8,1) 50 [19 |13 (89 |25 |74 |52 | 7 (8 (31 |70 |18
U(0,1) 0 |87 {80 |0 J100 |100 |4 (42 |10 |0 |40 |5

i(s) 61 |68 |37 |72 |72 |8 |31 (35 |71 |BO [81 |61
K 72 |87 |44 | 5 5 6 (29(39 |2 |66 |2 [66
GEP2 6 5 |5 |9 8 10 |9 (6 |7 |7 |9 |6
GEP1 4 3 |4 ]1 4 6 |11 ]2 |12 |13

Mardia y Foster (1983) observan que b; , es més sensible a alejamiento de la
multinormalidad que b;,,. Horswell y Looney (1993b) reafirman lo anterior al
mostrar que los tests de asimetria son muy sensibles a la kurtosis, presenténdose
sobrestimacién de la potencia para alternativas leptokirticas y subestimacién
para alternativas platokiirticas; concluyen entonces que las pruebas individuales
no son buenas para indicar que tipo de alejamiento de la normalidad se presenta
(i.e. asimetria o kurtosis).

Relativo a los estadisticos de Srivastava (b, y by,) se ve de las tablas 1 y 2,
que su potencia es inferior a los de Mardia y a los de Small.
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Bera y John (1983) afirman que sus estadisticos (C1,Cy y C3) se comportan
globalmente mejor que los estadisticos by, y by , de Mardia. De las tablas 1 y
2, se observa que dicho comportamiento no es globalmente superior comparado
con los estadisticos de Mardia y los de Small. Ademads para la uniforme (0,1)
su comportamiento es el peor, como era de esperarse pues dichos estadisticos se
construyen para alternativas de Pearson. Estas restricciones hacen que dichos
estadisticos sean poco utilizados en la practica.

Horswell y Looney (1993a), en detallado estudio, comparan los estadisticos
afin invariantes de Mardia (1970) y Mardia y Foster (1983) con los dépendi-
entes de coordenadas de Small (1980) y concluye que no hay superioridad clara
de un grupo de tests al otro. Sin embargo, observa que la prictica comin
de chequear multinormalidad por medio de pruebas marginales de normalidad
univariada (procedimiento que es dependiente de coordenadas) puede repre-
sentar una pérdida considerable de potencia incluso cuando las marginales no
son normales. Esto lo comprueban al hacer transformaciones afines sobre la
Beta(.1,.1), por ejemplo, y observar que la potencia de Q2 y Q3 bajan con-
siderablemente; esto es lo que llama “invisibilidad” de la asimetria y kurtosis
totales de las marginales. En términos pricticos, sugiere utilizar conjuntamente
los dos tipos de tests, controlando el tamano muestral y el niimero de variables
que afectan la regidn critica.

Este trabajo de Horswell y Looney (1993a) al comparar potencias contra al-
ternativas no multinormales con asimetria y kurtosis multinormales, encuentra
que ningun test se comporta bien. En la tablas 1 y 2 se presenta un resumen
en las filas i.i.d. GEP1 y i.i.d. GEP2, incluyendo a los estadisticos revisados en
este articulo. Esto reafirma la opinién de Andrews et al (1973) y Gnanadesikan
(1977) en el sentido de la necesidad de técnicas con diferentes sensibilidades
a los distintos tipos de alejamiento de la multinormalidad. Estos dltimos au-
tores afirman que “buscar un tnico método que sea el mejor no es préactico ni
necesario”.

Relativo a los estadisticos conjuntos (e.g., S2,Q3) se puede afirmar con
Koziol (1986), que a pesar de su utilidad exploratoria, como medidas propia-
mente multivariadas, debe tenerse cuidado pues pueden ser insensibles a ale-
jamientos de la multinormalidad que son solo visibles entre subconjuntos de las
variables.

Finalmente los estadisticos de Mardia y Kent (1991) obtenidos analitica-
mente usando el principio Score de Rao, no presentan resultados superiores en
comparacién con los estadfsticos originarios by , y by, de Mardia (1970); véase

tablas 1 y 2 para el comportamiento de Ty vs by p; para el comportamiento
de T vs byp y by p, véase tabla 3 donde se presenta un resumen del estudio
de potencia realizado por Yafiez y Correa (1997), para n=50, p=4, a = .10,
ntimero de simulaciones=1000, y las alternativas:

i.i.d. uniforme (0,1) (simétrica y kurtosis negativa).

i.i.d. logN(0,1) (asimétrica).

iid. t(4) (simétrica y kurtosis negativa).
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i.i.d. GEP1, GEP2.
Mezclas de multinormales: .75N(u, £)+.25N(0,I) con las siguientes alter-
nativas:

i) u=03.3337, ==I

) p=0, X =3I

i) p=0, o3=1, 0;53=9 i#j

i) p=0, oy =9l

v) p=(3,3,3,3)", ou=1, 0;;=9 i#j

Tabla 3

Distribucién |byp byp T
iid U@©0,1) | 0 100 0
ii.d. loghN 100 100 100
iid. t(4) 80 85 87
iid. GEP1 9 5 0
iid. GEP2 12 10 0
mezcla i) 34 10 14
mezcla ii) 34 43 36|
mezcla iii) 9% 100 100
mezcla iv) 90 97 98
mezcla v) 70 43 63

4. Conclusiones

Este estudio de simulacién permite destacar las siguientes conclusiones ex-
perimentales basadas en las evaluaciones de las pruebas en cuanto a su potencia,
para las distintas combinaciones de n = 30, 50, 100, 200; p=2, 5, 7, 10; & = .10
y .05.

Los estadfsticos derivados formalmente utilizando el principio Score de Rao
o la nocién de tests suaves de Neyman no se comportan mejor como pruebas de
multinormalidad que las desarrolladas como generalizaciones de nociones univa-
riadas. A pesar de sus propiedades como tests formales, al establecer las
hipétesis alternativas limitan la gran variedad de distribuciones propias del
trabajo multivariado. Por ello se recomienda en términos practicos, utilizar
conjuntamente las pruebas basadas en by, y bz, que son un esquemsa potente
para detectar multinormalidad contra una amplia variedad de distribuciones
alternativas. Ademas al aceptar las hipétesis de By, =0y 2, = p(p+2) se
garantiza el uso de los tests inferenciales clasicos basados en la multinorma-
lidad, estas propiedades de robustez son sefialadas en Mardia, Kent y Bibby
(1979, pags. 148-149).
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Finalmente, es pertinente anotar con D'Agostino y Stephens (1987, pag. 4)

que el tema de pruebas para multinormalidad, dentro del trabajo de técnicas

de

10.

11.

12.

13.

bondad de ajuste, tiene todavia muchos problemas abiertos.
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