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REsUMEN En este trabajo se presenta una metodologia para el cilculo de la
estadistica D F Beta, cuando se quiere medir la influencia que ejerce un grupo
de k observaciones k < mn, en la estimacion de los parametros obtenidos via
minimos cuadrados. para un modelo de Regresion Lineal Simple.

PaLABRAS CLAVES. Minimos Cuadrados , Regresién Lineal Simple , Resi-
duales, outliers, ajuste, puntos influyentes.

LINTRODUCCION

En BELSLEY et al (1980) se presenta como medida de diagndstico en Regresion,
la estadistica DF Beta(i) que mide la influencia que ejerce la i-ésima observacion sobre
el estimador de minimos cuadrados del vector 3 = (8o, ..., 3p) asociado a un modelo
de Regresion lineal. Cuando se remueve la i-ésima observacion esta estadistica se

obtiene a partir de la expresion:

é; -
! g, 1<i<n

DF Beta (i) = — <i<
— Nyy [

con c; la linea i de la matriz ¢ = (X’.\')'l X', é; = Y: = Y.,y hi; el i-ésimo elemento

en la diagonal de la matriz H = X (X'X)”' X' la cual se conoce como " Matriz Hat”,
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nombre dado por TUKEY (1977).

La remocién de un conjunto de k observaciones y su influencia en la estimacion de
los parametros no ha sido estudiada cuando se usa como método de diagndstico la es-
tadistica DF Beta; en BECKMAN and COOK (1983), MARASINGHE (1985), PAUL
and FUNG (1991), se presentan algunas alternativas basadas en otros estadisticos, que
no conducen a evaluar los cambios en los pardmetros, sino los cambios en los cuadra-
dos medios del error. Considerando la importancia que tiene la estadistica DF Beta;
al medir los cambios que ejerce una observacion sobre los parametros del modelo, se
presenta en este trabajo una generalizacion que notaremos DF Beta(l,....k): y que
permite medir la influencia de k observaciones en la estimacion de los parametros

asociados a un Modelo de Regresion Lineal Simple.

2. CALCULO DE LA ESTADISTICA DF Beta(l,....K)

Para el modelo de Regresion Y; = a + 38X +¢;, t = 1,2...., n. con .X; vector de
valores conocidos , y €; vector de errores independientes e idénticamente distribui-
dos NV (0.0?). sin pérdida de generalidad interesa medir la influencia que ejercen las
primeras k observaciones en la estimacidn de los pardmetros via minimos cuadra-
dos. Para ello modificamos la componente y; en cada una de ellas, con constantes
arbitrarias 7;. i = 1. .... k definiendo

¥i+ % st 1=1,..k

u =
Ui s k<i<n

Los nuevos estimadores a* v 37, obtenidos por minimos cuadrados del modelo modi-
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ficado satisfacen:

k k
E e E T —E)

W - t=2) =1

Y= = =i I+a
' zu.—ﬂ’
% =1 5 (l)
Z?l(rl-fj
3- — a=1 4 d

B i(:.-f:*

=1
siendo & y 3 las estimaciones obtenidas via minimos cuadrados del modelo original.

Para las nuevas estimaciones, los nuevos residuales ef = y; — y; safisfacen:

k
é;_éi=7‘i(1—hii)-2‘)jh.j si 1<i<n
i e (2)
é;_éj="27ihij si k<j<n
i=1

siendo h;; el elemento de la i-ésima fila y de la j-ésima columna de la matriz H. Los
desarrollos algebraicos necesarios para obtener 1 y 2 se presentan en los apéndices 1

¥ 2 respectivamente.

La expresion 2 permite determinar constantes de ajuste 3; que hacen e] = 0 para
i =1, ..., k, como solucidn del sistema :
k

— &=y (1 —hi) =Y vihij con i=1,..k (3)

1#j
Las cuales coinciden con las constantes de ajuste del modelo de DRAPER and JOHN
(1981) disenado para detectar un grupo de k outliners.

Dado que estimar el modelo después de ajustar las respuestas Y; con las constantes

+i para | <1 < k. equivale a estimar el modelo después de eliminar las k observaciones



30 Luis Francisco Rincén y Luis Alberto Lépez

seleccionadas, y como la estimacion de los parametros después del ajuste es funcion
de la estimacion inicial y de las constantes de ajuste, esto permite la construccion de
la estadistica

DF Beta(1,....k) = (6‘ —a; 8 - ,!3)

con
k

k
i Z"h(rn_fl
:. P |=“1 -i'
E (£,—F)*

. (4)

Z%.tr.—i)
— s
Z(r.—f)’

a*—a=

g -8

Estadistica que mide el efecto en la estimacidn de los parametros obtenidos por

minimos cuadrados, cuando se eliminan o corrigen las primeras k observaciones.

3.APLICACION
Usando la estadistica DF Beta (1, ..., k) definida en (4) explicitamente se presentan
los calculos para medir el efecto de eliminar las dos primeras ohservaciones en un

modelo de Regresién Lineal Simple. La aplicacién de (3) proporciona el sistema:

ey =v2hiz —m (1= hy)

ey = 11har — 72 (1 — haa)

cuya solucion

s hizes + (1 — hyp)ey b = = (1= hi1)es + harey
(I —hp) (1 =ho)—hi, " ) (1 —hy1) (1 = hag) = A,
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permite caracterizar la estadistica

DFBeta(1,2) = | 12 +72 Nz -3 +72(x — %) Nz =Z) +Ja(x=7)

n n n

3 (zi—2)? > (i -2)?

=1 =1

Los calculos anteriores se pueden generalizar para obtener la estadistica DF Beta (1, j)

de cualquier pareja de observaciones (0;.0;) i # j definiendo:

V' — & = 'i’:"""}) _ ‘;llrl:jj+ﬁ](r}—f)f

&
Z('J:.—f)’
=]

3 - 13 = "r.(z.:fj+‘r (€, =7) =

T
=1

cuando

hijej +(1—hjj)e; (1= hii)ej + hjies

PR (k) =R T T Ra) (1 hyg) — B

y asi

DFBeta(i,j) = | Z :’5’»" _ Fila =2+ (25 ~&),, 7,-(:,-—"5)+1,-(.rj —I)
(2; — 3)* Z(I.‘ -z)°

f=1 i=1

Al considerar las opciones

-Signo y tamano de las constantes de ajuste 7;.7;.

-Posicion de la observacidn con respecto a I.

Se puede deducir si el efecto individual de una observacion anula el efecto de otra,
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o si los efectos individuales se suman presentandose efecto aditivo de la pareja de

observaciones sobre la estimacion.

4.EJEMPLO NUMERICO
Como ilustracién numerica para los datos de Mickey, Dunn y Clark (1967) citados
en DRAPER and JOHN (1981), se presenta en la tabla 1 calculada en una hoja

electronica:

-La constante de ajuste 7; y la estadistica

DF Beta(1) = (d‘ — a3 —ﬁ) = (A, — A, By — B ), para cada obser-

vacion.
-Las constantes de ajuste ¥; y ¥; y la estadistica

DF Beta(1,i) = (a- —a: g —é) = (A2 - A, B; — B ), para las posi-

bles parejas (0, 0;), i > 2.

-Las constantes de ajuste ¥,,92 ¥ ¥: ¥ la estadistica DF Beta(l,2,i) =
(d' —a; 8 — ,6’) = (A3 — A, B3 — B ), para todas las posibles ternas

(Ol| 02| 0‘) 1 i Z 3'
-El residual ¢é; para cada observacion.
-Los resultados del analisis de varianza del Modelo inicial.

Algunas conclusiones que se derivan de los resultados ofrecidos y que se presentan

en las dos tablas siguientes son:

-Se observa que es la octava observacién con DF Beta (i) = (—4.244, 03478),

la de mayor influencia sobre la estimacién de los parametros , si fuera
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eliminada, tablal. Esta influencia se debe a su posicion con respecto a Z,

ya que su residual ég = —5, 54 no es de los mas altos.

-En la tabla 1 se observa también que la primera observacién aunque
presenta el residual mas alto, é; = 30.285 no ofrece la mayor influencia en

la estimacion si fuera eliminada.

-Con la hoja electronica es muy sencillo calcular la estadistica DF Beta (i, j)

de la pareja conformada por las observaciones i,y j para un ¢ dado. Basta
subir la observacién ¢ al primer lugar de la tabla para obtener la es-
tadistica DF Beta de todas las parejas con la i-ésima observacion como
primera componente . Realizado el procedimiento, es decir, calculada la
estadistica DF Beta para todas las posibles parejas, se presenta la tabla
2, en donde la pareja conformada por las observaciones 7 y 8 del listado
original, es la de mayor influencia en la estimacion de los parametros, con

DF Beta (i, j) = (—12.01,1.0399).
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APENDICE 1

Dadas las observaciones modificadas (z;,y7) i = 1,...,n con

vi+r  para 1<i<k

¥ =
¥i parak<i<n
los nuevos estimadores minimos cuadrados a* y J del modelo ¥ = a + 34X + ¢
satisfacen:
n
S (@i-2) (g -v)
J-_:.:::l - d'=§'+3’i‘
Y (zi—2)°
=1
como
k n
FEy+iY n oy Y (@i-2)=0
=1 =1

se deduce que:

n x n X
er.—i’) (y.-i-'v.-y"— *Z 1.) + z (x,—F) (y.—si—é; Z?.)
=1 =1

= =y =k+1
gr == k

= "
> (z-ap
5 i . k
Z\x.—i](y.—fr}—-}; Z Vs Zf:.—fH-Z Yz, —%)
=1

-— =1 =1 =1

) il:.-f)’

=1

k

zn:(r.-f_)(y‘-ﬁl Z'v.(x.-f-)

= = + =L
Z{:.-ﬂ’ Z(:.-f)’
=1 =1

k
Z')’l (z; — I)
=1

=3+ 4

i(?i -1)
i=1
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y reemplazando 3* se obtiene:

k

k ZTl(zt_z)
7+ LE ) |+ =]z
( ? i=1 Z(t.—f)z

z Yilzi—F)

l—l.

Z .
i=1 Z(,_.__,)z

=1

APENDICE 2

Los nuevos residuales e* = y? — y! con y¥ = a* + B*z;, satisfacen:
Wi~ Y;

(yi+‘)fi)—(d'+5'-"-'i) si 1<i<k
;=
y-‘“(d‘+3‘ri) si k<i<n
Se deduce que para 1 < i<k
k
i Z% z; — ) Y vi(zi—2)
|_.1 = = B+ ::':. z;

E=(W+mn)-|a+- Z'}’x
T Y- > (=i -2’
i=1 i=1
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en consecuencia

k
k Zw,(z‘,—f}
G-b=n—iY - (5 -2)
=l (zy=1)?
=1
k
& w,(r.—f»—z ATy =F)
#1 =
=v-t|w+) wu)- T (i —2)

J#1 Zu,-ﬂ*

=1

k

e Z-\J(:J—f}
¥ _‘J 1 _
el L e e B O I . el G

n
Zir.—fl‘ I# E fr,—%)?

=1

como para cada t #

R RS0 e A G Rl S (g =BV (&= 2) | _ ,
i n A G . =it
3 (xi -2y PN
1=1 $1=1

se obtiene finalimente

k
i —ei =7 (l—hy) =) 2jhy con l<i<k
J#i
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Los demds residuales €] para cada j con k < j < n satisfacen:

é; =y; — (d' + 3':_,‘)

k

k Z-y.(z.—:l')
= £ ) ni= S 2y~ §)
= Z(z.—n’ ’

P
- Z‘Yihu
i=1

JI'-
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