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ABSTRACT. Se muestra como ¢l anélisia de desvio de los modelos lineales generalizados
es una alternativa al andlisis de varianza.

Introduccién

Una de las metodologias estadisticas mas utilizadas en Ciencias Agropecuarias es
sin duda el andlisis de varianza. Este tipo de estudio descompone la suma de cuadra-
dos total en la suma de cuadrados de los efectos que inciden en la variable respuesta.
Esto permite, en caso de tenerse un modelo balanceado con efectos fijos, la posibilidad
de responder de manera préctica a cuestiones tales como si un tratamiento es mejor
o no que otro, (por medio de comparaciones planeadas de efectos de tratamientos) u

otras semejantes por medio de otras pruebas.

Debido al éxito alcanzado por los modelos estadisticos basados en el analisis de var-
lanza, en la practica se suele asumir como verdaderos los supuestos de éste. Uno de
ellos, es la distribucién normal de los errores; suposicion de hecho muy fuerte pero in-
tuitivamente razonable y que lo iinico que aporta a la metodologia es la formacién de
Key words and phrases. Andlisis de varianza, Deavio, modelos lineales generalizados, GLIM.
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48 MIGUEL A. DUMETT
intervalos de confianza para los parametros involucrados en el modelo y la posibilidad

de docimar hipdtesis acerca de estos.

Sin embargo, estas herramientas de estimacion son esenciales en la practica y por ello
no puede omitirse una suposicién distribucional para los errores. Pero, lo que si puede
hacerse es cambiar la distribucién por otra y tratar de construir un analogo al analisis

de varianza. Surge entonces el problema de cual debe ser esa distribucion alternativa.

Una de las motivaciones de realizar este trabajo es mostrar como los modelos lineales
generalizados son una alternativa valida para proponer modelos estadisticos a difer-
entes situaciones. En ellos, existen varios aspectos relevantes, uno de los cuales es la
versatilidad para la eleccién de la distribucién del error y otro el andlisis de desvio
(que consiste en descomponer la funcién desvio del modelo en la suma de desvios que
inciden en la variable respuesta). Este analisis es una herramienta muy poderosa pero
suele ser desconocida en nuestro medio. Pretendemos efectuar una aproximacion a

este analisis a partir del andlisis de varianza con efectos fijos balanceados aplicado a

un caso particular.

Siguiendo los lineamientos usuales en los modelos lineales generalizados descritos por
Jorgensen (1992), se utilizard la familia de distribuciones denominada modelos de

dispersion exponencial y que incluye a la familia exponencial natural como una sub-

familia.

A continuacién indicamos el orden que se seguira en este trabajo. Primero se pre-
senta como trabaja el analisis de varianza para un modelo de de efectos fijos cruzados
balanceados con 4 factores; luego, se introduce la familia de modelos de dispersién,

entre cuyos miembros se encuentra la distribucién normal (esencial en el anélisis de
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varianza) y se indica que el sentido de la generalizacion sera permitir otras distribu-
ciones diferentes a la normal con media cero y varianza constante para los errores. A
continuacién, se introduce la funcién desvio, la cual en el caso de suponer una dis-
tribucién normal coincidird con la suma de cuadrados cldsica. Finalmente, se indica
en que consiste el andlisis del desvio; como la metodologia correspondiente es analoga

con la que se realiza en el analisis de varianza y se ilustra esto con dos ejemplos.

1. Modelo de Efectos Fijos Cruzados Balanceados

Para ser mas explicitos supongamos un disefio de 4 factores. Como lo muestran

Johnson y Leone (1964), el modelo estadistico correspondiente se escribe como

wijit = A+ By + Ci + Dj +Eg+(BC):i+(BD)¢,' (1.1)
+ (BE)ix + (CD)ij + (CE)ix + (DE)jx + (BCD)sij + (BCE)ix

+ (BDE)jx + (CDE)iji + (BCDE)siji + €ijmi

Y Bi=0; Y .Ci=0 Y. Dj=0; Y Ex=0; (1.2)
i J k

D(BCHi=0; 3 (BCi=0; 3 (BD);=0; Y (BD)y=0;

t

S(BE)u=0; Y (BE)u=0; Y (CD)y=0; D (CD);=0;
k i

Y(CE)=0; Y (CE)ix=0; Y (DE)jx=0; Y (DE)jx=0;
i k

bl k



30 MIGUEL A. DUMETT

Y (BCD)uj =0; Y (BCD)j=0; » (BCD)yj=0;

t

Y (BCE)w =0; > (BCE)ux=0; Y (BCE)ux=0;

t i k

Y (BDE),e =0, Y (BDE)yx=0; Y (BED)yx=0;
t J k

Z(CDE).-” =0; ) (CDE)»=0; ) (CDE) =0;

f P
Z(BCDE):",‘;; =0, Z(BCDE)n‘jk =0;

t i

) (BCDE)ujx =0; Y (BCDE)ujx =0
7 k

Se debe entender que cada una de las sumas anteriores debe ser igual a cero para
cualesquiera de los valores que tomen los subindices que aparecen sobre los cuales
no se efectia dicha suma. Ademads, aunque esta forma de imponer restricciones no
estimables sobre los efectos de los tratamientos no es la usual, las estandares se siguen

de éstas. Por ejemplo, usualmente se escribe

Z(Bc)ﬁ = Z(BC)n = Z(BC)“ =0

i i

lo cual es redundante, ya que de los dos primeros sumandos se sigue el tercero pues
%: BCY: = E(Z(BC ) =0
También se consideran los siguientes supuestos
E(eqij) = 0 (1.3a)

Var(e“j“) = 0'2 (13b)

Cov(e) = a1 (1.3¢c)
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eijrl ~ N(0,0%) (1.3d)

En estos modelos pueden construirse tablas de andlisis de varianza para probar las

hipétesis mas usuales entre las cuales estan las siguientes

H,:Bi=---=B,=0 (1.4)
H,:Cy=---=C.=0
Hy:Dy=ovo=Dg=0
H,:Ey=---=E. =0
Hy: (BC)yy =+ =(BChe =0
H,:(BD);, =---=(BD)ha=0
Ho:(BE)11 = =(BE) =0
Ho:(CD)1y = -+ =(CD)ea = 0
H,: (CE)y = =(CE). =0
H,:(DE), =---=(DE)s. =0
H,:(BCD)1y = =(BCD)jpea =0
H,:(BCE) iy = =(BCE).. =0
H,:(BDE) = =(BDE)s =0
H, ACDE)gy =+ = (CDE)yg, =0
H,: (BCDE)y = = (BCDE)peae = 0

Segin Johnson y Leone (1964), la tabla de analisis de varianza es como sigue
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TABLA 1. ANALISIS DE VARIANZA

IFuente Suma de Cuadrados Cuadrados Medios Esperados

B 5_: a‘{;‘; Lo 0% 4 glen ; B?

c = - S ot YT B G

D DY E I o+ 4§23 £ D}

J

E DG e o'+ 4 S B}

BC z;dm—t;g;;—;%ﬁﬁ%;; o + it D(BOY:
BD | ¥ I -fr“ = Z B+ 7"+ g3t L(BD);
BE 2 = E S = Z e o? + a—ff(’%—ﬁ E(BE)?IC
cb | Tk Era““Er‘-+ra* 7" + =t 2CDY,
CE | Shie-Thn-Shirtdm | o+ TCHL
DE —,,gn— i—‘;—;%“ﬁ‘-{';&;‘; a+(d—fﬁ";_—52(DE)J?k
BCD g hz_ Z _f“ Z y_eﬁ. z Rt pi4 T=Dd=T) %(BCD)?,-J-

Dl R —

BCE 1 e z i 2 G- Lt 07+ o S(BCE)
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(... continuacién de la Tabla 1)

Fuente Suma de Cuadrados Cuadrados Medios Esperados
V?.!'u‘ 1/_:3)__ V.‘. k. 2
BDE g; cn —; cen E cdn JZ;T;;_'*- oo+
3
E_é::-*-zj::ccn +E'F::;: bcden &= iii'-‘lﬁc 1) Z(BDE)t;k
2 2
CDE [ 4gie~ 3 e Z“s:‘—;'%;‘r+ e
7] j
ZH&'+EE§?+Z%?:;‘ bcdcn ic—liiabrlji;—liI.JZ;(CDE)?;'E
BCDE [T~ thie — St .. 4 i o+
itij k tij
2 2
_ z‘: A == DE=TE=T) ‘:LJ:’:(BCDE)?UA:
hesidud Diferencia o2
2
Total ﬁ‘]\_._;” !lf.','u - b—yc?e_;

donde los grados de libertad de cada factor aparecen en el denominador del coeficiente

que multiplica al segundo sumando del esperado de los cuadrados medios.

También es posible estimar cada uno de los términos del modelo (1.1). Como lo
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muestra Graybill (1961), los estimadores vienen dados por

A=7
Be=yr.. — 4
Co=Ga. =0
Dj=g; —§
Ev=9 -9 ;

(BC)i=§u —$  —8i +4.
(Bb)xj =i — W —Y.i. +tY..

(BHE)Uc =k —Ut.. —Y .k +Y. .

(CDYiy = §i; —§i. —§j +3..

(CE)k =§in —0i. —9 & +7

(dE)jk =0k =Y ~YU.kt+y. ..
(BCD)uij = §uij. — Gua.. = Fey. — P + 9. +8i. +§5 — 0.
(BCE)ur = Gtk — i — Gtk — Uik 8 +8i. +5 6 —0U
(BDE)jx = r5k —9tj — Gtk —Gje +. +Uj + 6 —0. .

(CDE)I']k == g.i;k. - .!7..‘1 — Yk — Y 7k + 7i.. + fl,_, +¥ &Y

(BCDE)ujk = Gnje. — Guij — Gk — Grjk — Yijk + 9 + i + Gk + 54

+ Uik vV —Y. —Ui —Yi —Y§ &ty
asi como los cuadrados medios esperados para o?

Para poder realizar la prueba de

las hipotesis (1.4) es fundamental el supuesto de normahdad (1.3 d).
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2. Modelo con Efectos Fijos Cruzados Balanceados

sin la Hipétesis de Normalidad

Nuevamente consideraremos un modelo de 4 factores. Debido a que la normalidad

de €454 implica la normalidad de yyij1, (1.1) y (1.3) son equivalentes a

prijri = A+ B+ Ci + D + Ex+ (2.1)
+ (BC);.‘ + (BD)”' + (BE)u + (CD),'_,‘ + (CE)(I: + (DE),",-I—

+ (BCD)s; + (BCE)six + (BDE)ji + (CDE)iji + (BCDE)yjx

E(ytiji1) = peije (2.2a)
Var(yuju) = o* (2.2)
Cou(y) = o* I (2.2¢)
Yiijer ~ N(peijui, 0°) (2.2d)

El andlisis de varianza utiliza de forma esencial la suma de cuadrados y descompone
esta en sumas de cuadrados independientes, de manera que en la medida en que la
suma de cuadrados del error sea menor, mejor ajustara el modelo (1.1). Por ello,
suele minimizarse la suma de cuadrados en muchas de las aplicaciones estadisticas en
donde no se hacen supuestos a cerca de las distribuciones del error. Pero, minimizar
cuadrados (en caso de suponer una distribucién para el error) es equivalente a suponer

una distribucién normal y obtener estimadores de maxima verosimilitud.
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El supuesto de normalidad para el error suele ser muy natural en muchas aplicaciones
pero en otras no. Asisurge la necesidad de un anélisis de varianza para distribuciones
no normales (en caso de tener no normalidad debemos cambiar 2.2 ¢) por 2.2d) las
Yeijrs son independientes entre si).

En lo que sigue se mostrard que el andlisis de desvio es una herramienta analoga

al andlisis de varianza pero mas flexible en dos aspectos:

(1) Permite que la variable dependiente tenga una gama mucho mas amplia de
distribuciones (entre las cuales estd incluida la normal y en ese caso el analisis
del desvio se reduce al analisis de varianza clasico.

(2) Provee de mayor cantidad de pruebas de hipétesis con una mayor simplicidad.

Supongamos que Y es una variable aleatoria no degenerada con funcién de distribucién

de probabilidades dada por

p(y;8,2) = a(y; A) *@=(D) (2.3)

donde 6 y A son los pardmetros de la distribucién con (8,X) € © x A, con
©={0€eR, [ a(y;A) e df < 0o} y con a,x funciones suficientemente diferen-
supp a

ciables. Jorgensen (1992) demuestra que © es un intervalo y que A es un semigrupo
aditivo, el cual coincide con A = R* o A = Z* si se supone ademas que A C R y que
leA.

Se demuestra ficilmente que las distribuciones normal, binomial, Poisson, binomial
negativa, gama (chi cuadrado, exponencial), secante hipérbolica Generalizada; la Pois-
son compuesta con gama, las generadas por extremo estables (ver Feller, 1971) (en

donde generada significa que a es la extremo estable y x es tal que 2.3 sea una

distribucién de probabilidades) y aquellas generadas por cualquier distribucién no
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degenerada pueden escribirse de la forma (2.3).
Jorgensen (1992) también prueba que si int © es diferente de vacio y ¥ no tiene
una distribucién degenerada entonces E(Y) = Ax'(8) y Var(Y) = Ax"(#). Como la
variable aleatoria es no degenerada Var(Y) > 0 y por lo tanto 7 = &/ es monétona:
creciente y tiene inversa. Si hacemos pu = 7(8) entonces § = 77(y) y en ese caso
E(Y) = Ay Var(Y) = MV (u) donde V(u) = «”(r~ (1)) > 0. La funcién V es
importante porque indica cual es la relacién funcional que hay entre la varianza y el
valor esperado de la variable supuesto A conocido y se denomina funcién de varianza.
Un resultado muy importante dice que las funciones de varianza caracterizan una
distribucién dentro de la familia de dispersién exponencial.
Si hacemos 02 = 1/X y dado que § = 7='(u) entonces (2.3) pue;le escribirse como,

Jorgensen (1992),
p(y; 1,6%) = a(y;0™2) e W™ W=7 W)) (2.4)

En esta expresion se han cambiado los parametros (8,1) € © x A por (y,0%) € 2 x &
donde 2 = 7(Int®) y £ = A~!. A la familia (2.4) se le denota por ED(y,a?).
Supongamos que se toma una muestra aleatoria independiente de tamano n de de

variables aleatorias Y; que toman valores y; de acuerdo a
a2 .
a(y.-;w.-cr"z) eWic Wyiki)

donde t(y:, i) = it~ () — (7 (i) y con los w;, i = 1,--- ,n conocidos. En-

tonces, el logaritmo de la funcién de verosimilitud viene dado por

inL{p, 0% y) = Zlﬂﬂ(yi;wi0'2) + 0—2Zw6t(yi»ﬂi)- (25)

=1 1=1
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Se define la funcién de desvio del vector de pardmetros p = (g1, - ,pn) dado el
vector de observaciones y = (Y1, - ,¥Yn) por
n n
D(uiv) =2y d* = 23 wi (supprent(ys, i) — tl, ) (2.6)
i=1 i=1
Esta definicion es en realidad —2In R, donde R es la razén de verosimilitud entre el
modelo obtenido a partir de los y;, i = 1,--- ,n y el modelo obtenido a partir de los
pi.i=1,--- n, donde los y; son los que mejor explican la muestra aleatoria y;.
Se observa ficilmente que D(p;y) > 0 pues cada d? > 0 ya que ] es el que hace
" méaximo” t(y;, u;) conocido y; mientras que #(y;, ;) es el valor de t conocidos y; y
Yi-
Por otro lado (2.6) muestra la naturaleza aditiva del desvio.

De (2.5) se tiene que

D v
In L(p %33) = e(o%y) - 250 (27)
con
e(0%y) = 3 (na(wiwio™) + wie 2 supuzeat(u, 47) ) (28)

i=1

Luego, de (2.7), maximizar In L(y, 0%;y) es equivalente a minimizar D(u; y) ya que
c(0?;y) es independiente de u y al derivar (2.5) respecto de u e igualar a cero (para
encontrar los estimadores de maxima verosimilitud) se obtiene una expresién inde-
pendiente de o2,

El célculo del término supy,-ent(y:, 1) se puede realizar de la siguiente manera. Con-

sidere

1(6) = ty, u) = t(y,7(9)) = yb — x(6) (2.9)
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entonces

I'(®)=y-«'(6)=y-(6) (2.10)

1"(8) = —x"(6) = —V(u) < 0 (2.11)

Por lo tanto, de la concavidad estricta de [, ella posee un inico méaximo el cual ocurre

en §. Si § € Int© entonces igualando a cero (2.10) se tiene

f=r"'(y) (2.12)

Como para una variable aleatoria continua, la frontera de © tiene probabilidad
cero, entonces (2.12) existe con probabilidad 1. Lo mismo para para las distribuciones
mixtas que son miembros de la familia de dispersion exponencial. En cambio, para el
caso discreto, la frontera tiene una probabilidad positiva y puede ocurrir que (2.12)
no tenga solucién. Sin embargo, para los casos discretos que mas se presentan en
las aplicaciones como Poisson, binomial, binomial negativa ese no es el caso y por lo
tanto (2.12) existe.

Entonces, es posible expresar el desvio de la siguiente manera

n
D(pi) =2 wi((wdi — x(Bi) — (i - x(6:))) (2.13)
i=1

SiY ~ N(uy,o?) entonces

(2”"'2)_1/2 e~ 33V -ur) - (2162)-1/2 e i3 (YHuy—huy

y en este caso § = uy, x(8) = 16? y a(y;0?) = (2ne?)~1/? e"37. Luego, k' =7 =

rl = Id; p=py; V(p) =1y t(y,p) = yu— 42
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Si se toma una muestra aleatoria de tamafio n entonces Y ~ N(u,¢?W) donde

Y=Y, Ya) p=(py, -, ftn) y W = diag{w; "'}, de (2.13) se tiene que

D(piy) = 2y wi(u? = 5u) ~ (it = 3))

i=1

n
1 1
=2 E w,-(iy? — Yibi + 5#.2)
i=1

T
=Ew.—(y.--—,u,-)2 (214)
i=1
que es la suma de cuadrados pesados con pesos w; y silos wy =1, ¢ = 1,--- | n

entonces se obtiene la suma de cuadrados considerada en e] analisis de varianza con
distribucion normal para Y.

Como se menciond anteriormente, maximizar la funcidn de verosimilitud es equiva-
lente a minimizar la funcién desvio. Una venta)a de utilizar esta ultima estadistica
reside en la posibilidad de cambiar de distribucién de la variable aleatoria depen-
diente (dentro de la amplia familia de modelos de dispersion exponencial) y comparar
los desvios calculados para cada uno de esos modelos, obteniendo como mejor ajuste
aquel modelo para el cual se obtenga el menor desvio,

En la pagina que sigue se muestra una tabla, tomada de Jorgensen (1992), pagina 65
con los desvios de las distribuciones miembros de la familia de dispersion exponencial
mas relevantes.

Si denotamos por D; el desvio de un modelo con k; grados de libertad (donde

ky = n — py) con el que se estd trabajando y por D; el desvio de un submodelo
del anterior con k; grados de libertad (donde k3 = n — py y k3 < &, lo que implica

p1 2> pz), es decir, que tiene solo un subconjunto de los parametros que aparecen en el
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primer modelo y por w = min{wy, -

< ,Wn}, y si entendemos por w — oo que todas

las w; son suficientemente grandes entonces puede demostrarse que

0—21 ~ x?pl) si w— 00 (2.15)
-D—Z;—Dl~x?h_h) s$i w—o00 08 n—o00 (2.16)
TABLA 2
DESVIOS EN MODELOS
Modelo Desvio
Normal E wi(y — u.-)’.
; o Yi
Poison 25 w; (y. In i (v — u.))
Y = wilyin % — (m— u m- U
Binomial 2i=lw. (y. In o (m—y)In (m = “i))
inomi i = o (v I 2 2 (0 1+ p
Binomial Negativa 2'2 w; (y, In = +(yi+r)in (1 T ))

Gamma

Secante Hiperbolica

Generalizada

Inversa Gaussiana

Modelo con Varianza u?f

. — p=2
P# 0)1)2:3r a—h

Modelo con Varianza

Exponencial

2§::1wi(£—1+ ln%)

2:‘21% (y.' arctan (ly;-l-—y,L;;.) + %In (iil;’;))

3 2 a1~ ()

i=1
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Debido a que no se conocen los pardmetros u del modelo, el desvio tiene que ser
estimado. Para ello, si relacionamos cada uno de los parametros u del modelo (n en
total) con p pardametros 4 con p < n entonces p dependera de i y se tendra p = u(5)
y por lo tanto D(u;y) = D(u(8);y); es decir, el desvio dependerd exclusivamente de
los nuevos parametros 3.
Luego, una vez estimado J se tendrd una estimacién del desvio y a partir de ahi, con-

siderando (2.5) serd posible obtener una estimacion para o° mediante procedimientos

iterativos.

Por otro lado, es importante observar que las distribuciones discretas méas importantes
solo poseen un parametro (por ejemplo, la Poisson) y en ese caso tiene que hacerse
A =1 en (2.3) o el parametro A tiene un valor conocido de antemano (por ejemplo,

en la binomial se tendra que A = n, donde n es el nimero de ensayos preestablecido).

En ambos casos, carece de sentido realizar una estimacién de 2.

3. Modelo con Efectos Fijos Cruzados Balanceados sin la Hipdtesis de

Normalidad en el Contexto de los Modelos Lineales Generalizados

Consideremos nuevamente (2.1)

Bojei = A+ Bi+ Ci+ Dy + Ex+ (3.1)
+ (BC)ty + (BD)yj + (BE)wk + (CD)ij + (CE)ix + (DE)jie+

~+ (BCD);.'J‘ + (BCE)“';, + (BDE)Uk + (CDE),’jk + (BCDE);(J');
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pero sin los supuestos (2.2) sino solamente con

Las yiij11 son independientes entre si (3.2a)

wijet ~ ED(peijrt, 0% Jweijri) con los wejp conocidos. (3.2b)

Es muy interesante observar que si hacemos | = 1 en (3.1) y se supone una dis-
tribucion Poisson para Y en 3.2 b) tenemos el modelo logistico para tablas de contin-

gencia.

Por un modelo lineal generalizado se entiende un modelo que consta de dos compo-

nentes. Una aleatoria que especifica la distribucién de la variable dependiente siendo
Z, ~ ED(p,,0%/w,), s=1,--,n (3.3)

con los w, conocidos y donde ademas se supone que las Z, son independientes entre siy
una componente sistematica que relaciona el valor esperado de la variable dependiente
con los pardmetros 3 del modelo a través de una matriz de disefio X (constante y
conocida) y de una funcién g de enlace inversible, suficientemente diferenciable de la
siguiente manera

9(1s) = 0 = 240f0 + 2a1Br1 + - + Tuplp (3.4)

o equivalentemente u, = g~ 1(1,).

El algoritmo de estimacion de los parametros # = (fo,- - ,8p) sigue el proceso itera-
tivo denominado método score para parametros de Fisher, el cual Dumett (1995) lo

expresa de la siguiente manera

glm+1) — (X'H("‘)WX)‘IX'H(’")Wy'(m) (3.5)
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donde
Yy =X0+Gy—un)

G = diag{g'(p,)}

o B 1 dps\?
H = diag{h,} con  hy = V(u,)(d'l.)

W = diag{w,}
en donde (m) indica la estimacién en la m—ésima iteracion. A y" se le denomina
variable dependiente modificada. Debido a (3.4), p, depende de J entonces H, G, y°
dependen de 8. El proceso iterativo se inicia con g = y;, es decir se estima el valor
promedio por el dato observado.

Es facil ver que (3.1) y (3.2) pueden ser vistos como un modelo lineal generalizado

si (3.1) se considera la componente sistematica con ¢ = Id (lo que implica que
G=1IyH= dia.g{V_l(;,t,)}) y donde 85 = A; By = By, By = By By =
Cyy 5 Besi = Ciy Bigivr = Dy, -+ y asisucesivamente donde p =t 41+ j+ k +

te+ 1)+ th+ 1 + ik + gk +tij + tik + tjk + ik + tijk y n = tijkl y la componente
aleatoria viene dada por (3.2).
En caso de especificar la distribucién normal para ¥ se tendra H = I,
y" =y pues p = X/ y el esquema iterativo se reducird a un algoritmo no iterativo
para A3 dado por

B=(X'WX) ' X' Wy (3.6)
los cuales son conocidos como los estimadores de maxima verosimilitud ponderados

por W para 3.

Como estimador de ¢? se toma mas frecuentemente

5 = Diy) (3.7)
n—p
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En Jorgensen (1992) también existen resultados distribucionales asociados a los esti-

madores de 3 y o entre los cuales se encuentran

B~N(ﬂ,a’(X‘fI(ﬂ)WX)-l), si w—o0o 08I n—oc (3.8)

ﬁl-A— ﬂz = ~ tP' Si w—00 OSlL n— o (39)
Vo2 (XHABWX);;
— k) 52 .
OB ey 8w (3.10)
321)(%2,:_5“‘}7("1—*2,"—’01) 81l wW—00 08 N — 0 (3.11)
1= K2

en donde D;, D>, kq, k; tienen los mismos significados de antes.
Se puede observar el parecido notable con las férmulas de distribucién para los modelos

de regresién normal multivariado.

Es importante observar que no pueden utilizarse siempre estos resultados distribu-
cionales pues a parte de tener que verificar las condiciones de ser resultados limite
cuando w — oo 0 cuando n — 00, no se conoce necesariamente el valor de o2. Pero,
o? si es conocido en la mayoria de las distribuciones discretas que son miembros de
la familia de dispersién exponencial y en esos casos es posible realizar un estudio mas

completo.
Como se mencioné anteriormente, el desvio es de naturaleza aditiva. Esto nos permite
realizar un analisis del desvio andlogo al andlisis de varianza. Teniendo en cuenta los

resultados distribucionales (2.15)-(2.16) y (3.8)-(3.11) la tabla de anélisis de desvio

se formula de la siguiente manera (tomada de Jorgensen, (1992), pag 98).
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TABLA 3. ANALISIS DEL DESVIO

Modelo | Desvio | gl AD; Agl a* F
H Dy fi thy
Hy D, fa | D2=Di | fa=fi | 60y | F2
Hj Ds fa | Ds=Dy | fa—fa| 0f5 | Fs
donde H; D Hz O -+ es una sucesion de hipétesis anidadas (modelos), H, con

desvio D, y f, grados de libertad. En esta tabla, D significa desvio; f grados de
hbertad; AD; = D; — D;_,, es la diferencia de dos desvios del modelo y del modelo
anterior; Ag.l. = fi — fi—1, es la diferencia de grados de libertad del modelo y del
modelo anterior; &2 es el estimador de ¢ dado por D(u(B);y)/f y F es el valor de

la estadistica

Fi= (Di = Di_1)/(fi = fi-1)

~2
Tti-1)

la cual debe compararse contra el valor critico de una distribucién F con f; — fi_1
¥ fi—1 grados de libertad para docimar H; bajo H;_y de la manera siguiente : si se
rechaza la prueba se acepta H;. Se empieza probando H, bajo H;.

4. Ejemplos

En esta seccion se presentan dos ejemplos. El primero de ellos fué tomado de
un texto de andlisis de varianza clasico y por lo tanto es posible desarrollar un
analisis tradicional del mismo. Dicho ejemplo también se analiza con los mismos

supuestos pero dentro del contexto de los modelos lineales generalizados de manera
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que se puedan comparar ambas metodologias de trabajo. Una vez dentro del marco
de los modelos lineales generalizados se ajustaran los datos suponiendo otras distribu-
clones para la variable dependiente y se encontraran mejores resultados que con la
distribucién normal.

El segundo ejemplo fué creado por el autor del presente trabajo, utilizando simu-
lacién de distribuciones normales, con el objeto de estudiar que ocurre en esos casos
con los modelos de distribuciones alternativas.

Todos los ejemplos han sido desarrollados con el paquete GLIM (Generalized Lin-

ear Interactive Modeling), el cual fué desarrollado por la Royal Statistical Society
especificamente para el analisis de modelos lineales generalizados. Este software es el
inico en su género y en estos momentos SAS posee un procedimiento llamado GEN-
MOD para trabajar con modelos lineales generalizados, el cual se encuentra en estado
de experimentacion,
Ejemplo 1, Este problema ha sido tomado de Scheffé (1959) pag 145. Este es un
experimento con 4 factores. Las observaciones son el contenido de una mezcla (en
gramos) de un cierto producto alimenticio en un estado de experimentacién. Los
niveles del factor A son tres tipos de sal; los de B corresponden a las cantidades de
esas sales (las mismas cantidades molares para cada sal); las de C son cantidades de
cierto acido y las de D son dos diferentes aditivos (dice el texto, que esos datos fueron
proporcionados por Mr. Otto Dykstra Jr. y reproducido con el permiso del Research
Center of General Foods Corporation). Los datos y las tablas de analisis de varianza
y de desvio para este modelo se presentan en las paginas siguientes.

En la tabla de analisis de desvio se comenzd por el modelo completo y se fue

quitando en cada paso un término al modelo (sin que necesariamente sea un proce-
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dimiento backward) para mostrar la naturaleza secuencial de este procedimiento. El
objetivo primordial de haber realizado esto es mostrar que ambos analisis coinciden
para el caso de distribucién normal. Una vez entendido como funciona la tabla de
analisis de desvio, procedemos a ajustar estos modelos con otras distribuciones.

En el apéndice se muestra la salida del programa GLIM para estos mismos datos
suponiendo distribuciones normal, gama, Poisson e inversa Gaussiana y para cada
una de esos modelos se plantean 4 modelos : primero el que contiene las interacciones
de orden tres, luego el que incluye sélo interacciones de orden dos, después el que
no tiene interacciones y finalmente el modelo de Unicamente la constante (salvo en el
caso normal en que no se incluye este ultimo debido a que el modelo sin interacciones
es insuficiente para ajustar los datos). En el apéndice puede encontrarse el programa
GLIM utilizado.

TABLA 4. DATOS DEL EJEMPLO 1

NIVEL DE C
NIVEL DE A | NIVEL DE B 1 2
NIVEL DE D | NIVEL DE D
1 2 1 2
1 1 8 5 8 4
17| 1 13| 10
3 2| 16 | 20 15
2 ' 1 7 3 10 5
% | 17 | 24| 19
3 34 | 32 | 34| 29
3 1 10 5 9 4
2 24| 14 | 24| 16
3 391 33 | 36| 34
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Los resultados se pueden observar en la tabla que se encuentra en la pigina 74.
En ella, M, es el modelo que incluye todos los términos del modelo incluidas las
interacciones entre tres factores; M; incluye todas las interacciones; M3 es el modelo

v

sin interacciones y My es el modelo que sélo tiene como predictor la constante.

Se observa facilmente que entre las cuatro distribuciones utilizadas, la normal tiene
el desvio mas alto no importa si se considera el modelo con las interacciones entre
tres factores, con interacciones simples, sin interacciones o de sélo la constante. Sin
embargo, esto es sdlo un indicador pues no podemos concluir nada salvo en el caso de
la Poisson pues dado que se conoce 62 = 1, por (2.15) es posible comparar el desvio
con una tabla x?. En este caso, aceptamos el modelo pues 0..25 < 9.488 = xz’g'gs
y dado que los modelos gama e inversa Gaussiana tienen un desvio menor también
se pueden aceptar. Debido a que 5.33 << 949 = x(") entonces podemos aceptar

también al modelo normal.

Es facil observar que la diferencia de dos desvios consecutivos cualesquiera coincide
con la suma de cuadrados asociada al término que se retiré del modelo. Por ejemplo,
la diferencia de desvios entre el segundo y el tercer modelo es 12.000 — 6.833 = 5.167,
que es exactamente la suma de cuadrados asociada al término CDE (el cual fue
retirado del segundo modelo para obtener el tercero). Lo mismo ocurre con los grados
de libertad. La diferencia de grados de libertad entre aquellos modelos es 2 que son

los grados de libertad asociados a CDE.
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TABLA 5. ANALISIS DE VARIANZA DEL EJEMPLO 1

Fuente Suma de Cuadrados | Grados de Libertad
B 504.055 2
@ 2949.055 2
D 2.250 1
E 240.250 1
BC 337.779 4
BD 5.167 2
BE 3.500 2
CD 4.167 2
CE 12.500 2
DE 2.250 1
BCD 8.667 4
BCE 10.000 4
BDE 1.500 2
CDE 5.168 2
BCDE 5.33 4
Residual 0 0
Total 4091.639 35

Debido a que sdlo se tiene una observacién por cada combinacién de factores, la

suma de cuadrados de los residuos es cero y no es posible estimar o?.
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TABLA 6

ANALISIS DEL DESVIO - EJEMPLO 1

71

Modelo Desvio | gl.
B+C+D+E+BC+BD+BE+CD+CE+DE+ 0 0
BCD+BCE+BDE+CDE+B.CD.E
B+C+D+E+BC+BD+BE+CD+CE+DE+ 5.333 4
BC.D+BCFE+BDE+C.D.E
B+C+D+E+BC+BD+BE+CD+CE+DE+ 6.833 6
BCD+BCE+CD.E
B+C+D+FE+BC+BD+BE+CD+C.E+D.E+ 12.000 8
BCD+B.CE

B+C+D+E+BC+BD+BE+CD+C.E+DE+ 20.667 12
B.C.E

B+C+D+F+BC+BD+BE+CD+CE+D.E 30.667 16
B+C+D+E+BC+BD+BE+CD+CE 32.917 17
B+C+D+E+BC+BD+CD+C.E 36.417 19
B+C+D+E+BC+BD+CE 40.583 21
B+C+D+E+BC+CE 45.750 23
B+C+D+E+B.C 58.250 25
B+C+D+FE 396.03 29
B+C+E 398.28 30
B+C 638.53 31
£ 11426 | 33
Constante 4091.6 35
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TABLA 7. DESVIO DEL EJEMPLO 1

DIFERENTES DISTRIBUCIONES

Modelo Desvio f AD; Af &2 F
Normal
M, 5.33 4 1.33
M, 30.67 16 25.33 12 1.92 1.59
M3 396.03 | 29 365.36 13 13.66 14.64
My 4091.60 | 35 | 3695.57 6 116.90 | 45.09
Gamma
M, 0.08 4 0.020
M, 0.31 16 0.23 12 0.019 0.96
M, 1.82 29 1.51 13 0.063 6.11
M, 16.05 35 14.23 6 0.459 37.65
Poisson
M; 0.25 4
M, 243 16 2.18 12
Mj 13.43 29 11.00 13
My 238.52 35 | 22511 6
Inversa Gaussiana
M, 0.0002 4 0.00005
M, 0.006 16 0.0058 12 | 0.00038 9.67
M3; 0.14 29 0.1340 13 0.00483 | 27.13
My 1.30 35 1.16 6 0.03714 | 40.03
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Dado que para un nivel de confianza del 95% se tienen Fi24 = 5.91; Fi3,16 = 2.40,
Fg29 = 243 y que para un nivel de confianza del 99% se tienen Fiz4 = 14.37;
Fi3,16 = 3.50; Fg 29 = 3.50 se observa facilmente que en el caso normal el modelo M;
(el que considera las interacciones) es el adecuado (si se toma un nivel de conﬁa,nza'
del 99% y no del 95%) pues aunque M; también los ajusta, son innecesarias las
interacciones de tres factores; en el caso gama el modelo M4 mas simple y que ajusta
muy bien los datos y en el cual ademas se observa que tanto los factores como sus
interacciones son significativas mientras que las interacciones entre tres factores no es
significativa; en el caso inversa Gaussiana (el mejor de todos pues los desvios son muy
pequefios) aunque el modelo M4 es el mejor debido a su simplicidad, son significativas
tanto los factores como las interacciones entre tres factores; en ‘el caso Poisson se
observa que el mejor modelo por su simplicidad es el Mz siendo significativas las
interacciones pero no asilas interacciones entre tres factores.

Es posible analizar cada factor por separado en cada uno de estos modelos y obtener
los estimados de los pardmetros y de sus desviaciones estandar asi como residuales sin
mayor esfuerzo pues estamos dentro del contexto de los modelos lineales generalizados
pero esto escaparia al objetivo principal del presente trabajo.

Ejemplo 2. Se generaron nimeros aleatorios de distribucién normal para que me-

diante SGPLUS de acuerdo al modelo siguiente :
yii = A+ B¢+ C; + (BC)si + €41

donde ¢t = 1,2,3;:1 = 1,2,3,4;1 = 1,2,3 y de manera que se cumplieran las condi-
ciones ) By =0; 3. C; =0; Y.(BC) = 0; Y(BC); = 0. Para ello se eligieron los

siguientes valores para los parametros : 4 = 100; B, = 50; B, = —30;
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B3 =-20; C; =16; C3=-10; C3 =-12; C4 =6; (BC)11 =2; (BC)12 = 1;
(BCY3 = —1; (BC)ia = —=2; (BC)21 = 3; (BC)33 = —3; (BC)a3 = —1; (BC)as =
1; (BC)s = =5; (BC)3z =2; (BC)az =2; (BC)1a= 1.

Los datos obtenidos y el programa GLIM que se utilizé estdn en el apéndice. Los
primera fila de datos corresponde a y;; la segunda a yy2;;- - -. Se observa facilmente
que el modelo normal que ajusta es el que incluye el término de interaccién mientras
que el que solo contiene los factores no ajusta (de acuerdo a como se generaron los
datos). Sin embargo, los modelos gama y Gaussiana inversa ajustan mucho mejor
aun considerando sélo el modelo constante. Por otro lado, no se incluye un ajuste
con el modelo Poisson pues los nimeros aleatorios generados son reales y no tendria
sentido suponer una variable dependiente Poisson. En caso de multiplicar por 1000
las observaciones para poder utilizar una distribucién Poisson, el analisis de desvio
muestra que ninguno de los modelos sirve para explicar los datos.

Lo irénico de este ejemplo es que a pesar de generar una variable normal resultan
ajustando mejor la distribucién gama y Gaussiana inversa. Esto se debe a que no
se genero una muestra grande (solo 5 valores) en cada caso. Sin embargo, esto nos
debe llevar a replantearnos seriamente la eleccién de la distribucién normal como

mecanismo que explica la parte aleatoria del modelo.
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APENDICE

A CONTINUACION SE PRESENTA EL PROGRAMA GLIM UTILIZADO EN

EL EJEMPLO 1

(o] GLIM 3.77 update 1 (copyright)1985 Royal Statistical Society, London
o

[i]? STRAT10$

[i] ? SINPUT 7 80 STAMS

[i] File name? DEZVIO.GLM

(i) SUNITS 368DATA MZSREAD

[()8584171113102216201573 IN526 1724193432342910594
[i] 24 14 24 16 39 33 36 34

[[JSFACB3C3D2E 25YVARMZ §

[i] $CAL B=

[i] SERR NSFIT B+C+D+E+B.C+B.D+B.E+C.D+CE+D.E+B.C.D+B.C.E
+B.D.E+C.DE:

(o] deviance = 5.3333

[o]df. =4

[o]

(1 -B.C.D-B.C.E-B.D.E-C.D.E : -B.C-B.D-B.E-C.D-C.E-DE : -B-C-D-E$

[o] deviance = 30.667 (change = +25.33)
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(o] d.f. = 16 (change = 4+12)

[o]

[o] deviance = 396.03 (change = +365.4)

[o] df. =29 (change = +13 )

o

[o] deviance = 4091.6 (change = +3696.)

[o] d.f. = 35 (change = +6 )

[o]

[i] SERR GSFIT B+C+D+E+B.C+B.D+B.E+C.D+C.E+D.E+B.CD+B.CE
+B.D.E4+C.D.E :

(0] deviance = 0.080538 at cycle 3

[o] df. =4

)

(] -B.C.D-B.C.E-B.D.E-C.D.E : -B.C-B.D-B.E-C.D-C.E-D.E : -B-C-D-E$
[o] deviance = 0.31373 (change = +0.2332) at cycle 3
[o] df. =16 (change = +12)

[o]

(0] deviance = 1.8243 (change = +1.511) at cycle 4
[o] df. =29 (change = +13 )

o |

[o] deviance = 16.054 (change = +14.23) at cycle 4
[o] df =35 (change = +6 )

[o]

1] SERR P3FIT B+C+D+E+B.C+B.D+B.E4+C.D+CE+D.E+B.CD+B.C.E
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+B.D.E+C.D.E :
[o] scaled deviance = 0.25084 at cycle 3
o] df. =4
[o]
[i] -B.C.D-B.C.E-B.D.E-C.D.E : -B.C-B.D-B.E-C.D-C.E-D.E : -B-C-D-E$
[0] scaled deviance = 2.4294 (change = +2.179) at cycle 3
[o] df. = 16 (change = +12 )
]
[o] scaled deviance = 13.425 (change = +11.00) at cycle 3
[0) df. = 29 (change = +13 )
[o]
[0] scaled deviance = 238.52 (change = +225.1) at cycle 4
[o) d.f. = 35 (change = +6 )
[o]
[i] SMACRO ENLA $CAL
(i] SMACRO DERI $CAL
i SMACRO VARI SCAL
[i] $SMACRO DVIO $CAL
i SOWN ENLA DERI VARI DVIO $
[i] $CAL
[i] $FIT B+C+D+E+B.C+B.D+B.E+C.D+C. E+D.E+B.C.D+B.C.E+B.D.E
+C.D.E :
[o] deviance = 0.00026049 at cycle 3

[o] df. =4

77
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(<]

[] -B.C.D-BCE-BDE-CDE:-B.C-BD-BE-CD-CE-DE :-B-C-D-E$
[o] deviance = 0.0062383 (change = +0.005978) at cycle 3
[o] df. = 16 (change = +12 )

[o]

[0] deviance = 0.14012 (change = +0.1339) at cycle 4

[o] d.f. = 29 (change = +13 )

[o]

[o] deviance = 1.301 (change = +1.16) at cycle 3

[o] d.f. = 35 (change = +6 )

[o]

[i] SRETURNS

[i] ? 8STOPS

A CONTINUACION SE PRESENTA EL PROGRAMA GLIM UTILIZADO EN

EL EJEMPLO 2

[o] GLIM 3.77 update 1 (copyright)1985 Royal Statistical Society, London
[0]

[i] ? STRA I O%

[i] 7 $SINPUT 7 80 STAMS

{i] File name? RANDOM.GLM

[i] SUNITS 60SDATA ARTSREAD

[i] 168.479 166.494 167.623 169.410 167.879

(1] 139.595 140.619 141.866 141.226 140.627
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[i] 136.306 137.169 136.926 136.129 137.083
[i] 154.810 152.415 153.380 154.528 154.012
i) 88.068 89.646 88.395 89.829 90.394
[i] 58.145 57.038 58.179 57.376 57.030
[i] 56.683 57.108 55.986 57.691 57.313
[} 76.523 77.716 76.725 77.596 77.254
[i] 89.908 92.444 91.307 91.909 91.057
(] 82.720 81.224 82.317 82.852 B0.843
[i] 69.665 70.866 69.168 69.346 69.401
[1] 86.729 88.391 87.918 85.378 85.394 §
[i] SFAC B 3 C 43YVAR ART §
[i] SCAL B=
(i) SERR N§FIT B+C+B.C:-BC:-B:-C§
[o] deviance = 36.697
[o] df. =48
[o]
[o] deviance = 773.63 (change = +736.9)
[o) d.f. = 54 (change = +6 )
(o
[o] deviance = 74275. (change = +73502.)
[o] df. = 56 (change = +2)
(o]
(0] deviance = 81571. (change = +7296.)

[o] d.f. = 59 (change = +3)
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(o]

[ SERR GSFIT §

(o] deviance = 7.7663 at cycle 4

[o] df. =59

(o]

[i] SMACRO ENLA $SCAL

(il SMACRO DERI $CAL

[l SMACRO VARI $CAL

[i] SMACRO DVIO $CAL

[i] SOWN ENLA DERI VARI DVIO §
[if SCAL

(i] SFIT 8

[o] deviance = 0.07996 at cycle 3

[o] d.f. =59

[o]

[i] SRETURNS

[i] 7 8STOP$
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