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RESUMEN. Este articulo propone una estadfstica lineal de rangos para el andlisis de
localizacién de dos poblaciones , basada en la representacién binaria de enteros. Su
naturaleza particular le permite poseer una densidad con una expresién muy sencilla y
por lo cual su distribucién no requiere tabulacién alguna.

1. INTRODUCCION

Una estadistica basada en el desarrollo binario, tiene la propiedad de condensar en
un Unico valor la informacion referente a un conjunto de variables dicotémicas y
simultaneamente de conservar toda la informacién original (Mayorga 1993), hechos re-
levantes que hacen atrayentes desde algunos puntos de vista a este tipo de estadisticas
frente a estadisticas de otra naturaleza.

Con la eleccion de los digitos 0 y 1 para denotar respectivamente la pertenencia de
los elementos a cada una de las dos muestras independientes y su utilizacion en el
arreglo que describe la configuracién de las rachas, puede asimilarse dicho arreglo
con el desarrollo binario de un entero. La construccidon de la estadistica que propone
este articulo, se origina en esta semejanza y se fundamenta en la condensacion en un
nimero entero, de la disposicién que presenta la sucesion de rachas derivada de la

muestra combinada.
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Las dos muestras independientes seleccionadas respectivamente de cada una de las
dos poblaciones en comparacién, se denotan por Xy, X3, ..., Xm, (la muestra aleatoria
de tamafio m de la primera poblacién), y por Yi,Ys,..., Y, (la muestra de tamano n
de la segunda poblacién ), y sus funciones de &istribucién Fx(:) y Fy(-) se asumen
continuas. Reunidas las dos muestras conforman una i\inica muestra ordenada de
tamafio m + n = N, denominada muestra ordenada combinada. A partir de esta
muestra aleatoria combinada se genera a su vez la muestra aleatoria Z;, 25, ..., Zy,
sucesion de variables aleatorias dicotomicas definidas de la siguiente manera:

Si el i-ésimo elemento de la muestra combinada pertenece a la primera muestra, Z;
asume el valor 1; por el contrario cuando dicho elemento pertenece a la segunda
muestra, Z; asume el valor 0, parai=1,2,...,N.

1.1 Definicién de la Estadistica.

Las variables dicotdémicas Z;, i = [,2,..., N, desempefian inicamente el papel indi-
cador de la pertenencia de un elemento muestral a una de las dos muestras. Sin
embargo una realizacién especifica de dichas variables 2, 23, ..., 25, vista como una
sucesion particular de rachas puede manifestar alguna disposicion de los elementos de
la muestra combinada como indicativo de diferencias acentuadas de localizacién entre
las dos poblaciones en comparacion.

La estadistica,

N
Iimpy = Z N7,

i=1

asigna a cada sucesion particular de rachas, expresada por una sucesién de digitos
0 y 1, un nimero entero. La interpretacion de esta sucesién como representacién
binaria del entero asignado, permite establecer una correspondencia biunivoca entre

las sucesiones de rachas y el recorrido de la estadistica que garantiza el poder recuperar
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plenamente la estructura de una sucesién particular de rachas a partir de un valor
especifico de la estadistica.

El valor del entero asignado depende en consecuencia de la ubicacién de las muestras
reflejada en la localizacién de los digitos por supuesto. En el caso particular que todos
los elementos de la primera muestra se ubiquen en los iltimos m lugares de la muestra
combinada (por lo tanto los primeros n corresponden a la segunda muestra), I(m n)
presenta su minimo valor,

En efecto, al ubicarse totalmente los elementos de la primera muestra a la derecha
de los de la segunda muestra, significa que z; = 0 para i = 1,2,..,ny que z; = 1
patai=n+ 1,n+ 2,..., N, y en consecuencia el valor especiﬁ‘cq de I(y; n) en estas

circunstancias es:

N - N
Immy = 32720 = 3 27004 3 2N

i=1 i=1 i=n+1
m-1 m

= Z o(N-n)-j — ng—j =9m _1
j=0 ji=1

Cuando la ubicacién es totalmente contraria a la anterior,/(y, ) alcanza su maximo
valor; este valor se obtiene teniendo en cuenta que:

N m N :
I(m,") = Z2N“Zi = E?N_i + Z 2N-ig

i=1 i=1 i=m+1

m
=Z2N-i=2N —on

i=1

Valores pequenos de la estadistica corresponden a manifestaciones de tendencia de
localizacion de la primera muestra a la derecha de la segunda muestra, valores inter-
medios muestran la no distincion de la localizacidn de una y otra muestra y los valores

grandes indicativos de tendencia de localizacién de la primera muestra a la izquierda

de la segunda muestra.
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1.2, Distribucién de [( n).

Como a cada disposicién de la rachas configuradas por m simbolos “1” y n simbolos
“0”, le corresponde un unico entero, el nimero de valores de la estadistica I(m n)
coincide con el nimero de disposiciones distintas de las rachas; esto es, como el
nimero de arreglos posibles de m unos y n ceros es 2L = Q(m, n), el recorrido de
la estadistica I(m n), tendrd por supuesto 2(m,n) valores, recorrido denotado como
Ri .y = {l1, 12, -, lygm,m) }-

Bajo el supuesto de total aleatoriedad, cada arreglo es equiprobable, por lo tanto,

st lx € Ry
Pl = 1] = T .
[(m,n) = U] { 0 s I ¢ Ry, .

k
P[I(m,n) <) = m k=1,2,.,Q(m,n)

Aun cuando cada uno de los valores de I, n) tiene igual probabilidad, es preciso
sefialar que la estadllstica no tiene la distribucién uniforme discreta comunmente cono-
cida; el recorrido especial de ella determina la diferencia, como lo sugiere la Figura
1

FIGURA 1. Funcién de probabilidad de I\ q)

Q(m.n)

0 b hLoh o .. lomm)
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La estfzdistica I n) pertenece a la clase de estadisticas denominada Estadisticas
lineales de rangos, (Gibbons 1971) clase que agrupa a las estadisticas de la forma,
N
Zai Z;
i=1
donde los coeficientes a;, son valores predeterminados; basta considerar a; = 2V-1,
i=1,2,.., N, para identificar a I(,, ) como miembro de dicha clase.
A partir de las expresiones generales para el valor esperado y varianza de las es-
tadisticas lineales de rangos, bajo la hipotesis nula Hp : Fx(z) = Fy(z), para todo

z, se puede determinar que:

N
m e m
Ellmml= 5 22" = 52" - 1)
i=1

Vl(mnyl = m(—';;'—_l—) {-131(4" ~1)=i(2N - 1)’}

2. ANALISIS DE LOCALIZACION CON BASE EN LA ESTADISTICA I n)-

2.1. Qué identifica la estadistica ?

Asimilar la sucesién de rachas derivada de los valores z,23,..., 2y, como la repre-
sentacion binaria de un nmiimero entero, como ya se ha dicho, ademas de permitir su
condensacién en un tnico valor (el entero correspondiente) que conserva inalterada su
disposicién, abre posibilidades de diagnéstico sobre la naturaleza de la localizacion de
las dos poblaciones cotejadas. Por medio de un ejemplo, poco realista a la luz de los
dos tamanios muestrales, pero elegido por su simplicidad, se inducen las ideas iniciales
del propdsito de utilizar la estadistica I\ ) como estadistica central en el andlisis de

localizacion.
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Una muestra de tamano 3 correspondiente a la primera poblacién y una muestra de
tamafio 4 proveniente de la segunda poblacién, pueden originar €(3,4) = 35 disposi-
ciones diferentes de sucesiones de rachas de tres simbolos “1” y cuatro simbolos “0”,
como a continuacién se listan en la Tabla 1, frente a ellas los enteros correspondientes
a la representacién binaria, es decir los valores de la estadistica en consideracién y
adicionalmente el orden que representa cada valor.

La primera disposicién 0000111 representacién binaria de 7, minimo valor de la es-
tadistica particular [(34) corresponde a la situacién extrema en la cual la muestra
de la primera poblacidn se ubica plenamente a la derecha de la muestra de la se-
gunda poblacidn; el siguiente valor 11, condensa la informacién correspondiente a
una disposicién que difiere minimamente de la primera, pero que continuaria siendo
argumento estadistico que respalda diferencias en localizacién de las poblaciones. A
medida que se avanza en cada valor de la estadistica, esa configuracién inicial ex-
trema, se va desdibujando, pasando por una zona, que no identifica a un patrén
especial que corresponde a localizacién similar de las poblaciones, representada por
los valores intermedios de la estadistica, para dar paso finalmente a una nueva con-
figuracion asociada con los mayores valores, opuesta a la inicial. El maximo y iultimo
valor, obtenido de la disposicién 1110000 representa por tanto otra situacién extrema,
antipoda de la primera disposicién.

En pocas palabras, valores pequefios o valores grandes de Itmn) son indicios que
identifican diferencias significativas en la localizacién de las poblaciones, esto es, va-
lores que constituyen argumentos estadisticos de apoyo a hipétesis que manifiestan

diferencias notables de localizacién en algin sentido.
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TABLA 1. Valores de I(3 ) segiin cada disposicién de las sucesiones de rachas

21 23 23 z4 25 Zg 27 1(3,4) It
0 0 0 0 1 1 1 7 1
6 0 0 1 0 1 1 1 2
0 0 0 1 1 0 1 13 3
6 0 01 1 1 0 14 ¢4
0o 0 1. 0 0 1 1 19 5
0 01 0 1 0 1 21 86
o 01 0 1 1 0 22 7
0 0 11 0 0 1 25 8
60 0 1 1 0 1 0 26 9
0 01 1 1 0 0 28 10
6 1 0 0 0 1 1 35 11
01 0 0 1 0 1 37 12
¢ 1.0 0 1 1 0 38 13
0 1 0 1 0 0 1 41 14
060 1 0 1 0 1 0 42 15 .
0 1 0 1 1 0 0 44 16
011 0 0 0 1 49 17
011 0 0 1 O 50 18
0 1.1 0 1 0 0 52 19
6 1.1 1 0 0 0 5 20
1 0 0 0 0 1 1 67 21
1 0 0 0 1 0 1 69 22
1 o 0 0 1 1 0 70 23
1 0 0 ¥ 0 0 1 73 24
1 0 01 0 1 0 74 2
1 ¢ 01 1 0 0 76 26
1 01 0 0 0 1 8 27
1 01 0 0 1 0 82 28
1 ¢ 1 0 1 0 O 84 29
1 01 1 0 O O 88 30
1 1.0 0 0 0 1 97 31
110 0 0 1 0 98 32
i 1.0 0 1 0 0 100 33
1 1 01 0 0 0 104 34
i 1.1 0 0 O 0 112 35

2.2. Test para andlisis de localizacién.

A partir de la formulacién general,
Hy : Fy(s)= Fx(s) paratodo s

vs. Hy:Fy(s)= Fx(s—#0) paratodo sy algin 8 # 0,
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tres sistemas de hipdtesis pueden plantearse:
aHop:0=0vs. H :0#0
b.Hy:0=0vs. H, :6>0
cHy:0=0vs. Hy :0<0

Inicialmente los tests correspondientes se pueden establecer asi:

7a :“Rechazar Hy al nivel 100a % si el valor particular i(m,n) de Iim n) es tal que,
i(m,n) < z.(m,n.g) 6 i(m.n) 2 i(m,n,lﬁ-‘l)"
7o :“Rechazar Hy al nivel 100a % si el valor particular i(y ny de I n) es tal que,

i(m,n) 2 i(m,n.l—a)”

7 :“Rechazar Hy al nivel 100a % si el valor particular iy, ) de I, o) es tal que,

i(m,n) < i(m.n,a)”

siendo i(m n 5) € Rl(m,..) tal que P[I(m,n) < i(m,n,ﬁ)] =é.

Sin embargo las propiedades de la estadistica y su distribucién, permiten expresar de

manera equivalente dichos tests mas sencillamente.

En efecto, como i(m n ) € Ri, .1 i(mn,s) = Ik para alglin nimero natural k, k =

1,2,3,....,8(m,n),

k

Pilnny £ tmang) =8 = Pilmay € ] = )’

por tanto, para un valor escogido de k,6 = mﬁ

Igualmente, como i(m n) € Ry, ., i(m,n) = {; para algin mimero natural j,
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J=12.3,..,Q(m,n).
De otro lado,
Pllim ) 2 lamn)-(k-1)] = 6 = Pllimny S k] = W:_,;j’
por supuesto P(lim n) < lam n)-(k-13) = 1 — 6, 0 sea,
Pllimny € laimpny-£] =1 -8,
es decir, si para algin k£ = 1,2,3,....,Ym,n),

i(ml,,_g) = I}, entonces i(m,n,l—&) = ln(m',‘)_k

En consecuencia, los test pueden expresarse en la siguiente forma;
Ya : “Rechazar H, al nivel del 100c % si j < k 6817 > Q(m,n)—(k—-1)7

siendo § = ?T(r:_nf para una escogencia de k, y j el subindice correspondiente a t(m n),

es decir j tal que i(, oy =1I;.
75 : “Rechazar H, al nivel del 100a % s1 j > §(m,n) — (k-1)"

siendo o = mﬁ para una escogencia de k, y j el subindice correspondiente & i(m n),

es decir j tal que i, ) = ;.

ve: “Rechazar H, al nivel del 100a % si j < k"

siendo a = ﬁTf:_‘m para una escogencia de k, y j el subindice correspondiente a i(,; n),

es decir j tal que i(m ) =1;.
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3. DETERMINACION DEL SUBINDICE CORRESPONDIENTE A (s n)

3.1. Consideraciones preliminares.

En primer lugar, la estadistica i, 1) €s una aplicacién 1-1 del conjunto de todas las
permutaciones de m “unos” y n“ceros”, en un subconjunto de nimeros naturales, cuya
sucesién de valores de su recorrido, I1, 1z, ....Iq(m n) estd en correspondencia con una
organizacién especial de cada una de las permutaciones sujeta a un patrén particular,
que dicha sucesién permite Ry n) revelar. Una particién de este recorrido en (n+1)
subconjuntos que se denominaran niveles, manifiesta esa organizacion especial, en la
cual cada subconjunto corresponde a un grupo particular de permutaciones.
Teniendo en cuenta que cada una de las permutaciones estd asociada con un unico
vector z = (21,23, ..., zN), el nivel 0, estd conformado por el unico elemento, I; =
2™ — 1, el minimo valor de la estadistica, obtenido de la permutacién asociada con el
vector en el cual los n primeros componentes son ceros y los m 1ltimos componentes
SOn unos,

El nivel 1 constituido por m elementos, corresponde a los valores de la estadistica
obtenidos de las permutaciones asociadas con vectores en los cuales los primeros (n—1)
componentes son ceros y el n-ésimo componente es un uno. El valor maximo en este
nivel es el entero (2™+! — 1) — 1.

El nivel 2 constituido por w elementos, corresponde a los valores de la estadistica
obtenidos de las permutaciones asociadas con vectores en los cuales los primeros (n—2)
componentes son ceros y el (n — 1)- ésimo componente es un uno. El valor maximo
en este nivel es el entero (2™+2 — 1) — (22 - 1).

En general el nivel r constituido por d.(m) = ';t’l’,’r,! elementos,
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r=0,1,2,...,n, corresponde a los valores de la estadistica obtenidos de las permuta-
ciones asociadas con vectores en los cuales los primeros (n—r) componentes son ceros
y simultaneamente el (n — (r — 1))-ésimo componente es un uno. Para simplificar con-

siderablemente su cémputo, d,(m) puede calcularse utilizando la expresién recurrente

dryi(m) = [T—f{] d-(m), r=0,1,2,...,n. El valor mdximo en este nivel es el entero
@™ -1n-(@2 -1)=272" -1].

El mimero de valores que pertenecen tanto al nivel r como a los anteriores, D,(m) =

Y i=o di(m), es simplemente D.(m) = Y|_, %’%’B}# = @,5{7'.)1, por ello Dp(m) =

n’;’""! = Q(m,n).

3.2. Procedimiento
Paso 1. Determinacion del nivel al cual pertenece i(,, n).
Si el valor i(,, ») pertenece al nivel r, es porque él es menor o igual al maximo del

nivél y a su vez es mayor que el maximo valor del nivel r— 1. En otros términos, para

algin r=0,1,2,....,n,
riem _j]< imn) < 27[2™ = 1],

lo cual permite establecer que i(,, o) pertenece al nivel r, r =0,1,2,....,n, si

Como se deduce, a partir de un sencillo cociente entre el valor particular de la es-
tadistica y el minimo de ella, se determina el grupo al cual pertenece. Puede en este
punto concluir todo el procedimiento, si se presenta alguna de las dos situaciones

siguientes: la primera en la cual 5‘,%*_111 = 27, el valor es precisamente el valor maximo
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del nivel, en cuyo caso el subindice de #(;, ) €8 D.(m), y en consecuencia el siguiente
paso no es pertinente, y por lo tanto en términos del test, j = D.(m); la segunda
cuando 1 < 'i‘;.'b_ﬂ% < 2, esto es cuando el valor pertenece al primer nivel sin ser el
maximo del nivel, puesto que si iy, ») s €l g-ésimo valor del primer nivel, el puede
expresarse como,

imay = 277920 — 1] - 1,

que igualmente no requiere acudir al siguiente paso, porque

1 log {2m+1 - [i(m.n) -+ 1] }}
log,2 ¢ om '

Paso 2. Iteraciones para determinar el subindice correspondiente a i(m,n)-

j=1-

Afirmar que i(m o) pertenece al nivel r, es equivalente a afirmar que su subindice j
es tal que D,_1(m) < j < D,(m), de manera que si i(,, ») es el g-ésimo elemento
del nivel r, siendo ¢ = 1,2,3,...,d.(m), entonces j = D,_;(m) + q. Para efectos de
planteamiento del lp~rocedimiento iterativo de determinacion del subindice, el g-ésimo

elemento del nivel r denotado por 3™ puede expresarse como,

lv(",lq'M) — lgr,m—l) +2m+r—1

donde 15""‘" ") es el g-ésimo elemento del recorrido de la estadistica Iin-1,r)- Significa
esto que i(m ) — 2m+r—1 eg e] g-ésimo valor del recorrido de la estadistica basada en
tamafios de muestra m—1y r, luego se estaria en una situacion afin a la inicial del Paso
'1, excepto que los tamafios de muestra se han modificado; el de la primera poblacion
se ha reducido en una unidad y el tamafio de la segunda a lo sumo es igual a n. El
procedimiento regresa al paso uno, con m —1,r y el valor t(;m_y 1) = i(m.n) — gmir=1

ademas con la certeza que D,_i(m) < ;.
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3.3. Ejemplos
Ejemplo 1.
Asumiendo m = 6,n = 4, que la sucesién de rachas fue 1111101000, el valor

particular de I(g4) es,

i(5,4)=1000
=129+ 128 41527 +1%25 412254

0#2%+ 1522 4+0+2240%2" +022°

Los datos de entrada para esta primera iteracion son: m = 6,n = 4, e i(g 4) = 1000.

El minimo de la estadistica es 2° — 1 = 63. Como 132° < 24, indica que 1000
pertenece al nivel r = 4 y no es su valor maximo; su subindice es superior a 84,
(Ds(6) = g% = 84) . Como i(s,4) Do pertenece al nivel 1, continia en la iteracién

siguiente, con i(5 4) = 1000 — 26+4-1 = 488.

Los datos de entrada para esta segunda iteracién son: m = 5,n = 4, e i(5 4) = 488.

El minimo de la estadistica es 25 — 1 = 31. Como 13%'1 < 2%, indica que 488 pertenece
al nivel » = 4 y no es su valor mdximo; su subindice es superior a 84+56=140,
(Ds(5) = g3 = 56) . Como is4) no pertenece al nivel 1, continta en la iteracién

siguiente, con i(q 4) = 488 — 25+4~! = 232,

Los datos de entrada para esta tercera iteracién son: m = 4,n = 4, e i(44) = 232.

El minimo de la estadistica es 2¢ — 1 = 15. Como 232 <24

indica que 232 pertenece
al nivel r = 4 y no es su valor méximo; su subindice es superior a 140+35=175,

(Ds(4) = 4—.,’:;-. = 35) . Como i(s,4) DO pertenece al nivel 1, continda en la iteracién

siguiente, con i3 4 = 232 — 2%+4~1 = 104.
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Los datos de entrada para esta cuarta iteracion son: m = 3,n = 4, e i3 4) = 104.

El minimo de la estadistica es 2° — 1 = 7. Como L;4- < 2% indica que 104 pertenece
al nivel 7 = 4 y no es su valor maximo; su subindice es superior a 175+20=195,

(D3(3) = 3% = 20) . Como i(34) no pertenece al mivel 1, continiia en la iteracidn

siguiente, con i(y 4 = 104 — 23+4~1 = 40.

Los datos de entrada para esta quinta iteracién son: m = 2,n = 4, e i(3 4) = 40.

El minimo de la estadistica es 22 — 1 = 3. Como % < 2% indica que 40 pertenece
al nivel r = 4 y no es su valor maximo: su subindice es superior a 195+10=205,
(Ds3(2) = 5% = 10) . Como i(3,4) no pertenece al nivel 1, continia en la iteracion

siguiente, con i(y 4y = 40 — 2**41 =8,

Los datos de entrada para esta iltima iteracién son: m=1,n =4, e i 4 = 8.

El minimo de la estadistica es 2! — 1 = 1. Como ‘% = 23, indica que 8 pertenece al

nivel r = 3 y es su valor méximo; su subindice es finalmente ;j = 205 + 4 = 209,

(Ds(1)

I

1?—‘,{“:4).

Ejemplo 2.

Asumiendo m = 5,n = 5, que la sucesién de rachas fue 1000001111, el valor particular

de 1(5‘5) €8,

i(s,5) =527
=1%22 4022 +0%2"+0+25+0+25+

0+2% 4+ 1528 + 1222+ 1221 +142°%

Los datos de entrada para esta primera iteracién son: m =5 n=25, e i(s,5) = 927.
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El minimo de la estadistica es 25 — 1 = 31. Como 3 < 25, indica que 527
pertenece al nivel r = 5 y no es su valor maximo; su subindice es superior a 126,
(D4(5) = 7% = 126) . Como i(55) no pertenece al nivel 1, continia en la iteracién
siguiente, con i(y 5 = 527 — 25+5-1 = 15 '
Los datos de entrada para esta segunda y udltima iteracién son: m = 4, n = 5, e
ica5) = 16.

El minimo de la estadistica es 2* — 1 = 15. Como %—% = 20, indica que 15 pertenece al

nivel r = 0 y es su valor méximo; su subindice es por lo tanto j = 126 + 1 = 127,

(Do(4) =1).

Ejemplo 3.
Asumiendo m = 6,n = 4, que la sucesién de rachas fue 0001111101, el valor particular

de I(G’q) es,

i(6.4) =125
=0x2° +0«2% +0%2"+1%x2°+1%25+

12 1422412224052 41429

Los datos de entrada para esta primera iteracién son: m = 6,n = 4,

i(6.4) = 125

El minimo de la estadistica es 26— 1 = 63. Como 42 < 2!, indica que 125 pertenece

al nivel r = 1 y no es su valor méaximo; su subindice es,

, 1 2841 — (125 + 1)
1= 1 g e {EEE A o

Ejemplo 4.
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Una muestra de tamafo 5 de una primera poblacidén y otra muestra de tamano igual-
mente 5 de una segunda poblacién, fueron seleccionadas con el propdsito de evaluar
si las poblaciones difieren significativamente en cuanto a su localizacién.

Asumiendo el sistema a. de hipdtesis, es decir,

]
o

H,:#9

vs. Hy:0#0,

los elementos del test especifico son:

Q(m,n) = 0(5,5) = 252. Asumiendo k = 6, para tener un valor de a = % el cual
se aproxima a 0.0476, Q(m,n) — (k — 1) = 252 — (5) = 247, si la sucesién de rachas
fue 1000001111, como se consideré en el Ejemplo 2, por lo tanto i(5 5y = 527, que el
mismo ejemplo concluye que su subindice es j = 127. Estos argumentos no muestran
evidencias estadisticas que permitan rechazar la hipétesis, a la luz de lo manifestado
por el test v,. Adicionalmente, los llamados valores p, son facilmente calculables;

para este ejemplo particular P[l(5s) > 527 = 2522126 — ¢ 5
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