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1. INTRODUGCION

En el presente articulo se pretende dar una vision general de lo que es la regresion no
lineal, para ésto, se tratan aspectos tales como: la no linealidad de un modelo, la forma
de saber si un modelo es lineal o no, ;cudndo usar la regresién no lineal?, también
se discute la forma de estimar los parametros en este tipo de modelos, asi como
sus propiedades asintdticas y la-construccidn asintética de intervalos de confianza y
pruebas de hipdtesis. En la parte final se da una aplicacion con datos reales, para el
ajuste de un modelo no lineal haciendo uso del procedimiento NLIN del paquete SAS.

2. MobpeLos No LINEALES

2.1. Introduccion. Un modelo se puede definir como una ecuacién o conjunto de
ecuaciones que describen el comportamiento de algiin sistema, por ejemplo, el trabajo
de un reactor quimico o el crecimiento de un animal. La teoria estadistica dedicada
a los modelos lineales en los pardmetros es muy amplia, debido en gran parte a sus
multiples aplicaciones y a la facil interpretacion de los resultados obtenidos de este
tipo de andlisis. Sin embargo, hay fendmenos observables que no pueden ser explicados
por modelos lineales, por ejemplo, el desarrollo de una teoria en la quimica o la fisica,
en tales situaciones un modelo no lineal en los pardmetros se puede ajustar mejor.
Hoy en dia es mas viable, gracias al progresivo avance de los computadores, la
aplicacién de modelos no lineales en fenémenos donde el conjunto de pardmetros no

puede expresarse en forma lineal.
Typeset by ApsS-TEX
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En matematica los fendmenos observables pueden ser como una ecuacién de la
forma:

(1) Y =f(6,{) +e¢

donde Y es el valor medido de una o mds respuestas (las variables dependientes), € es
el error experimental asociado con esta medida, y f(f,() es una funcién que contiene
p parametros 01, ...,6, (notado por @) y k variables (3, ..., (.

Si en Y se asocia una sola respuesta, por ejemplo, la concentracién de producto de
una reaccién quimica de primer orden, la funcién f puede ser de la forma

f(6,¢) = 61[1 — exp(—02(),

donde ¢ indica el tiempo una vez que la reacciéon ha comenzado.Un segundo ejem-
plo, hace referencia al crecimiento de plantas u organismos el cual frecuentemente se
representa por un modelo logistico de la forma

6
1 + 6, exp(—03()

f(6,¢) =
. donde ¢ de nuevo representa el tiempo una vez que el crecimiento de la planta u
organismo ha empezado.

2.2 Supuestos sobre los errores. A partir del modelo ( 1 ) si se supone: ¢, ~
N(0,0%) para u = 1,...,n; con o2 desconocida y constante; ¢, y ¢, independientes
para u # s; u,s = 1,...,n ;una forma de validar estos supuestos es haciendo un

analisis de los residuales, los cuales en su forma mas general son obtenidos por:
re =yu— f(6,(u) u=1,...,n

Estos n valores se representan grificamente contra los valores de prediccion.

2.3 Definicién de No linealidad. En esta seccidn, vamos a describir un proced-
imiento que permite diferenciar un modelo lineal de uno no lineal en los parametros.
Un modelo lineal se puede escribir en la forma

P
(2) £(6,Q) = 8:9i(C)
i=1

para alguna funcién g; que depende sélo de los valores de ¢ pero no de los valores de
@ (parametros). Los modelos que no se pueden escribir de esta forma son no lineales
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en los parametros o simplemente no lineales. Notese que la linealidad o no linealidad
del modelo se determina por la forma en que entran los parametros al modelo y no
por la forma en que entran las variables (;,...,(k. Asi por ejemplo, una ecuacion

cuadratica en ¢
(3) £(8,¢) = 6; + 02¢ + 652

puede expresarse linealmente como en ( 2) haciendo g1(¢) = 1, g2() = ¢ y 93(¢) = (2,
en tanto que en el modelo

(4) f(8,€) = 61 exp(—02()

-

no puede hacerse esta representacion. Una forma sencilla de ver si un modelo es lineal
o no, es examinando las derivadas de f con respecto a cada uno de los parametros
f;. Si 8f/06; no depende de ninguno de los elementos de 8 = (6;,...,6,)T, el modelo
es lineal en #;; y si ademads es lineal en todos los p parametros el modelo se dice
lineal en los parametros o simplemente lineal. Algunos modelos no lineales, mediante
una apropiada transformacién pueden describirse como en la ecuacién (2), asi por
ejemplo el modeloy caso (4) mediante la transformacion logaritmo puede representarse
como en (2). Las transformaciones para linealizar, sin embargo, tienen el efecto de
transformar también los errores ¢ alterando asi la relacion entre f y €. Generalmente
los supuestos sobre ¢ para el modelo original no tienen las mismas propiedades después
de la transformacién. Es bueno verificar la validez de los supuestos después de ajustar

el modelo o usar modelos lineales generalizados en el analisis.

3. REGRESION NO LINEAL

3.1 Motivacion. La regresion no lineal se usa cuando se quieren estimar los para-
metros de un modelo no lineal que relaciona una respuesta Y con algunas variables

control o predictoras ((;,i =1,... k). Esto es
Yo = f(0,()+€ u=1,....n

Los modelos no lineales se originan cuande un investigador obtiene, por el desarrollo
de una teoria o por otra situacion, una relacién funcional en la que los parametros
son no lineales. Un ejemplo es la funcién de Michaelis-Menten [7], la cual relaciona la
tasa inicial o velocidad, de una reaccién enzimatica con la concentraciéon de substrato

¢ por medio de la ecnacién )
01

J(8,Q) = o +C
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Este modelo es no lineal porque de acuerdo a 2.3 al obtener las derivadas

of ¢ . of _ 6¢(
881 6:+¢’ 89 (62 +¢)?

son funcion de al menos uno de los pardmetros. Al tomar el reciproco de la funcién
de Michaelis-Menten se tiene el modelo

el cual es lineal en los parametros al hacer §8; = % y B2 = -:f . Se podria por con-
siguiente estimar 3; y (> usando regresion lineal de los datos reciprocos de velocidad

sobre los reciprocos de substrato y luego estimar 8 = (01,02)T.

3.2 Etapas Bisicas en el Andlisis de Regresién No Lineal. En seguida, se
presenta una sintesis de las etapas basicas en el analisis de la regresién no lineal:

1. Con los datos obtenidos de Y y (, y con la funcién de respuesta f(6,¢), encontrar
estimaciones iniciales para el vector de parametros, o sea, obtener 6.

2. Usando la informacién de 1., obtener las estimaciones minimos cuadrados para
@ y producir un resumen de estadisticas por aproximacién lineal.

3. Mirar si el modelo ajustado es adecuado, si las estimaciones de los parametros
son significativas examinando por ejemplo los residuales y las estimaciones de los
parametros como en regresién lineal.

4, ESTIMACION DE PARAMETROS

Supongamos que se tienen n observaciones {Yy,(y},_, disponibles para ajustar el
modelo de la forma

(5) )’u=f(Cu,g)+fu U=1,...,ﬂ.

donde
Cu = (Clu; sas ’CEU)T

0= (81,...,6,)7

€=(€],...,€n)T

es decir, un modelo con p parametros y k variables independientes. Bajo los supuestos
de normalidad e independencia de los errores, de la forma € ~ N(0, Ic?) donde 0 es un
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vector de ceros e [ es la matriz identidad ambos con tamanos apropiados. Definimos

la suma de cuadrados del error para el modelo no lineal como:

(6) S(0) =" v — f(Cu, 0))

u=1

Note que como y, y (. son observaciones fijas, la suma de cuadrados es una funcién
de 8. Denotaremos por @, una estimacién minimos cuadrados de @, esto es, un valor de
@ que minimiza S(#). Se puede mostrar que, si € ~ N(0, Ic?), la estimacién minimos
cuadrados de @ es tamibién la estimacién de maxima verosimilitud de 8. Debido al

hecho que la funcion de verosimilitud para este problema se puede escribir como

5(9))

L(6,0%) = (2m0®) ™ % exp (——272—

de modo que si o? es conocida, maximizar L con respecio a f, es equivalente a

minimizar S(f) con respecto a 6. Al diferenciar (6) con respecto a 8, se obtienen p

ecuaciones normales de la forma

™ > (¥ st i}y | 25D

]:0, i=1,...,7
6=6

Al resolver este sistema se obtiene la solucién para #.Recordemos que si f es lineal
entonces gab[: parai=1,...,p es una funcién de los {, independiente de 6.

5. ESTIMACION DE PARAMETROS.

La estimacién de parametros en un modelo no lineal como se anoto anteriormente
lleva implicito el uso de métodos numéricos, en esta seccidn se presentaran dos al-
goritmos de estimacion, los cuales se encuentran implementados en el procedimiento
NLIN del SAS; estos son:

1. Método de Gauss-Newton (Método de linealizacién).
2. Método de Marquardt

5.1. Método de Gauss-Newton. Este método usa los resultados de los minimos
cuadrados lineales en varias etapas; se supone que el modelo postulado es de la forma
dada en la ecuacién (5). Sean 6)q,...,8,0 los valores iniciales para los parametros
1,...,0p, los cuales se pueden conjeturar inteligentemente o estimar con anterioridad

basados en cualquier informacién disponible para este propdsito; al expandir en serie
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de Taylor la funcién f(Cu,6) alrededor del punto 6y donde 6o = (610, --.,0p0)7 ¥y
llevando en consideracién sélo la primera derivada, (aproximacién de primer orden),

14
®) £(6ur0) = F(Curb0) + Y [a—ff;i)
i=1 2

] (6: — 6s0).-

0:00

Haciendo f2 = f(Cu,60); B9 = 6;—bs0; FS, = ﬂ%&:—”llo . entonces (5) es aproximado
=0Co

por la forma

P
(9) Yu—f3=2ﬂ?fiou+€u u=1,...,n
i=1
en otras palabras es lineal para el orden de aproximacién seleccionado, y entonces se
pueden estimar los parametros 87, ¢ = 1,...,p, aplicando la teoria de los minimos
cuadrados lineales.
Escribiendo, fo = {f%}, de orden n x p; bg = [0] ,de orden Px 1y Y — f° =
[Y1 — 7], de orden P x 1, el estimador de 3° = (Y, .. .,ﬂg)T esta dado por

bo= (FTFo) ™' FT (Y - f°).

El vector by por consiguiente minimizara la suma de cuadrados

N 2

P
SS(0) =Y |Yu—f(Curb0) = D B f.
u=1 i=1

con respectoalos 82,i=1,...,p, donde B = 6; —0;. Sise escribe by = 6;; — bip; en-
tonces los 6;;,i=1,...,p, se pueden pensar como las mejores estimaciones revisadas
de 8.

Luego se colocan los valores #;;, las estimaciones revisadas, en los mismos lugares
que fueron ubicados los f;p y se sigue el mismo procedimiento descrito anteriormente
pero reemplazando todos los ceros por unos. Esto nos llevara a otro conjunto de

estimaciones revisadas 62, y asi sucesivamente.En forma de vector podemos escribir,

Oj+1 = 0; +b;
=1 . .
€j+1=0j+(FjTFj) FJ-T (Y—f’) g=0,1,.-.

donde T
=l b P={foofl) 1 &= -0
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Este proceso iterativo se repite hasta que la solucion converja, esto es, hasta que en

las iteraciones sucesivas, j, (j 4+ 1), se satisfaga
bii+1) — Bij
0;;

donde é es alguna cantidad positiva pequefia dada con anterioridad. En cada etapa

PO =1

del procedimiento iterativo, se calcula S(;) para ver si hay alguna reduccién en la

suma de cuadrados.

5.2. Método de Marquardt (1963). Este método realiza una interpolacién Spti-
ma entre el método de linealizacidn y el método del gradiente (o steepest-descent), la
aproximacién esta basada en la maxima vecindad donde la aproximacién de Taylor
de primer orden da una adecuada representacién del modelo no lineal.En contraste
al método de linealizacion, el método del gradiente calcula el vector de correcciones b

a partir del vector de estimaciones iniciales en la direccién del gradiente negativo de
S(8). Asi,
- (asw) asm)T
o=\ a0, s,

el subindice g, indica que es el vector correccién dado por el método del gradiente.El

problema del método del gradiente es que converge muy lentamente después de unas
pocas iteraciones. Tanto con este método como con el método de linealizacion es
necesario controlar cuidadosamente el tamano del paso una vez establecida la direccién
del vector correccion; el control consiste en tomar una fraccion A, 0 < A < 1, del vector
correccion en lugar de tomar A = 1.

5.3. Anadlisis cualitativo del problema. En vista de las deficiencias de los
métodos de linealizacidn y del gradiente, es bueno revisar los principios fundamen-
tales involucrados. Primero, cualquier método apropiado debe resultar en un vector
correccion cuya direccion esté dentro de 90° del gradiente negativo de S(8). De
lo contrario, los valores de S(f) pueden aumentar en lugar de disminuir en puntos
ubicados a lo largo del vector correccién. Segundo, debido a la forma alargada de
la superficie 5(8) en la mayoria de los problemas, b; (vector correccién hallado por
el método de linealizacién) estd generalmente casi a 90° de b;. “Realmente hemos
encontrado que este angulo, digamos v, para una variedad de problemas cae en el
rango 80% < v < 90°”, (Marquardt (1963). Para una explicacién mds detallada del
algoritmo ver (Marquardt (1963)).

Teniendo en cuenta estas consideraciones, Marquardt produce un método para
interpolar los vectores by y b;, para obtener un tamano de paso apropiado. El vector
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correccion descrito por él es el siguiente
bar = (Fg Fo+ Adiag(Fg Fo))™ Fg (Y = f°)

Note que cuando A — 0, la direccidén se aproxima a la del método de linealizacién.
Cuando A — oo, la direccién se aproxima a la del gradiente.

6. PROPIEDADES ESTADISTICAS DE LOS ESTIMADORES MiNIM0OS CUADRADOS

Para establecer propiedades estadisticas de los estimadores en muestras grandes,
esto es, propiedades que se tienen solo asintéticamente, es necesario que se cumplan
ciertas condiciones de regularidad dadas por Gallant (1975, 1986). que se resumen en
las siguientes etapas.

- Los vectores (y, u = 1,...,n, se deben comportar apropiadamente cuando
n — oc. Este comportamiento se obtiene cuando las componerntes (i, ¢ = 1,... k. de
Cu se seleccionan por muestreo aleatorio de una distribucion con momento de primer
orden finito o por replicacién de un conjunto fijo de puntos.

- La funcién de respuesta f((,0) debe ser continua en sus argumentos ({, ), asi
af(< 8) o, 82J(¢.8)

como también sus primeras y segundas derivadas, es decir, =53=y 575~ 5, continuas
en ({,0).
- El limp o 2 30 _ [f(Cu,8) — f(Cu,07))? tiene un minimo dnico en 0% (vector

p-dimensional de parametros desconocidos).

- El lim, .o LFT(6*)F(6") es no singular.

Bajo las anteriores condiciones se tienen las siguientes propiedades asintoticas de
los estimadores (Gallant 1986, Chéves et al 1984)

1. @ es consistente para f.

o("l q[a‘) 2

: es consistente para o

3.0 ~ AN,,(H,O"’C) (ANp: Asintéticamente Normal p-variada) donde C' =
(FTF)‘ :

4. 20 2020 _ p).

gJ

5. f y &2 son asintéticamente independientes.

6. LamatrizC = [FT()F(8)]~! = (FTF)~! se puede estimar por €' = [FT(0)F(0)]~

Un intervalo del 95% de confianza para #; se puede encontrar a partir del valor critico

t 025 de una variable t con n — p grados de libertad asi:
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Similarmente, la hipotesis Hy : 6; = ;0 se puede probar al nivel de significancia «,

comparando )
|6; = Bio]
Varé

con |fa/2| y rechazando Hy cuando |f;] > “—0/2'; ci; denota el i-ésimo elemento de la

|| =

diagonal de C.
Nota: Por la propiedad asintética (3.) se tiene que Var(f;) = o2c;i y C’ov(é;,éj) =
azc,-j; de donde se sigue que

Var(8; Cov(8;,8; o
c;i=%y6u:"%l’a‘a'¢]

de aqui se pueden estimar los componentes de C usando el cuadrado medio residual @2,
los errores estandar de los estimadores y la matriz de correlaciones de los estimadores.
Esta informacién es dada por el paquete SAS (Chédves 1984; Velasquez at al 1986).

6.1 Pruebas de hipdtesis. Sea la hipdtesis de interés:
Ho:r=m vs Hy:t#m

donde 7 es algin subvector del vector de pardmetros . Es decir el vector 6 se ha
particionado de la forma 67 = (p7,7T) donde 7 es el subvector ¢ x 1 de parametros
de interes y p es el subvector r x 1 de parametros restantes. Note que p = g+ r. Se
distinguen tres estadisticas de prueba en este caso:

-La del cociente de verosimilitud (T')

-La prueba basada en la normalidad asintética del estimador minimos cuadrados

-La prueba de Wald.

-La estadistica de prueba del cociente de verosimilitud 7', es el cociente entre el
estimador de maxima verosimilitud de la varianza para el modelo reducido por la
hipéteis nula, digamos % y el estimador de maxima verosimilitud de la varianza
para el modelo completo, notado como antes por 62 . Es decir, &2 es el estimador
de la varianza del modelo Y, = f(Cu, (p7, 77 )) + €. que tiene como parametros los
componentes de p ya que 7p son conocidos bajo Hy y 2 resulta de estimar el modelo
completo Yy = f((u,8) + ¢u . Asi, para calcular el cociente

]

T =

=%

se hace necesario estimar dos modelos; el modelo reducido por la hipéteis nula y el

modelo completo; esto hace que la aplicacién de esta prueba sea un poco costosa y
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dificil de realizar. La hipétesis Hy : 7 = 19 se rechaza cuando T es mayor que un
valor critico ¢, donde P(t > c¢|Hp) = a. El valor ¢, se puede aproximar por:

qFa

n—p

cx 1+

donde F, es el punto critico a-superior de una distribucién F con grados de libertad
del numerador ¢ y del denominador n — p.

-Como se vi6 anteriormente, § ~ AN,(8,02C), con ¢>C estimado por ¢%C. En-
tonces, una estadistica de prueba para la hipotesis Hy: 7= 79 vs. Hy : 7 # 19, es la
siguiente:

(7 = 70)TCHMF = mo)

qo?

S'=

donde Cy; es la submatriz de C obtenida eliminando las primeras » filas y columnas
y 7 es el vector que resulta de eliminar las primeras r filas de §; 67 = (p7,+T). La
hipétesis se rechaza cuando S > 8, donde P(S > d|Hp) = a. En la préctica d se
aproxima por d & F, donde F4 es como antes.

-La prueba de Wald: supongamos que se quiere probar
Hoh(0):0 vs. H1 h(g) #0

donde Ah(8) es una funcién continua y diferenciable de R” — R? (¢ < p), con jacobiano
0
H(6) = '[;)g—Th(a)
de orden ¢ x p. Cuando H () se evalua en 8 = @ escribimos H = H(f). La estadistica
de Wald para probar Hy esta dada (Chaves,1982 y Gallant, 1986) por:
- AT (6)(ACHT) 1h(d)

g5

La regla de decision para este caso es: rechazar h(f) = 0, si W > F, con F, como

antes.

7. EJEMPLO ILUSTRATIVO

Para mostrar una aplicacion de los resultados tedricos, se usarén los datos obtenidos
por Yesmith Santos en la elaboracion de su tesis de magister en Ingenieria Quimica,
U. Nal. de Colombia (1992). El estudio consistié en medir en una reaccién quimica,
la concentracion de un substrato en un deteminado instante del tiempo. Las variables
estudiadas fuerdn: concentracién de un substrato en un determinado tienipo, notada
por Y y tiempo £ en el cual se hizo la observacién. Se obtuvieron un total de 10
observaciones. De lo anterior se tiene que el numero de variables independientes es

k =1, el tiempo, y n = 10. Los datos observados aparecen en la tabla siguiente:
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Tabla de datos.

Y
0.002
0.005
0.008
0.023
0.029
0.026
0.019
0.014
0.010
0.007

~~

SO O U S W =R
DI A 00 L0 N D 1 i O
ocwononowmow

IDENTIFICACION DEL MODELO

Un analisis grafico inicial permite concluir claramente que estas dos variables no
estan asociadas linealmente, ya que al comenzar la reaccién quimica y hasta el tiempo
t = 22.5 min. hay un incremento en la concentracién de substrato Y, pero a par-
tir de este punto y hasta el final de las observaciones, empieza a disminuir dicha

concentracién. Lo anterior sugiere un modelo de la forma:
Y, = 0,19 exp(—03ty) u=1,...10

donde 8 = (0y,02,03)T es el vector de parametros a estimar; de aqui, p = 3. Notese
que este modelo es intrinsecamente lineal puesto que al utilizar la transformacion
logaritmo natural ( In ) se tiene

InY, = ln01 + 02 lnt,, - gatu
el cual es lineal en los parametros Gp =Inf,, f) =0, y By = —bs.

ESTIMACION DEL MODELO

Para el presente caso, como el modelo es linealizable, se utilizé regresion lineal para
encontrar las estimaciones de los parametros 3y, 31 y B2 y a partir de éstas los valores
iniciales del vector # fuerdn: 8y = (0.02494;3.17171;1.24044)7 .

Ya con el vector de estimaciones iniciales se puede usar el procedimiento NLIN
del paquete SAS, para estimar los pardametros del modelo. El paquete realiza la
estimacion de los parametros utilizando el algoritmo de Gauss-Newton, ya que se le
estan dando las derivadas parciales de la funcidén de respuesta con respecto a cada
uno de los pardmetros y no se esta utizando la opcién METHOD (ver programa). El

programa para el ajuste del modelo en cuestion es:
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DATA ILUSTR,
INFILE "Adatos.prn’;

INPUT T Y,

PROC NLIN ITER=50 CONVERGENCE=1.0E-13;
PARMS T1=0.02494 T2=3.17171 T3=1.24044; (Estimaciones iniciales de Jos parametron)
MODEL Y=TI1*T**T2*EXP(-T3*T), (Modelo a estimar )

DER.T1=T**T2*EXP(-T3*T);
DER»T?:T]'LOG(T)‘T"T?‘EXP(-T:"T); (Derivadas parciales con respecto a cada parfmetro)
DER T3=-T1*T**(T2+1)*EXP(-T3*T),
OUTPUT OUT=SALIDA P=YHAT RESIDUAL=RES;
RUN;

La salida de resultados aparece a continuacién:

Non-Linear Least Squares Summary Statistics Dependent Variable Y

Source DF Sum of Squares Mean Square
Regression 3 0.00281313659 0.00093771220
Residual 7 0.00003186341 0.00000455192
Uncorrected Total 10 0.00284500000
(Corrected Total) 9 0.00080010000
Parameter Estimate Asymptotic Asymptotic 95%
Std. Error Confidence Interval
Lower Upper
T1 0.032860700 0.00529487530 0.0203402090 0.0453811912
T2 6.715867384 0.86085322118 4.6802566336 B.7T514781298
T3 2.532755590 0.31146501112 1.7962519590 3.2692592218

De los resultados obtenidos al ejecutar el programa, se tiene que después de diez it-
eraciones el vector de estimaciones queda dado por:é = (0.032861, 6.715867, 2.532756)7,
con S(6) = 0.0000319. Por consiguiente, el modelo ajustado queda:

Vy = 003325 exp(2.533t,) u=1,...,10

Las estimaciones de las varianzas son:

,  0.000032
o 2—7——

= 0.00000455
var(f;) = (0.00529)2 = 0.000028; war(f;) = (0.86085)% = 0.741063
var(f3) = (0.31147)% = 0.097014

Nota: aqui var(ﬂ-.-), i = 1,2,3; denota las respectivas estimaciones de Var(é.') La

matriz C' se puede estimar de la siguiente manera:



REGRESION NO LINEAL 101

var(ég)
=2

var(é;)

b= ——g = 6.1538, én= = 162870.989

var(f3)

das =~y = 213217582, 1z = = 9.070583,

cov(fy,65)
R

. _ cou(ty,b3)

82,6
tra = U0 = 180.086436, oo = geelinta)

= 58004.12481
Supongamos que se desea probar la hipotesis Hg : 8y = 0 vs. Hy : 8y # 0, al nivel de
significancia a = 5%, mediante la prueba de Wald.

En este caso, h(8) = 6, y por consiguiente h(é) = f; = 0.0329; el jacobiano para

este ejemplo queda

dh(6)  Oh(6y)
Hixs = 9T = agT - (1,0,0).

Asi el valor de la estadistica de prueba de Wald es:
6.154 9.071 180.086 ] [17) "
(0.0329) { [1,0,0] | 9.071 162870.989 58004.125 0 (0.0329)

180.086 58004.125 21321.758 | | 0
1 x (0.00000455) '

Wy =

000017589

= 9.00000455 ~ °°0-0%7

ahora bien, Fo5(1,7) = 5.59. Como Wj > 85.59, se recahaza Hy.

VERIFICACION DE SUPUESTO

Como se dijo anteriormente, en el momento de ajustar un modelo, lineal o no, se
hacen algunos supuestos sobre los errores ¢. Es bueno, una vez ajustado el modelo
verificar la validez de tales supuestos. Con la ayuda del computador se hicieron las
respectivas pruebas de homogeneidad de varianzas, promedio igual a cero, normalidad
e independencia obteniendose resultados satisfactorios; es decir, ningin supuesto deja

de cumplirse.
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