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RESUMEN

Usando la aproximacién de segundo orden de los tiempos de Transito en modelos sismicos constituidos por
capas homogéneas e isotropicas separadas por interfaces suaves, los tiempos de los eventos de reflexion
registrados en vecindad del rayo central pueden estimarse a partir de una funcidon hiperbolica que
corresponde a la funcidn caracteristica de punto de Hamilton, la cual no es conocida numéricamente en la
optica geométrica. En la sismica, esta se puede determinar a través de una regresion lineal entre las
coordenadas fuente-detector y los tiempos de Transito de por lo menos nueve rayos apropiadamente
seleccionados y registrados en configuraciones de cubrimiento muitiple. Un analisis de sensibilidad permite
conocer la estabilidad y robustez del método de regresion que estima la funcion caracteristica de los tiempos
de Transito.

ABSTRACT

Using the second-order approximations of the traveltimes in a seismic model which consists of a pile of
homogeneous layers separated by smooth interfaces, the traveltimes of reflection events registered in the
vicinity of the central ray can be estimated from an hyperbolic function that corresponds to Hamilton's point
characteristic in optics, where it is not numerically known. In seismic, it can be determined through a linear
regression between the source-detector coordinates and the traveltimes of at least nine rays properly selected
and registered in multiple fold configurations. A sensibility analysis allows to know the stability and robustness
of the linear regression method to estimate the characteristic traveltimes function.

1. INTRODUCCION Matematicamente, la teoria de aproximacion paraxial es
la contraparte sismica de la oOptica gaussiana.
Problemas, tales como fenémenos de enfocamiento
(Bortfeld & Kemper, 1991) y migracion de amplitudes
(Bortfeld & Kiehn, 1992) han sido tratados exitosamente
sin conocer la estructura detallada del sistema sismico.
La teoria provee formulas mas simples y compactas,

deseables en problemas de inversion,

Las leyes generales para representar propiedades
globales de los rayos transmitidos y reflejados en un
sistema sismico fueron establecidas usando las ideas de
la Optica geométrica (Bortfeld, 1989).

En un modelo de la tierra constituido por capas
homogéneas e isotropicas separadas por interfaces

suaves con velocidades y densidades arbitrarias, el
sistema queda limitado por la superficie anterior
considerada plana (de adquisicion), y la posterior
arbitrariamente curvada (de reflexion).

El tiempo de Transito de cualquier rayo cercano a un
rayo de referencia denominado rayo central se expresa
por una sencilla funcion matricial, que es equivalente a la
funcién caracteristica de punto de Hamilton de la optica.

El proposito de este articulo es evaluar el proceso que
estima la funcion que suministra el tiempo de un evento
reflexion asociado a una superficie del sistema, vy
analizar como los errores cometidos en la identificacion
de los primeros arribos puede influir en el estimativo de
dicha funcidn; error que se transfiere a los resultados de
cualquier proceso de inversion que haga uso de esta
teoria.
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2. RAYOS Y TIEMPOS DE TRANSITO

El sistema se considera compuestoc de capas
homogéneas e isotropicas separadas por interfaces
suaves, esta limitado por la superficie sobre la cual se
posicionan fas fuentes y los geofonos llamada superficie
anterior, y por la superficie donde tiene lugar la reflexion,
denominada superficie posterior. En la aproximacion
geométrica o paraxial, un rayo transmitido que incida
normalmente sobre ef reflector se usa como rayo central,
a éste se referencian los rayos vecinos o paraxiales. Ef
sistema de coordenadas se fija al rayo central, haciendo
coincidir el origen del sistema cartesiano con el punto
donde el rayo intersecta la interface, asi el plano xy es
tangente a la superficie anterior en el punto de partida
del rayo central. El plano x'y’es tangente al punto de

interseccién del rayo central con la superficie posterior.

Con la ayuda de estos sistemas cualquier rayo paraxial
puede representarse por los vectores posicion y lentitud
(slowness) proyectados sobre los planos tangentes
(xy,x'y") en las superficies anterior (¥, p) y posterior
(', p'), ver Fig.1. Para diferenciar los vectores
asociados al rayo central de aquellos asociados a los
rayos paraxiales, la pareja de vectores asociados al rayo
central se escribe con el suscrito “0”, asi en la superficie

anterior la pareja serd (%,, p,).

En la aproximacién de segundo orden de los tiempos de
Trénsito las parejas de vectores en la superficie de
reflexion se relacionan con los vectores de la superficie
anterior a través de la ecuacion:

| |4, B, X

P' - .Co Qo p”po M

con A,.B,,C,,D, matrices jacobianas 2x2.

Un rayo trazado desde X en la superficies anterior a @'
en la posterior y de alli hasta %" sobre la anterior
representa una onda que atravesando el sistema es
reflejada con un tiempo de Transito:

H(®%) =T, +p,(¥+¥)+1 @ +3D;'C, L @ +%")
+(¥ -D)B, 4, }(¥ -%) 2)
donde T, es el tiempo de Transito del rayo central de ida

y vueita (two way time). El tiempo de Transito zero-offset
se obtiene cuando ¥ = %" .
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FIGURA 1. SISTEMA SISMICO MOSTRANDO EL RAYO
CENTRAL CON LOS SISTEMA CARTESIANOS
DEFINIDOS EN LAS SUPERFICIES ANTERIOR Y
POSTERIOR. EL RAYO PARAXIAL ATRAVIESA EL
SISTEMA HASTA EL REFLECTOR.

La ecuacion (2) corresponde a la caracteristica de punto
de Hamilton en optica, llamada asi por dar el tiempo de
propagacién entre dos puntos. Aun usada en el disefio
de instrumentos o6pticos la funcién caracteristica de punto
de Hamilton no se conoce explicita ni numéricamente.
Sin embargo en sismologia el sistema es la Tierra y la
forma de la funcion se expresa en (2), pudiendo
estimarse numéricamente.

x - -} T
Las matrices E(,]A(,, D, C, son simétricas, en
consecuencia fa funcion (2) posee nueve incognitas: seis
en B,'A,,D,'C,, unaen T, y dos en p, . Utilizando al
menos nueve tiempos de ftransito apropiadamente
registrados las incognitas de la expresion (2) pueden
resolverse y por tanto estimar numéricamente la funcién
caracteristica de los tiempos de transito.

3. CONFIGURACION Y TIEMPO DE ARRIBO

Para estimar la funcién caracteristica se requiere de por
lo menos nueve mediciones (picking) de tiempos de
arribo de las ondas reflejadas, ya que la ecuacion (2)
posee nueve incognitas. Para simplificar las ecuaciones
denotaremos los parametros asi:
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Una configuracion con disparo en el origen del sistema
cartesiano da lugar a una familia de trazos fuente comun
(common-shot}. Al situar los geofonos en las
coordenadas (xg;, y,;) y al usar la ecuacion (2) se tiene

un sistema de ecuaciones que matricialmente tiene la
forma:
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El sistema presenta tres pares de columnas iguales o
linealmente dependientes, por tanto no admite solucion.
Este resultado indica que es imposible conocer la funcidn
caracteristica usando una familia de trazos con fuente
comun.

Un andlisis similar en trazos obtenidos en receptor
comun CRP lleva a un sistema con seis grados de
libertad, imposibilitando conocer los parametros a partir
de una familia de trazos CRP.

Al considerar trazos registrados en configuracién CMP se
obtiene el sistema de ecuaciones:

2 2 .2 27
4 1% Y Xy XasVay Yar X XmVm Yom "x/
t 1x 2 x 2 y2x B 4
2| _ (P Xm Vm Xg2 Xa2Vaz Yaz Xpm *m¥m Y u]/
. . 2
/
4

2 2 2 2
Iy 1xm Ym Xg9 Xao¥ao Yo Xpm XmYm Ym | vi%

Por el hecho de contar con seis grados de libertad se
concluye que en un Gnico arreglo CMP no es posible
- conocer la funcién caracteristica.

Por ditimo en una familia de trazos common-offset
nuevamente se obtiene un sistema con seis grados de
libertad encontrando la misma imposibilidad hallada en
los tres casos anteriores.

Lo anterior permite afirmar que para determinar la
funcion caracteristica se requiere utilizar tiempos de
arribo registrados en distintas configuraciones.

4. APROXIMACION HIPERBOLICA

En la exploracién sismica se sabe hace tiempo que en
medios con capas planas y horizontales, los tiempos de
transito de las reflexiones aproximadamente verticales se
ajustan mejor por funciones hiperbélicas que por
funciones de tipo parabdlicas (Ursin, 1982). Al
considerar el cuadrado de la funciébn de tiempos de
transito dada en (2) y despreciando los términos mayores
a la segunda potencia se obtiene:

(®XY =[T,-2p, o ;& +X)f +20[} (¥ +X)e
D/ CAE+I)+( -X)eB, 41 -%)] (3,

La ecuacion (3) representa los tiempos de transito en la
aproximacion hiperbodlica. El conjunto de N tiempos
registrados en distintas configuraciones da lugar a un
sistema matricial de N ecuaciones.

5. ANALISIS DE SENSIBILIDAD

La estabilidad se define como la propiedad que posee un
estimador central a ser insensible a la presencia de
pequefios errores aleatorios en los datos, al suministrar
informacién “a priori” sobre el modelo se puede
garantizar la estabilidad en i{a solucion. La robustez,
indica la sensibilidad del pardmetroc a un numero
reducido de errores apreciables en los datos.

Estimar la funcién caracteristica usando tiempos de
transito de eventos de reflexién es un problema de
regresion lineal de un sistema de ecuaciones
sobredeterminado que se expresa de la forma:

A ¢ Zl
Minimizar i?\}_}? ——bi ®

La solucion para (1) seradn los valores de /Ml que
generen el menor error £, que se obtiene a través de la
matriz inversa generalizada, ver Apéndice A.

Para estudiar la sensibilidad en la determinacién de la
funcion caracteristica, la ecuacion (3) se perturba
introduciendo errores aleatorios en los tiempos de
transito. Estas secuencias de numeros aleatorios se



generan con una distribucion normal con media y =0y
desviacion estandar o #0.

Se llevaron a cabo nueve ensayos, con gaussianas de
o, ={2.4,...,18ms}, el valor mayor representa el tiempo
usado por un frente de onda con frecuencia de 100 Hz
para viajar una fongitud de onda A a una velocidad de
1000 m/s. Con este intervalo se indica que el error se
relaciona con la incertidumbre para identificar en una
longitud de onda el tiempo de arribo (picking).

Con fuentes y detectores en configuracion CMP ia
funcion caracteristica viene dada por la expresién:

f(G,X)ZTO+XQf, (5)

-1
donde Q = .Bo _Ao y To se pueden estimar a
través del método de la inversa generalizada.
Por otro lado cuando fuente y detector estan en

configuracién zero-offset la funcién caracteristica de
tiempos de transito toma la forma:
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H(x)=T,+p,X +xVx 6)

-]
donde V=D, C, y ﬁ o se obtienen usando la
matriz de Moore-Penrose, ver Apéndice A.

El tiempo para una configuracion zero-offset se puede
aproximar al tiempo de arribo al detector mas proximo a
la fuente. Ligeras perturbaciones se introdujeron en los
tiempos de transito del sistema de ecuaciones (3) y se
estudi® como los errores en esos tiempos de arribo
influyen en los parametros, para ello se creo un
programa en Matlab 4.0 que calcula fa funcién
caracteristica exacta a partir de tiempos de transito
obtenidos de un modelo de capas plano horizontales,
utilizando el programa de trazamiento de rayos SEIS88
desarrollado por Cerveny et al. (1980) en la Universidad
de Charles en Praga. Posteriormente se adicionaron a
los tiempos de arribo cadenas de errores estocasticos
generados por una funcién de distribucion normal, con
media cero y o, =0, los resultados arrojados en el

proceso se muestran en la Tabla 1.

TABLA 1

o(s) () p, P, " Vs Vi Uy, Up Uy

4] 0.5 0 0 1 0 1 0 0 0
0.002 0.4997 -0.0006 -0.0009- 0.9937 0.0109 0.9922 0.001t 0.001 0.0021
0.004 0.4893 -0.0011 -0.0017 ggg74 0.0219 0.9844 0.0026 0.0011 0.0041
0.006 0.499 -0.0015 -0.0026 0.981 0.033 0.9766 0.0045 0.0002 = 0.0062
0.008 0.4987 -0.002 = -0.0034 09746 0.0443 09687 00068 -0.0016 0.0084
0.01 0.4984 -0.0024 -0.0042 0.9681 0.0556 0.9608 0.0095 -0.0043 0.0106
0.012 0.4981 0.0027 -0.005 09615 0.067 0.9528 0.0126 -0.008  0.0128
0.14 0.4978 -0.003 -0.0057 09548 0.0785 09448 00161 -0.0126 0.015
0.16 0.4975 -0.0033 -0.0065 09481 0.0901 09368 00199 -0.0181 0.0173
0.18 04973 -0.0035 -0.0072 09413 01019 09287 0.0242 -0.0246 0.0196

Los resultados muestran que en el caso extremo de
maximo nivel de ruido en los tiempos de arribo
(o =18ms), los parametros B,'4, (U) y T, se

obtuvieron con errores bajos (menores a 3%), indicando
la buena estabilidad de los parametros.

Al perturbar a nivel maximo los tiempos en zero-offset se
hallé que el p, estimado no se desvio significativamente

de su valor verdadero, mientras que AQ;'Q() se calculd
con un error de 10%. Para disminuir ese nivel de
incertidumbre los tiempos zero-offset deben ser
calculados a partir del ajuste de datos en configuracion
CMP. En general los resultados indican que a mayor

error en estimar los tiempos (picking) mayor etror en la
determinacion de los parametros.

CONCLUSIONES

En el presente trabajo se muestra ef procedimiento para
estimar la funcién caracteristica de los tiempos de
transito en la aproximacion hiperbélica usando para elio
un conjunto de tiempos de reflexion registrados en
cobertura multiple. Un analisis de sensibilidad sobre el
procedimiento de estimacion de la funcién caracteristica
indica que se pueden conocer los parametros de esta



funcién con un pequefio margen de error, el cual esta
ligado a la calidad de los datos colectados.

La funcion estimada representa los tiempos de eventos
de reflexion en la vecindad del rayo central en el rango
de offsets donde es valida la correccion NMO.
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APENDICE A
SOLUCION DEL PROBLEMA INVERSO

Sea el sistema algebraico lineal de n-incognitas
(m;,m,,...,m,) relacionadas a través del sistema
acoplado de r-ecuaciones dado por:

gum, +g,my +...+g,m, =d,
m +g,,m, +...+g, m =d
fgzx 1 T8, 8, =4, A1)

gam +g,,m+...+g,m, = d

r
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Donde g,y b, tienen valores conocidos.

Cuando el numero de ecuaciones es mayor que el
nimero de incognitas el problema se dice que es
sobredeterminado.  Matricialmente el sistema de
ecuaciénes A1 se representa asi:

Gm=d (A-2)

La soluciébn consiste en estimar los pardmetros del

s OS]

modelos dado por 71 , de modo que los datos

previsibles d”” se aproximen lo mejor posible a los

ohs

datos observados d *"*. Sus diferencias se expresan por

bs . .

el vector de error £=d” —d"*, siendo la mejor

solucion aquella que genere el menor error medido a
q que g

través de la norma del error|[L(&) . Las normas mas

usadas son la de error absoluto minimo y la de error
cuadratico medio minimo definidas respectivamente
como:

@)=Yl v IL@E)l=- 2

Para cada norma se supone que los datos se comportan
segun un tipo de estadistica, asi para la norma 2 los
datos obedecen a una distribucién de Gauss y en este
caso la solucidon al sistema A-2 viene dado por el método
de la matriz inversa generalizada de Moore-Penrose

(Menke, 1987):

G Gem=G'd , (A-3)

el superindice t indica traspuesta. Suponiendo que existe

la matriz inversa (G' G)™' se obtiene:

m™ =(G'G)'G'd (A-4)

En el caso de la norma 1, para el sistema A-2 la solucidn
se establece a partir de su representacidbn como un
problema de programacion lineal (Arthanari & Dodge,
1981). La representacion seguin la teoria de investigacién
de operaciones viene dado por:

Minimizar Zi%e,;a

Sujetoa: G — & =d , (A-5)

El cual fue resuelto por el denominado método Simplex o
Simplex revisado de la programacion lineal (Dantzig.
1963).

Generalmente los datos contienen ruido que causa error
al estimar los parametros del modelo, si los datos tiene
asociada una funcién de distribucién caracterizada por
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una matriz de covarianza dada por [Cov(m)] =MdM

donde M es la matriz inversa generalizada de Moore-
Penrose.

Si los datos no estan correlacionados y tienen una
. 2 : 5
varianza O, entonces la solucion que genera el menor

error cuadratico tendra una matriz de covarianza dada
por:

ovim)=[(c' &) Gl2lc'6)" 6]

que resulta finalmente en:

[cov(m)] = o) [G Gf (A-6)

La expresidén A-6 indica que la matriz de covarianza de
los parametros esta controlada por la matriz de
covarianza de los datos y por la matriz inversa
generalizada.

La introduccién de informacion “a priori” garantiza la
obtencion de la solucion en el problema de minimos
cuadrados, esa informacién es una restriccién sobre los
valores que tomaran los parametros. Esto se presenta
como el casoc donde un parametro debe tomar un valor
constante conocido o multiplicado de una matriz de
pesos ponderados, dando un mayor valor a aqueilos que
presentan mayor estabilidad.

En el caso particular de ajuste a una parabola la
ecuacion A-2 se expresa en forma matricial asi:

] Z] le m] dl
1 z 2 d
P my =] (A-4)
o :
i Zy z2 ? dn

E! célculo de m por minimos cuadrados de A-4 segin la
inversa generalizada A-4, sera:

n Zz, z:z,2 - Zd,
m= Zz, Z:,z 227 ZZ,d,
Zz,z sz ZZ,AJ Zz,zd,



