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INTRODUCCION A LA TEORIA ALGEBRAICA DE CODIGOS

Oscar Barriga B

El pstudio de cédigos es una rama de la ciencia de
la informacidén y comunicacién, que utiliza resultados de cam-
pos diversos de la matemdtica tales como dlgebra lineal, al -
gebra abstracta, teoria de niumeros, teoria combinatoria, pro
babilidades, estadistica, etc. Representa en particular, para
cualquier matemdtico dedicado a alguno de estos campos y orien
tado a las aplicaciones, una buena manera de usar Ssus conoci-

mientos abstractos en el "mundo real".

La teoria de coédigos se aplica a situaciones que
tienen el siguiente razgo comin: Informacién proveniente de

* Facultad de Ciencias, Universidad de Chile.
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una fuente se transmite a través de un canal ruidoso a un re
ceptor de informacidon. (Conviene entender que "ruido" es ge
nérico de perturbacién, e.g. si la informacién es visual, el

ruido puede ser alguna suciedad en los anteojos) -

Ejemplos de tales situaciones son conversaciones
teleféonicas, informacién almacenada en un disco magnético
que es alimentada a un computador, el telégrafo, la televi -
sién, etc. Un ejemplo tipico relativamente reciente es el
que sigue: muchos de nosotros hemos visto excelentes image -
nes tomadas de Marte, Saturno y otros planetas por los "Mari
ners", "Voyagers'", etc. Para transmitir tales imagenes se ha
dispuesto una fina malla sobre el objeto fotografiado y para 1
cada cuadradito de la malla se ha medido el grado de lumino-
sidad, digamos en una escala de 0 a 63. E1 nimero obtenido
se ha escrito en sistema binario, es decir, cada cuadradito
ha producido una hilera de seis O0's y l's. Los O0's y los 1l's
se transmiten como dos sefales diferentes al receptor en la
tierra (Jet Propulsion Laboratory of the California Institu-
te of Technology in Pasadena). Debido al efecto de ruido tér
mico sucede ocasionalmente que una sefal transmitida como 0
es dnterpretada por el receptor como 1 y viceversa. Si los

séxtuples de 0's y l's mencionados fueran transmitidos como

tales, entonces los errores cometidos por el receptor ten -
drian gran efecto en las imdgenes finales. Para prevenir és-
to, se introduce una asi llamada redundancia en la sefial,es

decir, la sucesién transmitida consiste de mds informacidn

que la necesaria. (Notese que este principio es familiar en
el lenguaje cotidiano: Un error de impresion en una palabra
larga es fdcilmente reconocible pues la palabra cambia a otra
muy parecida). Las sucesiones mds largas de O's y 1's que son
realmente transmitidas se llaman siempre palabras. De hecho,
en el caso del Mariner 1969, las palabras consistian de 32

simbolos cada una. :

Y 000 Y



0. Barriga 39

Bastarda por ahora entender que se ha disefiado un dis
positivo que cambia las 64 informaciones posibles (séxtuples )’
en 64 posibles claves (palabras clave, palabras codificadas, co
deword) cada una de las cuales es un 32-tuplo de O's y 1's. Es-
te dispositivo se llama codificador. La palabra codificada es
transmitida, el ruido del canal introduce errores sumando moédu-
lo 2 alguna palabra al azar y el receptor tiene su propio dis-
positivo decodificador que cambia el 32-tuplo recibido, si no
es una de las palabras clave, en la palabra clave mas probable,
lo que interpreta como la luminosidad del cuadradito correspon-

diente en su malla.
=l cédigo al que hemos hecho referencia tenia la pro
piedad de tomar la decisidén correcta toda vez que no mas de 7

de los 32 simbolos recibidos fueran incorrectos.

Podemos ilustrar la situacidn descrita asi:

CODIFICADOR CANAL
a
se aplica en < Suma
r=x+e
e X ‘("1"""32) ST errores
lensa je Palabra recibida
Clave
DECODIFICADOR
Determina el e
ik '
P=xte < mas probable e (al s 6)

Estimacion
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Tiene toda la razén quien objeta que la posibilidad
de corregir errores ha cobrado peaje: El tiempo de transmision
necesanrio para la imagen del ejemplo es mas de 5 veces el tiem
po que habria tomado hacerlo sin la codificacion descrita. Es-
to nos da una primera idea del interés en construir y analizar

"buenos cédigos" .

Para acercarnos un poco mas tanto a la idea como al
origen de la teoria de codigos, consideremos el experimento

que sigue:

Estamos en una pieza en que alguien lanza una mone-

da t veces por minuto. La pieza estd conectada a otra pieza

por una linea telegrafica. Supongamos que a través de este ca-
'nal se puede enviar dos simbolos distintos, digamos O y 1. El
‘canal es ruidoso y el efecto es que hay una probabilidad p que
~un simbolo transmitido O (respectivamente 1) sea recibido como

1 (respectivamente 0)

/P

1l ——> 1
Q

Canal Simétrico Binario
Supongamos ademds que el canal puede manejar 2t sim

bolos por minuto y que podemos usarlo T minutos si el experi

mento dura T minutos.
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Cada vez que la moneda cae cara transmitimos 0 y ca-
da vez que cae sello transmitimos 1. Al final de la transmisidn

el receptor tendrd una fraccién p de informacidén incorrecta.

Si no tuviéramos la limitacion del tiempo, podriamos
obtener una probabilidad de error tan pequefia como quisiéramos
facilmente: Sea N natural impar, en lugar de O transmitimos
N ceros y en lugar de 1 transmitimos N wunos. Por ejemplo si

p = 0.001, la probabilidad de error del decodificador es

N k N-k N
5 ( ) g g (05 0T)

O< keN/2 K

y para N = esta probabilidad tiende a 0.

La limitacién de tiempo es un problema serio. No tie
ne sentido enviar cada simbolo dos veces en lugar de una, pues

no se podra decodificar razonablemente.

En la situacién descrita, un teorema notable de C.E.
Shannon muestra que se puede ain obtener probabilidad de error
tan pequefia como se quiera en el receptor. El teorema aparece
en Shannon, C.E.: A mathematical theory of communication, Bell
Syst. Tech. J., 27 (1948) 379-423 y 623-656, y con este traba-

Jo se inicia la teoria de coédigos.

Sélo una idea de la demostracidén se obtiene en nues
tro caso particular como sigue: Transmitimos los resultados de

dos lanzamientos de la moneda como
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cara, cara — 0 0 0 O
cara, sello—0 1L 1 1

sello, cara — 1 0 0 1

sellllo), sellior—>1 1t 10

El decodificador usara el siguiente algoritmo com =
pleto: Si el cuadruple recibido no corresponde a una clave, su
pondra que el cuarto simbolo es correcto y que uno de los pri-
meros tres es incorrecto. Como la probabilidad de recibir co -
rrectamente una clave es q4 y la probabilidad de recibirla
con un error en uno de los primeros tres lugares es 3pq3, la
probabilidad de decodificar correctamente es q4 + 3pq3, y bas-
ta que p <% para que q4 + 3pq3 >q2, que es la probabilidad de
decodificar correctamente si no se usa el cédigo descrito. EL

requisito sobre el tiempo de uso del canal se ha respetado.

Para me jorar nuevamente el resultado, transmitimos

ahora tres lanzamientos de la moneda asi: Si la informacién es

el triple a = al'aZ’BB) transmitimos el Sextuple (a ,...,as)

en e = ar = = -
que a, a, a3, ag al + a3, 36 a) i a2 (todas las swu

mas médulo 2). Hemos construido asi un cédigo que consiste de

ocho claves, cada una de longitud 6. La palabra recibida es

I =a ot d de e =
e on (sl, €0 €3, €., e, e6) es el vector
de error. Se tiene
e2+ e3+ 94 = b2+ b3+ b4 = Sl pues a2 + a3 + a4 = 0
el+ e3+ 55 = b1+ b3+ b5 32 pues al + a3 + a5 = 0

o CGoar B =y + =1 UES & o Gy Gl el
7 1+ b2 b6 Sy P (0]
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Como el receptor conoce b, conoce Sy So
vector de error mads probable, es decir aquél con el minimo nd

S3 ¥ debe elegir el

S5 33) # (1,1,1) la eleccion es Ulnica,

Eier e e 5 (e
SHE(Rehs 4 1,1,1) el receptor debe elegir una de las

1
17 So» 3) = (
(ERCE DGR IR RIET{ E1c (SR (R O PO RRTER O 0N SR (SO ERIR 008, TN (08)E, + (05107, 15107 10 )

s
para e.

Se ve asi que si e tiene un solo 1, es decir si hay
un error entonces se decodifica correctamente. De los restan-
tes hay uno con dos errores que también se decodifica correc-
tamente. Asi se tiene que la probabilidad es ahora

6 5 2 4 4
q + 6pg” + p°q >q + 3pq3, tan pronto p < %.

Tenemos ahora una idea de la importancia de las de-

finiciones que siguen:

Si un cédigo C consiste de claves de largo n, en-

-1 . s, o
tonces R = n log°|C\ se llama la tasa de informacidén del cdé-
Eligfag

En el caso del Mariner 1969 la tasa era entonces
—§ , de acuerdo con la aseveracién anterior que la transmisidn
32

tomaba mas de 5 veces con el cédigo que sin é1.

Mencionamos también que dicho cédigo tenia la pro -
piedad de corregir hasta siete errores en una palabra recibi-
da. La razén de ello es que dos claves de dicho cédigo difie-
ren al menos en 16 posiciones, de manera que la palabra reci-
da con menos de 8 errores se parece a la clave correcta mucho

mas que a cualquiera otra.

Si *“x,y son dos n-tuplos de O's y l's, su distancia

de Hamming es
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ClES R =it xi;éyi, Bcia <y

Las explicaciones anteriores estan basadas en dos
suposiciones: La primera es que durante la comunicacién, to-
das las claves son equiprobables. La segunda es que si nl>n2
entonces un vector de error con n errores es menos proba-

1
ble que uno con n, errores.

Las suposiciones conducen a que, recibida una pali

bra "y" trataremos de encontrar una clave '"x" tal que d(x,y)

sea minimal. Este principio se llama principio de seme janza

melximel.

Los c6digos descritos hasta ahora son e jemplos de
una gran clase de cdédigos, llamados gégigggigg_glgggsi y que
podemos definir formalmente: Se tienme un alfabeto Q que cons
ta de g simbolos distintes. Un cédigo basado en este alfabg
to es un cédigo de bloques si la infeormacién codificada se
puede dividir en bloques de n simbolos cada uno, que pueden
ser decodificados independientemente. Los bloques son las clé

viels y o se llama lon

o simplemente 1 d.

Las definiciones anteriores se generalizan féacilmen

itielsl IS x sQn G0 EQ” entonces la distancia d(x,y) de x a
es
allext, Al =t S ST il |
2 il
n
E1l peso de xe @ es
wilx) =:d(x,0)

(donde © denota (0,...,0) y Oe Q es un simbolo especial)
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Naturalmente un cédigo C es un subconjunto propio,

o= Ve io) der @REhsH Heli= ik en cédigo se llama trivial. Si

g = 2 el cédigo es un Ségigg_gigg:ig, si q = 3 es un cédigo

ternario, etc.

La distancia minima de un cédigo no trivial C es

mim Ll I Re @ ye e, » 4wy

ETple s ot niimoMdcRCEtEs

s GO DR e @ g e A O

El radio de cubrimiento p(C)  del codige € es

max {min { d(x,c) | cec} | xeqQ™}

Si Bp(x) denota la esfera de radio P y centro x,
es decir {y sin d(x,y) <@} , resulta claro que la distancia
minima del coédigo © es el mas grande p tal que las esferas
Bo(c) con c € C son disjuntas; en cambio el radio de cubrimien
to es el mas pequefio p tal que Qn estd contenido en la
unién de las esferas B,(c) con c eC. Si estos dos nidmeros

coinciden el cédigo C se llama un ¢

Si el cédigo C es perfecto, con distancia minima

n e
2e + 1, entonces para cada x € Q hay una clave Gnica en C a
distancia menor o igual a e de x. Se dice que C corrige e

errores.

Un simple calculo muestra que un cédigo perfecto (6

que corrige e errores satisface la siguiente condicion de

empaguetamiento de esferas:
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Finalmente, para un c6édigo de bloques C con [C[=M,
Qe ©© o y distancia minima d, se dice que se tiene un

(n,M,d)-cédigo y (n,M,d) se llaman los parametros del cédigo

@
Antes de continuar con mas ideas generales completi
remos un poco mas los ejemplos. Para ello se necesita lo que

sigue:

Definicidn: Una matriz cuadrada H  de n = fallas iy’ Snt s coliuim=—
__________ 5 t

nas cuyos elementos son todos +1 6 -1 y tal que H.H = nI se
llama matriz de Hadamard.

Ejemplo: 5l =

Un buen ejercicio para un primer curso de Algebra

Lineal es mostrar que el producto de Kronecker de dos matri -

ces de Hadamard es nuevamente una matriz de Hadamard. Partien

do entonces con H2 se puede conseguir matrices de Hadamard
para n = potencia de 2. Para construir otras matrices de

Hadamard el método mas conocido se debe a R.E.A.C. Paley:

Recordemos que, si Fq denota el cuerpo con g elemeﬂ

tos, el caracter cuadratico de I es la funcién X definida

q

poir (jivalores comple jos!) X (@) = @, X (x) = 1 St 54 es un

cuadrado no-nulo en Vq Y X k) = -1 en los otros casos. Defi

nidemdiort s == E{(fa =l ) plaiina) el SR I ma IRz NS E = (S )
a4 ot ) i J q ij

se llama matriz de Paley y satisface
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Sy =JS = 0
S ST

gq-1
SERERN s SRS

donde J es la matriz que consiste de elementos 1 entera -

mente.

Si a partir de la matriz de Paley S se construye

la matriz de q + 1 filas y columnas

la matriz C es una matriz de conferencia ( es decir, tiene

O en la diagonal, +1 o -1 fuera de ella y CCt =N (O Y

En caso que q = 3(mod 4) se puede considerar
&,
H =T + ¢ la cual, gracias a que C€C = -C y -1 no es un

cuadrado en Fq, resulta ser una matriz de Hadamard.

Tomando gq = 11, por ejemplo, se obtiene una matriz

de Hadamard de 12 filas y columnas.

Es facil probar que si Hn es una matriz de Hadamard
de n filas y columnas, entonces n es un miltiplo de 4.
Hasta 1978 no se conocia una matriz de Hadamard de orden 268,

ni se sabia cuantas hay de orden 24.
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El cédigo descrito para el Mariner 1969 es un co6di-

go en bloques construido a partir de H llamado cédigo de Ha

32
damard: En H_ =y =hivisie reemplaza cada -1 por 0, se tiene
asi 2n filas due son palabras en F;. Como dos filas cuales
quiera de Hn difieren en la mitad de las posiciones, este

es un cédigo con parametros (n,2n,%n), o bien (32,64,16) en
el caso descrito. Todos los detalles pueden ser recuperados
ahora por el lector mas interesado. En 1972, el Mariner 9
transmitié excelentes fotografias del Gran Cafién de Marte uti
lizando el cédigo de Reed-Muller llamado R (1,5). En la cons-
truccién de éste cédigo el papel principal lo juega el siguien

te, hermoso teorema de Lucas (1878).

Teorema: Sea p primo y n = 2 n;p oy o K N=E kip las

representaciones de n y k en base p. Entonces

1
= I ( mod p)
k 1= i
En este punto pretendemos haber acumulado evidencia
suficiente para justificar el deseo de construir cédigos con

alguna estructura algebraica. Una primera manera de lograrlo

es eligiendo Q = Fq, el cuerpo con q elementos como alfabeto

n
(g = pr 3 p primo). Entonces Q es un espacio vectorial de

(n)

dimensidn n, que se acostumbra denotar por IR o simplemen

te ] en teoria de cédigos. Podemos definir ahora: Un cédi-
Gy Seiit ST G e

go lineal © es un subespacio de IR o Si C tiene dimen -
sién k entonces C es un [k = cédigo y si la distancia
minima es d, es un[ n,k,d] - cédigo. Nétese que en la nota-
cién anterior es un (n,qk,d) - cédigo.

Una matriz generadora G para el cédigo lineal C

es una matriz de k filas y n columnas, cuyas filas son una

base del subespacio C.
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Es claro que el codigo C se recupera a partir de G

como C = ﬂaG | a cOk- X

G ETeine Siiy G = (IkF), en bloques

donde Ik es la matriz identidad. En tal caso, los primeros
k simbolos son simbolos de informacién y los restantes, llama

dos chequeos de paridad, estan determinados por una clave.

Es claro que, en cuanto a capacidad de corregir erro
rres, dos cédigos Cl y 02 son igualmente buenos si C2 se ob -
tiene de C1 aplicando una permutacion fija a los simbolos de
las palabras en Cl. Tales codigos se llaman equivalentes y el
dlgebra lineal elemental nos dice ahora que todo cédigo lineal
es equivalente a uno cuya matriz generadora tenga forma stan-

dard.

Sabemos que si la distancia minima es 2e + 1 enton -
ces C corrige hasta e errores. Si ella es 2e entonces de -

EEoEa e et RO REISH

En general, para calcular la distancia minima se de

be chequear B! pares de claves; pero si el cédigo es lineal,

el trabajo es menor:

Teorema: Para un cédigo lineal, la distancia minima es igual

al peso minimo.

Para demostrarlo basta observar que

d(x,y) = d(x-y,0) = w(x-y) y que si x,y e€C entonces x-yeC.

Denotando por <,> el producto punto usual, se puede

s + :
asociar a cada c6digo C un cédigo dual C mediante
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e (n)
€ ={(yeR I <xyy> = @ W)

Nétese que éste no es necesariamente un '"complemen-—
to'" ortogonal en el sentido usual para espacios vectoriales
sobre R ya que, sobre Fq’ C y G pueden tener intersec-
cién no trivial, e incluso coincidir. El cédigo C es auto -

si € = €t

Nuevamente el algebra lineal elemental muestra que
si C es un [n,k] - cédigo entonces & @S Wi [n,n-k ] -cédi

go .

Si la matriz generadora de C es en forma standard
e

©
(IkP) entonces la matriz H = ( -p In k) estgeneradora de (9}
pues tiene el rango y tamafo correcto y GH = 0 con lo cual

cada fila de G es ortogonal a cada fila de H, i.e.

X zC<—>th = 0

Por esta razén H se llama la matriz de chequeo de paridad de C.

() & :
Para cada x :DJ tiene sentido entonces llamar a xH el sindro-

me de x.
n
Para cada x € R () tiene sentido entonces llamar a

Se tiene asi que el sindrome de una clave es 0.Como C es un

subespacio
n)

s ( n

de R , el espacio Rk ) se particiona en clases laterales

de R . Néotese que X,y pertenecen a la misma clase lateral

si y solamente si x - y eC, lo que equivale a (x = y) Ht=0
. ‘ Gy g

y esto ocurre si y solamente si th = yH ;5 i.e. x,y pertene -

cen a la misma clase lateral si y solamente si tienen el mis-
mo sindrome. Si se recibe entonces la palabra x = ¢ + e, con
vector de error e, es claro que el sindrome de x y el de e
son el mismo. De acuerdo al principio de semejanza maximal,

se debe entonces encontrar un vector e de peso minimo en la
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clase lateral de x . Tal vector se llama vector lider de su

clase lateral (coset leader).

Veamos como funciona ésto en la practica, recordan-
do el Gltimo codigo descrito para el experimento de lanzar la
moneda: La informacidén es un triple binario, se transmiten
séxtuples y como los U(ltimos tres simbolos son expresiones 1i
neales en los tres primeros, el cédigo es claramente lineal y

su matriz generadora es (recordando a, = a, + a

4 > eitc. )

3

o
=
—
-
o
o

H i 0 1 @ i 0 pues —pt =P yn-k=ks=

ot
O B H = O
o - O r O &
- O P O H K

Si se recibe b -( bl,bz,..., b6), se calcula
T
[olil = = (b2 + b3 + b4, bl + b3+ bS’ b1+ b2+b6).

Este es el sindrome, conocido al receptor. Supongamos por

ejemplo que el sindrome es ( 1,0,1). Se resuelve entonces el

sistema
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La variedad de soluciones es (0,1,0,0,0,0) +

R (B RS I B8 (0o (ol R (R B IS OIS I i (09) 0 (00 i O 1L @ L)) S0 S Gl
el UGnico vector lider posible es 0),/01(05,(07,105,10)F . Sie deciodi
fica entonces  x = (bl.bz + 1,b3,b4,b5,b6). Un buen ejerci-

cio de algebra lineal es demostrar que para todo sindrome
hay un Gnico vector lider posible, salvo para (1,1,1) para

el cual hay tres vectores lideres posibles.

Resulta conveniente, a veces, agregar un simbolo ex
tra a cada palabra de acuerdo a alguna regla bien establecida.
La manera mas usual de hacerlo, para un cédigo C de longitud
n sobre el alfabeto Fq, es definiendo el Eégigg_ﬂiﬁiﬂgigg ©

mediante

c: n+1
€ = {( CrsConen cn’cn+l)‘ (cl, yer NelCh i_l c1=0)

Si C tenia matriz genmeradora G y matriz de che-
queo de paridad H entonces C tiene matriz generadora G
y matriz de chequeo de paridad H donde G se obtiene agregan
gando una columna de manera que la suma de columnas de G sea

0 y donde

En caso que C sea un cédigo binario con distancia
minima d entonces, si d es impar, la distancia minima de

C es d + 1 ya que todos los pesos y distancias para C son pa

neisiv
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Si G es la matriz generadora de un [n,k ] - cddigo
(o} sobre IF , se dice que C es un cdédigo proyectivo cuando dos
columnas cJLlesquiera de C son siempre linealmente indepen-—
dientes, es decir cuando las columnas de G representan pun -

tos distintos de PG(k - 1,q).

Sea n = . El[ n,n—k] - codigo de Hamming so-

bre Fq es un cdédigo para el cual la matriz de chequeo de pa-
ridad tiene columnas linealmente independiente a pares, i.e.
las columnas son un conjunto maximal linealmente independiente
a pares. Sea C un [ n,n-k] -cédigo de Hamming. Si c€C y e

es un vector de error de peso 1 entonces el sindrome de

Ch 4 fehiieis: (o e)Ht = cHt + th = th = (0,...,0, 3 EOT RRATY 0)¢

un mGltiplo de una fila de Ht, es decir un mGltiplo de una

columna de H que determina claramente la columna de H pri-

mero y enseguida. Asi C corrige un error. En consecuencia

la distancia minima de C es al menos 3. Por otra parte, una

esfera de radio 1 alredeEor de « ic e/.C icloniriene

1 + (g-1)n = 1 + ( q-1) gL = qk palabras y como qk|C|= qk.qn_k=
q -1

= qn resulta que C es perfecto y la distancia minima es exac-
tamente 3 (si fuera mayor, las esferas de radio 1 no podrian

cubrir todo el espacio).

Como a veces no basta conocer la distancia minima
sino que se necesita saber mas de todas las distancias posi -

bles, se introduce los nimeros

A = [Feieie |t wic) = i}

La sucesidén {A.} .
{ 1}1 1

C_y la funcidn generatriz

es la distribucién de pesos de
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n

AAE2) =8 z A.z
i

se llama enumerador de pesos de (06

En 1963, F.J. Mac Williams demostrdé la hermosa, e

importante relacion siguiente entre el enumerados de pesos

A(z) del cédigo lineal C con pardmetros [ n,k] sobre Fq %
el enumerador B (z) de su cédigo dual @
e

T i e et T

Posteriormente J.H. Van Lint ha encontrado una de -
mostracién relativamente simple de este hecho, que se puede

encontrar en la bibliografia.

Un segundo tipo de ejemplos de cédigos lineales se

obtiene como sigue:

Un cédigo C es un cbédigo ciclico si:

St e 158 —Jcn_l‘co,..., S o )€ c

La herramienta algebraica es ahora el anillo cuo -
ciente del anillo de polinomios Fq [x] por el ideal princi-
pal (xn - 1) . Considerados como grupos aditivos, hay un iso
morfismo evidente entre F: % Fq =7 (Xn - 1) con la venta
Jja que el segundo tiene una estructura multiplicativa. El he

cho importante aqui es el siguiente:

Un cédigo lineal C en F: es ciclico si vy sola -
mente si (bajo la identificacién dada), C es un ideal en

1= B O LS T
q
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La Aritmética encuentra ahora una aplicacién en teo
ria de cédigos como sigue: Sea n un primo impar y sea ]Fq
el alfabeto de tal manera que q sea un residuo cuadrdtico
médulo n y sea a una raiz primitiva de la unidad en alguna

extensidn de ]Fq. Sean

R =(i2(modn)1is]F,i#0)
o n
%
Rl—]Fn— RO
r
X = @ X = X = =
g, (X) reRl el e (G = e )

Resulta que G g tienen coeficientes en IFq y
que

XEEe= = (k= 1)g°(x)gl(x)

Los polinomios g (X) y (X - 1)g,(X) generan idea-
o 1

Para terminar con un ejemplo simple construyamos so

bre ]F:! = {0,1,2) un codigo de Hamming con
K

T e A TS T 4.
qE =

Para ello hay que escribir una matriz de dos filas y cuatro
columnas linealmente independientes a pares, para lo cual bas
ta escribir todas las columnas cuyo primer elemento no nulo

(SISERINS
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Esta matriz, de chequeo de paridad, tiene la forma (IZP). En

& i -
consecuencia la matriz generadora, G es (=P 12) es decair

2
El cédigo es entonces C = (CxG[ S xTe Fs}y podemos es-—

cribir explicitamente:

(o), @)i6 = (0,0}, 0},/00)

(0, )G =1 2,1, 0,1)
(@@ = (Cal, 260 5 2)
(@ fodic = (E 25725 o))
((LyC = (Cal @5l b))
()@ = ((@qak; 1l 2)
((2HioniG =" (TR 12" o))
(han)iG="(Col, 2521
(@,2)6 = (2,0,2,2)

Se pucde ver ahora a simple vista que la distan -
cia minima es 3 y que C corrige un error, e.g. dandose un

cuddruple cualquiera y encontrando en la lista un cuadruple

a distancia a lo mas 1 del dado.

Todos los tépicos apenas visualizavos aqui, se en -
cuentran en el excelente libro de J.H. Van Lint, Introduction
to Coding Theory (Springer-verlag, Graduate Texts in Mathema-
tics 86 (1982)). Para una lectura mas completa es recomenda -
ble ademas el de F.J. Mac Williams y N.J.A. Sloane, The Theo-
ry of error-ccrrecting codes (North Holland Mathematical Li
brary 16 1978)) .




