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CREACION POR BIFURCACIONES DE CICLOS LIMITES SEMI-ESTABLES
EN EL PLANO

Jorge Billeke Gonzalez *

1.~ INTRODUCCION:

l.1.- Es ampliamente conocida en la literatura de la mateméc_i_
ca la bifurcacién de Andronow-Hopf, ver por ejemplo [1],[2],
esta consiste en la creacién de un ciclo limite estable a par
tir de la bifurcacién de un foco no hiperbdélico. ALli se con-
sidera la siguiente familia a 1- parametro de campos vectoria

les en IR2

X = -y + x [g- (x2+ yz)]
Xe (x, %) = b 3
y-= x +y [E- (x5+ y)]

cuyo diagrama de bifurcacidn es:
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X
il a2
€l ciclo limite en el plano es S, = ((x,y)eR " /x +y =g }
1.2.- Consideremos ahora la familia a 1-parametro de campos Vvec

toriales en ]RZ dada por las ecuaciones:
5 2 2
X =2yl A i xRy €2 ]2
Xg (x,y) =
5 2 2 20852
Y= =2 RlyE|lXSE = E ]

En ¢l capitulo siguiente demostraremos que el diagra

ma de bifurcacién es el siguiente
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2.- CONSTRUCCION DEL EJEMPLO:

2.1.- Tomemos la familia a 1-parametro de campos vectoriales
dada 1.2. X, (x,y) = (2y, -2x) es un campo vectorial lineal y
el origen es una singuleridad tipo centro cuyas éorbitas tie -

nen periodo T.

TEOREMA

B 1 L 5 s
Para § >0, xE (x,y) tiene a SE como Unico ciclo 1li-
mite y este es semi-estable. Atractor en su interior y repul-
sor en el exterior y el origen es un foco hiperbdlico repul -

sor.

Para g <0 la situacién es la inversa, es decir

RS
£<0 £=0 ENSN0



28 Ciclos Limites Semi-estables

2.2.- DEMOSTRACION
Sea y la curva cerrada en el plano dada peo- la ecua
c iomn Filx ) = X=+ y2— 5,2 = 0. f es de C® y no tiene puntos

criticos scbre y y ademas

f >0 vy f PO ()
Exterior de Y Interior deY

Usando las técnicas dadas por R. Sverdlove en[ 3]

veamos algunas consideraciones generales para que un C® = cam

po vectorial en el plano X = (P(x,y), Q(x,y)) solo tenga a Yy
. =1 + -

como ciclo limite donde y = f (0) con f un polinomio real en

(x,y) con la propiedad (*) dada mds arriba.

Como y debe ser un conjunto invariante por el flujo

debemos tener:

e @i = 2 T et (e
dt ax Ay

< Gradifh Xt 20=rQ

Esta Gltima igualdad ocurre pues se estid sobre una

curva de nivel de f.

=1
<Grad f, X >=0en f (0) si y sélo si existen fun
ciones A, 81. 82 g R2~ IR con A # 0 tal que:
af
P=ASZ 4B, f y Q:—A—a—€+82f
3y £



J. Billeke 29

BRUEBA

1
Consideremos el campo de vectores V = (grad f) s

luego sobre Y se tiene X = A(x,y) V (x,y), entonces

X = AV + Bf con B = (81, 82) arbitraria

es dzcir (P,Q) = A (2L _ 20y, (s f, 8, )

Si df tiene signo constante en cada componente de RZ-Y
dt

(sobre las érbitas) entonces Y es un ciclo limite.

Como f no tiene puntos criticos sobre y implica que
cero es un valor regular para f entonces las curvas de nivel

de f para § e(-¢, &), (& pequefio) son curvas cerradas ani -
llando a Y.

Si por ejemplo i ESxe)e .yt ) seomeon (x() oy (t) )
solucién que por t = O pasgtpor (xo, yo)t Interior de Y , en-

tonces

lim f(x(t), y(t)) = 0

t + 4@
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En nuestro ejemplo:

2) 2 2
CHES N T e £21%)>0
dt
af z 2
Volvamos al caso general: Veamos que -—— tiene sig
at
no constante fuera de Y
£ ifi
dif =< Grad f,x 2= F(E1 Chiy 52 HE
dt 3ax Ay
ot gha . BE ¥ aned it (ERiiEng aal
Tomando 81 = 51 A BZ = B 2 con B1 82 [0]
ax Yy
2 2
i af . 3
Tenemos : B 35 + B jf =[5 j£ + BY == que tiene sig
1 2 il 2
ax ay ax ay
no constante.
Sin perder generalidad tomemos B; = Bé =Gy Asz 1
entonces
%= (PhQ)) = | SRR e o e O
ay ax x ay.

es un campo de vectores que tienme a y como Unico ciclo limite.

2.5.- LEMA 3

Si G cambia de signo al cruzar Yy entonces Y es un

ciclo semi-estable.

PRUEBA

f y G ambos cambian de signo al cruzar Y por lo tan-
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LR L R B (i’f)z (—aﬁ)z]
dt ax Ay
tiene el mismo signo fuera de Y
Finalmente en nuestro ejemplo tenemos:
& i, o Fll B 2 T o S s e S e e
Lo que nos muestra que Y = f_1(0) es un ciclo semi-estable

1
ubicado en Sg.

3.~ OBSERVACIONES Y PROBLEMAS

3.1. R. Sverdlove en [3] hace un andlisis del siguiente tipo:
Dada una coleccidén de curvas cerradas simples disjuntas en el
plano Y dadas por ecuaciones f (x,y) = 0,f €C® f no tie-
nen punéos criticos sobre Yi y ;i es positiv; en el éxterior

de Y y negativa en el interior de Y . El encuentra funcio -

nes P(x,y), Q(x,y) tales la ecuacidén diferencial.

= PH(EE YA
y = Q(x,y)

S6lo tiene a los Y como ciclos limites. Ademds mediante elec
i =

ciones adecuadas de f y A, 81, 82 en el lema 1 estos ciclos

limites pueden ser de cardcter estable. (atractor o repulsor)

Yy semi-estables.

3.2. Observemos que en el ejemplo dado en el capitulo 2, la

derivada de la transformacién de Poincaré es uno, es decir

31
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Un problema interesante es encontrar un campo de vectores po-
linomiules de grado k que tenga un dnico ciclo limite no hi -
perbélico y tal que las derivadas de la transformacidn de
Poincaré hasta el orden n-1, n impar sea nula y la de orden n
sea no nula. Luego hiperbolizar este ciclo limite dentro de
los campos polinomiales de grado k. (E:ce problema fue pro -

puesto por V. Guidnez).

3.3. Otro problema es crear po~ bifurcaciones ciclos limites

semi-estables en el plano pero de grado <5 (el nuestro es de

grado 5).
3.4, Dado X, (x,y) = (-y,x) centro en el plano. ;Es posible
encontrar una perturbacidn & (GXERAI=IX S, Tyl i (MBS S SIb0)

tal que f(O0,x,y) = 0, f(g , x,y) sea un polinomio de grado 2
en (x,y) vy x:(x,y) tenga un Unico ciclo limite semi-estable
en el plano?

(Este problema fue propuesto por R. Bamon)
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