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EL GRUPO DE LOS DIFEOMORFISMOS,dif(X), DE UNA VARIEDAD
DIFERENCIABLE CONEXA, SIN BORDE,X, OPERA TRANSITIVAMENTE SOBRE
LA VARIEDAD X

Gustavo Avello J. *

Se probard el siguiente;
TEOREMA

Sea X una variedad, conexa, sin borde, de clase Cp,
p > 1, de dimensién d. Para todo par (a,b) de puntos de X, existe f
en dif(X) tal que f(a) = b.

Este es un resultado conocido de topologia diferencial y,
afirma, en otros términos, que una variedad conexa sin borde €s ho-
mogénea, e€sto es, ella se ve exactamente igual en todos sus puntos,

no hay partes "distinguidas", [l

La demostracién que se presenta sigue en general €l esque
ma de [ 2l pag.74, aunque se complementa con algunas partes que

alli no aparecen desarrolladas.

*Depto. de Matematica, Universidad de Concepcién
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Este resultado puede también obtenerse como un caso par
ticular de un teorema que aparece en [ 3], pég. 189, cuya demos

tracidén es completamente diferente.

Para demostrar el teorema probaremos, previamente,

tres lemas.

Existe g >0, tal que para todo t, |[t|<g, existe

g = g & dif (AN a1 Sque ¥e(0) ="t g (x)N="x para [x(>"2.

Demostracidén

Sea ¢: R+Rcomo en la figura:

~2 =l

—
N

tal que ¢ et de clase C® , O

1A
°
1A
=

» ¢ = 1 sobrel-1, 1] ¥
® = 0 para [x|> 2.

Consideremos la funcidén g = t¢ + Im, donde |t|< &,
£ es una constante cuyo valor se va a determinar, e, IR= iden
tidad de IR.

Se tiene g!' = t ¢ + 1, luego existeg >0 tal que
eI 1 donde | o'l = max | ¢ (x)]

X ER IR
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Es claro que para todo t tal que [t]| <&, g'(x) >°©
para todo x en R.

Por lo tanto la funcién g es de clase C , estricta-
mente creciente, luego g e€s un ¢”_difeomorfismo. Se tiene glo)=t

¥ st (bal[ 2 EEHEI) =

d y
Existe £ > 0, tal que para todo y e B(o, &) C R~, exis
te g = g(y)
d
R- - B(o,1).

en dif (R9) tal que glo) = y, g = IIRd sobre

Sea ¢ la funcién considerada en la demostracién de Lema 1.
Siea he ¢ IRd—-—)IRd, definida por:

h(xl,....,x)=[x+to(x1)¢(x2+ ....... X

d 1

Se tiene:

IS hlcshc S plle st relioNes!

2) h = Iy fuera de B(0,2)x B(o, {2) ¢ R x T SR

esto es, h(x)= x para x € A] = R9- B(O,Z)xB(O,f?
pues, x=(x3,x;') con X] = (X2' ______ )X )

x
- e o 2
xs‘ A == |xll_>_2 o lelll = XF .t Xy > 2
asi, h(x) = x por definicién de h.
3) h_es_inyectiva: pues de la relacién
2 5 = ' )
h(x) = h(z), resulta: x = (xl, xl), Z= (z], zi)
2 2
o e Rt ' A ' .
iz e (G DR bl SERE el (zq) o Cllzg 11705
2 N
si ponemos K = ¢ (||xili s O (Hzillz) se obtiene
| = K
Xy * t ¢ (XI) K z + to (Zl) , por lol tanto
floc =z [F = fecsde (z)-¢ (x )2 [eKe (8 Wz = =il
|x] —zlliit @'(£)||21—X]|§|tl”¢'“ |Z] —Xll.

ST e O\
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como |t| || o'||<« el ¢|l< 1, resulta z, = x;; por lo tanto u = z

d

d d
4) Para_todo x en R, h'(x) e Isom(R_, R

)

En efecto, det [h'(x)] =1 +:o'(x1) ¢ (xg RS xi) >0
Es claro que h depende de t, con |[t|< &, escribamos en

tonces h = h,. De 1), 2), 3) y 4) resulta htc dif (!Rd),

2]
he(0,...,0) = (t,0,...,0), h = I , sobre o BO2 )bk B L0y 408 ) v
R

Para j CKL,Z,.....dh y |t|<€&, consideremos la fun-

cién H(j,t) : le >IRd, definida por:
2

H(J,t) (xl....,xJ,...,xd)= (xl""x_j-l’ xJ+t @(leo ([Ix'jll Ty
xj”,... xd)
donde x = (XJ' x:j)

Es facil ver que
d

HI yt)o= °J. o ht' donde Jj : R > Rd estd definida por:

oJ (xl....,xj,....xd)=(xj,x2,....xJ._1 VXp xJ+1,...,xd)

y h: es el difeomorfismo que acaba de construirse, luego, pa-

ra todo j ¢ {1,2,...d} y para todo t, |[t|S& , se tiene

H(j,t) edif (RY),

Ademds cualesquiera que sean je{1l,2,....d}y tl.t2

t
d, con Itjlf.t, se tiene:
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H(J,tj)(t]_,-..,tj_l.O,....O) = (Egeennby g0 Eg 0:..0)
d X
HI e =T a sobre R - Aj’ donde Aj = (xl""’xj""'xd)'
R
B2 m s < (20
J J
Puede notarse también que:
H(L,t,) = he
1
H(l,tl)(o,...,o) = (:1,0,,..,0)
ity H(L,t,) H(2,t,) H(d,t,)
(0,..,0) ———> (:l.o,...,o)——>(tl,t2,0,..,o)» > (tl’tz""d)
Considerando:
(A= H(d,td) o H(d—l.td_l)o....o H(l,tl)
Se obtiene:
G caif(mY)
@O} « o vy O = (tl,...,td)
G =1 sobre Rd - B(O,r )

Rd

donde B(O, r ) es una bola abierta en Rd que contiene

al con-
d
Jjunto acotado u A
Fel 58
Es claro que G depende de (tl....,td) € md, con
(6 e o Bs)
|tJ|§ £. Pongamos entonces G = G L 4

d
considerando ahora g: md + md definida para todo xe R

g(x) = 1L G (rx) se obtiene:
r
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g:dif(md)
g =20 q sobre le - B(0,1)
K
CoplRE Ba e )
L& R i d
< d
De aqui se concluye que para todo y = (y;,:.., yo): R

tal que ||yl Tl €., existe g = g(y) en dif(IRd) que verifica
B
d

g(0) =y, g =1 q sobre R° - B(0,1)
R

COROLARIO

Existe &€ > 0 tal que para todo 8e]o,El , y para todo
y € ]Rd, con ||y|l < B existe g = g(y) en dif(le) tal que g(0)=y,
g = Inpsobre IRd ="B(0, B ).
DEMOSTRACION

Basta considerar la funcién x ,—s g (B x), con g y

£ como en Lema 2.

Para todo x en X, existe un abierto U de X que con
tiene x, tal que para todo y en U existe f = f(y) en dif(X),

tal que f(x) = y.
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Demostracién

Sea (V , 01) una carta de X en x. Como °1(V) es abier

3 d
to en ]Rd, existe y en dif(R ) tal que:
@) e G )

En efecto, existe una bola cerrada B(a,r) C o, (V),

esto es porque °1(V) es abierto en ]Rd, sea ¥ en dif(Rd), tal
= = il 3

que ¥ (B(a,r)) = B(0,1), por ejemplo sea V(y) = = (y-a), se tie

ne :

Bl(10,1) =¥ (B(a,r)) ¢ ¥ ( ¢ (V) = (W), eom 9=¥ 0w, . Es claro

que el par (V, ® ) es también una carta de X con X, pues
¢ : V+ ¢ (V) es biyeccidén, y para toda carta (Vi, Qi) de X,

=1
se tiene: ¢ (V. N V) y 6 (V.0 V) abiertos en mI, ¢o oy ¥y

g © ¢ de clase cP .
L

Se puede ademds suponer a esta carta (V, ¢ ) centrada
en x, esto es, ® (x) = 0. Si asi{ no fuera,se considera G - d(x),
7b= o o STily) ="y — @ (x), asi (W, 5) es una carta de X en x,
tal que .&i(x) ="0.

Es claro que B(0,1) ¢ ¢(V), pero no se puede asegu -
rar que B(0,1) ¢ ®(V). Sin embargo, existe 8 € ] 0, £[, donde &
es el nimero cuya existencia asegura el corolario precedente,

tal que:

B(0,B8 ) C ¢(V), esto es porque O = ¢(x)e 6(V) y 4(V) es abier

to en ]Rd.

1

Pongamos U = ( ¢ )™° [B(0,8 )] , U es abierto en X,

x €U pues ¢(x)= 0 e B(0, 8B ).
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Para todo y en U, considerando z = ¢(y) € B(0, g )

existe, por corolario precedente, g = g(y) en dif(IRd) tal

que: g(0) = z = ;(y)

Gy =t sobre ]Rd - B(0, B).
Rd

XX, pOR:

f = I, sobre X - (5)— [ B(o,8 )]

1

og o () sobre ()7 [B(o, B )

Se tiene:
(1) f es biyeccidn:

Se tiene a # b ==> f(a) # f(b)

Sit al,bife Yo = (@NEL [Bilon 81) ] » ofisd ah by nesulta

f(a) # £(b) pues £|Y y £|Y® son inyectivas.

Supongamos, por ejemplo, a €Y, be ¥® se tiene:

£(b) = b

2l =o)L ole o o ()

Con ~&'(a) eNBI((0], Bl s se . tuvilera filal) = (b, resul
taria, (‘;)_1 g(;(a)) = b, por lo tanto, se tendria,
SR () i )

Pero g(;(b)) = ;(b). pues o (b) f B(O, B), ya que b ¢ (;)-][B(O'S)L

luego de (1) se tendria ;(a) = 3(b), iabsurdo!



J. Avello

(2) £ es de clase CP: Sig®

(3)

pues X u

(3) £(x) pues! £(60) = Ut

(™Y [elen ()] s (Ee =

a

Demostracién del Teorema

Sean x, y € X

Para x fijo en X, sea A = AX

A= (yeX| g'y)

existe g = e @df (X))

Es claro que A no es vacio,

A es abierto y cerrado en X,

€l teorema estard probado.

€s_abierto:

tiene y tal que para todo z en U,

(z)

que f (y)

Probemos que U c A. Sea z ¢

o g o ()

como X es conexo resultara A

existe f

il

V, ya que Y = (s) [ B(0,B)]c

(o) (v)je VvV y leC. f|V son de clase cP.

o) ) )

definicién de f

el conjunto definido por:

(y)

tal que g (x)

y}

se probarad enseguida que

X

y, por Lema 3, existe abierto U de X que con-

(z)

en dif(X) tal

( X
uh A e (X) tal que
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(y)

Como y e A, existe g e dif (X) tal que E(yhx)=¥

Por lo tanto f(Z)( g(Y)(x) )= f(Z)(y) =z

Asi, (f(Z) o g(y))(x) = z. Luego ze A.

A _es cerrado

abierto U de X que contiene z, tal que, para todo y en U, exi§
te @) g aie () et cro 2 @) = v, pen deeladeiEn Go A,

AN U £ @, sca X, € AN U

(x,) (x)

Por lo tanto existe f e dif (X) tal que f (x)=

(pues xEse A).
(x,) (xg

Ademés, existe g € dif(X) tal que g ((z) = X

pues x €eU.
(x_) (x )
De donde: g ° (z) =f ©° (x), y,
(G (x )

e L CHINE o T )

Asi, z ¢ Ay A es cerrado.
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