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llL GR UPO DE LOS DI FEOMORFISMOS ,dif(X), DE UNA VARIEDAD 

DIF ERENCIABLE CON EXA, SI N BORDE,X, OPERA TRANSI TIVAMENTE SOBRE 

LA VARIEDAD X 

Gustavo Ave. l l o J. ·~ 

Se. probará e.l sig uie.nt€ : 

TEOREMA 

Se.a X una varí e.dad, cone. x a , sin borde., de. clase. cP , 

p > l , de. dime.nsión d . Para todo par (a , b) d e. puntos de. X, e.xiste. 

e. n dif(X) tal que. f(a) = b . 

Este. e.s u n re.sultado conocido d e. topología dife.n. ncia l y , 

afirma , e:n otros tirminos , que. una varíe.dad co ne.xa sin borde. e.s ho­

mogé ne. a , e.sto e.s , e.lla se. ve. e. x actame.rite igual e.n todos sus pu n tos , 

no hay partes "distin g u idas" , [ 1 l. 

La de.mostración que. se. pre.se.n ta s ig ue. e.n ge.ne.ral e.l e.sq u~ 

ma de. [ 2 J, pág . 74, aunque. se. co mple. me. n ta con algunas parte.s que. 

allí no apare.ce.n de.s arr o lladas . 

*De.p to . d e. Mate.mática , Unive. rsidad de. Conce. pc ión 
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Este resultado pue.de. t a mb 1Én obte. n e.rse. co mo un c aso pa!:_ 

t i c ul ar d e. un te.ore.ma que. apar e.ce. e.n { 3 J , pág . 1 8 9 , cuy a de. mo s 

tra ció n e.s co mpl etamente. dife.r e.nte. . 

Para de.mostrar e. l te.ore.ma proba r e.mes , pre.viame.n te. , 

t r es le.mas . 

Exi ste. ( >0 , tal que. pa ra to do t , 1 t l2_(; • existe. 

g = g t ' dif (JR), tal qu< g(O )= t , g( x) = x para lxl~ 2 . 

Se.a~: P.•R c omo e. n la f i g u ra : 

- 2 -1 1 
tal que. 41 e. s de. clas e. e"° ' o 2. 41 2. l ' sobr e. l - 1 ,J )y 

o = O para 1x1 ~ 2 . 

Consideremos la fun ció n g 

( e.s una c onsta n te. cuyo valor se. v a a de.t e rmin a r , e , I R = ide. ~ 

tidad d e. IR . 

Se. tiene. g ' = t ~ · + 1, lue.g o exist e. ( >O ta l qu e. 

( 11 o ' 11 < l , dond• 11 o ' 11 max l•< xl l 
X < JR 
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Es claro QUE. p ara todo t tal quE. ltl 2_( , g ' (X) >O 

para todo x e.n R. 

Por lo tanto la función g e.s de. clase. C.., , e.stricta ­

me.nt E. cre.cie.nte. , luE.go g e.s un c""-ctifeomorfis mo. Se. t ie.nE. g (o)=t 

y para lxl ~ 2 , g(x ) = x. 

Le.ma 2 . 

Exi ste. ' > O , ta l qu e. para todo y E se o, e 1 e JRd ' E.X l S 

te g g ( y 1 en dif ( Rd) tal que. g (o 1 = y, g = JJRd sobre. 

Rd - B (o, l) . 

Se.a la fun ción cons ide.rada e.n la dE.mostración de.Le.mal . 

Se.a h IR~.IRd, de.finida por: 

Se. ti e.ne:: 

l ) ~-~~-_g_ "" ' pu e. s $ lo e. s 

2) ~-~-! Rd f~~_r:_~~-!~~_'.:~:_! (O ' .[2) <:'. IR x Rd- 1 = JRd ' 
e.sto e.s, h(x)= x para x ( AJ :-;ct-=-B(0:2)~8(Q~f2) _____ _ 
pue.s , x=( x1 , x 1 ') con x] = { x 2 ,. .... 2: ' xd ) 2 
x ' A1 "'=> 1x1 1 ~ 2 o 11x¡112 x2 .. .+ xd > 2 
así, h( x) = x por de.finición de. r.i . 

3) ~-~~-l~Y~~!l~~: pue.s dE. la re.lación 

h(x) = h(z) , resulta: x = ( x 1 , xi) , z = (z 1 , zi l 

X l Z i , X l + t • ( X l ) • ( 11 X l 11 2 ) = Z l + t • ( Z l ) • ( 11 Z l 11 2 ) ; 

si ponemos K = • ( llx¡l l 2 1 = • ( llz¡ll 2 1 se o b t i e n e 

x 1 + tlll (x 1 ) K = z 1 + t ltl (z 1 ) K , por lo ta n to 

l x1 - z 1 1 = ltK (• ( z 1 l - • (x 1 ll\ ."_ l tK• :' Jll¿ 1 - x 1 1 

lx 1 - z 1 1 _.:_lt •'(( l l l z 1 - x11_.:_l t lll•'ll lz 1 - x1 1 . 
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como ltl 11 • '11 <. e 11 •' 11 ..:. 1 , r esulta z 1 x1 ; por lo tanto u 

4) ~~!~~-~_!!;~~-~~-!_ Iso!!!_.!._.!!~_1!~ 
En e.fe.cto, de.t [ h ' ( x) ] = l +(ei' (x1 ) 41 (x~ + . . • + x~) >º 
Es clar o que. h de.pe.n de. de. t, con ltl2_ ( , e.scribamos E.!; 

tonce.s = ht. De 1), 2) , 3) y 4 ) re.sulta htc d i f (IRd), 

ht (O , ... , O) = (t , 0, ... , 0) , h = l d sobr< J1 d _ B(0 , 2) x B( O, [2') . 
lR 

Para j c \_1 , 2 , .... . d ~ y ltl2_ ( , consid e. r e. mos la fun-

ción H(j , t) 

H ( j. t) ( X) , " · , X j , " • , X d) = (X) , " •X j - ) , X j + t • ( X j ) • ( 11 X' j 11 2 ) , 

xj+l' ... xd) 

d onde. 

Es fá cil ve.r qu e. 

H(j,t) =ojo h t ' d onde. Jj JRd __ > R d e.stá de.fi n ida p or: 

y ht e.s e.l dife.omorfismo qu e. acaba de. constru irse. , lue.go, pa -

~!-~~~~-~-~-~~~~!~~~~2--~-~~~~-:~~~-~!_l~!~~-!_::_~~:~: 

~l~.:.:~-~~~~-l~~~ . 

Ade. más cua l e.squie.ra que. se.a n j c{l,2 , .... d} y t 1 , t 2 

.. . td, con 1tj1 .<:< , se tiene 
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P u e d e. no t a r se. t am b i é n que.: 

H( l , t 1 l = h tl 

H( l , t 1 )( 0 , .. . , O) 

As í: 

G. Avello 

H(2 , t 2 ) H( ó , t d ) 

(o ' .. ' o ) (t 1 , O , . .. ,0)--- >(t1 , t 2 ,o, . .,O)• . . . - - > (1_ • "2 • · •td) 

Co nsi d e. r a nd o: 

Se. o b tie n e.: 

[

G c dif ( JRd ) 

G (O , . .. , O) = (t 1 ,. .. , tó) 

G I sobrE. :Rd - 8(0 , r = R d 

donde. B (O , r) E.S una b ola ab ie rt a e.n :Rd q u e. c on t iene. al co n-
d 

jun to acota d o J =ul Aj 

Es cle r o qu e. G d e. p e. !'ld e. d E. ( t 1 , . .. , t d ) c 

G c G( t l , . . . , td) 
Po ngamos e. n t o n ce.s = 

co n si d E. r an d o a h ora g : lRd ... md d e fin i d a p a r a t o d o X e ffid por 

g ( X) = G ( r x) o b t i e n e : 
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gc d i f(lRd) 

1 b lR d - 8( 0 , l ) g = IHd so r e 

g(O) l (t l ' . . . t d ) 

De a quí se. con c l uy e q ue. para t o d o y = (y 1 , . . . , yd) e IRd 

t al que. llYll < ~ (=( 1 , e xi s t e. g = g ( y) e n dif ( IRd) qu e ver ifi c a 

( O) I so b r o lRd - 8 (0 , l ) g = y ' g = lR d 

Exi ste. i; >O t a l q ue. p a r a tod o Be ] O , i; [ y para t od o 

co n 11Y11 < ª e x iste. g = g (y) e n di f (IRd ) ta l que. g(O ) =y , 

DEMOS TRAC!ON ------------
Ba sta co nsi d e r ar la fun c ión x r-> g (B x) , c o n g y 

(como en Le ma 2. 

Pa r a to d o x e n X, exis t e un abie r to U de X qu e co~ 

t i e ne. x , ta l qu e. pa ra tod o y en U exis t e. f = f ( y ) e n d i f(X ) , 

tal qu e. f ( x ) = y . 
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De.mostr aci ón 

Se.a ( V , 0 1 ) una car ta de. X e.n x. Com o it> 1 ( V) e.s abi e. ! 

to e. n lRd , e. x iste. "' e.n di f ( lRd) tal que.: 

B( O , l ) c ~ ( o1 1V)) 

En e.f e. e t c , exist e. una bola c errada 8 ( a , r) C 41 1 ( V) , 

q u e. 'ti 

•s p o rqu•• ( V ) b. t IRd,s e.a\l rndif(IRd) , t al : _l e. s a ie.r o e.n ; 
( B(a , r )) = 8 (0 , 1 ) , po r e.je.mplo s e. a ~ ( y ) = r (y - a) , se. t i e. 

e.s to 

n e. : 

ii (O , l ) = • ( B (a , r )) c ~ ( o 1 (V)) = O(V ) , co n • = o o v 1 . Es c l ar o 

que. e.l p a r ( V, Q ) e.s t amb i€n una carta d e. X co n x , pue.s 

y .... Q (V) es biye.cci ón , para toda c arta ( Vi, Q i) d~1 X, 

se tie n e. : Q ( Vi f\ V ) y itii ( V/' V ) a biertos e. n IR d , lflo 4> 

4' i o 41-l d e. clase. e p . 

Se. p u e. d e. además s upon e r a esta ca r t a ( V , 4> ) ce n t r a d a 

e.n x , es to e.s , Q ( x ) O . Si as í no fue.ra , s e. conside.ra Q = ljl - l)J ( x ) , 

$ =To ~ , T(y) =y - <> (x ) , as í (V, !JI ) e.s una c a rt a de. X e. n x, 

tal q u e. lfl ( x ) = O . 

Es c laro q u€. 8 ( 0 , 1 ) e Q ( V } , p e.ro n o se. p u e.de. as e. g u -

r a r que. 8( 0 ,l ) c O( V ) . Si n e. mb a r go , e.x i st e. BE.J O, !;:( , d o nde. f; 

es e l n úmero c uya e xi stenc i a aseg u ra el co r o lar i o p re.ce. d e nte , 

tal qu e.: 

8 ( 0 , B C Q(V) , esto e s porqu e O $( x ) c Q( V ) y o( V) es a b ie.r 

to e n :md . 

Pong am os = ( ~ ) - l [ B( O , B ) ) , U es ab i er t o e n X, 

x c U pu e s 4> ( x )= O e 8( 0 , 6 ) , 
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Para todo y en U, considE.ran d o z = 41 ( y) E B(O, B) 

existe , por corolario prece d e n te , g = g(y) en dif(lRd) tal 

que: g(O) = ó(y) 

g = I sot:ire lRd - B(O, B). 
lld 

Definamos f = x ·x, por: 

f = IX sobre X - - )-l 1 B(O , B) 1 

Se tiene.: 

S< tie"e a ! 1' ==> f (a) ! f(b) 

Si a,b E Y = (;)-l {B(o , s) o si a, b E Ye , resulta 

f(a ) 1 f(b) pues flY y flYc son inyect i vas . 

Supor.tgam0s , por ejE.mplo, a EY , bE Ye se tienE.: 

f( ¡,) 

f(a) o g o ] (a) 

Con 4'(a) E 8(0, B), si se t uviera f(a ) = f(b), r e.su .!_ 

taría , (¡) - l g( iti(a)) = b , por lo tanto , se teRclría , 

g(•(a)) = 0(1') , ... .. ... . . : (1) 

2 1 

P.ro g(o(b)) ó(b), pues ó(b) Í 8(0 , B), ya que b t ($)-l [B (O , B )], 

luego de. (1) se tE. ndria <fl(a) = $(b), ¡absurdo ! 
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( 2) f e.s de. c las e. cP : pue. s X = Ye U V ya Que. y 

(;1= 111~)1~) ];-~-;-~IYº, f [V so n d • c l m cP . 

(3) f(x) = y 
- -1 

pu<S f ( x ) = [ ( ; ) o g o <I> ]( x ) 

- -1 -
(<I>) ( <l> )(y)) =y . 

Se.an x , y e X 

Para x f ijo e. n X , se.a A Ax el conjunto d e.f in i do por: 

A = {y c X! e. x iste. g g(y)' dif (X), tal qu< g(y)(x) y 1 

Es claro QUE. A no es v acío , se. probará e. ose.guida que 

A es abie.rto y cerrado e.n X , co mo X e.s co n e. xo re.sultará A = X 

y el te.o re.m a e.stará proba do . 

Se.a y e A, por Le. ma 3 , e xi ste. abie. r to U de. X que. con­

tiene y tal que. para odo z e. n U, e. x iste. f(z) e.n dif(X) ta l 

= z , 

Probe.mos QUE. U E A. Sea z e U, f(z) e dif (X) ta l QUE. 
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Como y EA, 

f ( z ) ( y ) 

z. Lueg0 z E A . 

Sea z E A, se pr0bará que z E A. P0r ~!.!!!~-~ · existe un 

abi~rto U de. X que contiene. z, tal que, para todo y en U, exi~ 

te g ( y) E dif (X) tal q1:1e g ( y)(z) =y, por def i r:ii ción de A, 

A () U # ~, s e a x 0 , A(\ U 

(X ) 
Por lo tanto existe f 0 

(X ) 
dif (X ) t al que f 0 (x) = x 0 

(pues X < 
o 

A) . 

Además, 

'u. 

existe g 
(X ) 

o 
(X ) 

dif(X) tal q ue g 0 (z) 

De donde: g 
(X ) 

o ( z) 
(x ) 

f O (X), Y, 

( X ) - 1 
( g o ) 

(X ) 

f 0 J_{x). 

Así , z ( A y A e.s ce.rrado. 

X 
o 
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