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UNA APLICACION DEL METODO DE NEWTON A ECUACIONES
DIFERENCIALES ORDINARIAS NO LINEALES

Mario Ahués

0.- INTRODUCCION:

sea (B, || [|) un espacio de Banach, (L(B),|| ||) el d1ge -
bra de las aplicaciones lineales continuas de B en si mismo,
Q un abierto en (B, || H) y F :Q@ » B un operador fuertemente
derivable en todo punto de 2 . La identidad en B es I, dado
eI () e s lfaldieniivialdai tue nt e ndiel B Fein Xty Qr(x) es la

bola abierta en (B,|| [|) con centro x €B y radio r >0.

Formalmente, el Metodo de Newton aplicado a resolver

el problema

(P) Hallar x*eq tal que F (x*) = 0
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consiste en generar la sucesidn

(s)

i =1
LA T (xk) (F(Xk)) , k>0

lo cual es posible si F‘(xk) es una aplicacién lineal no singular para

cada k € IN,

El siguiente teorema da condiciones suficientes sobre el comporta -

miento local de F en torno a x* para asegurar la convergen
cia de la sucesién (S) a x*.

Teorema

Si existe x* solucién de (P) y se verifica

SR  Bnlof s inlgiuidialn 5 E (x*)—1e L (B)
H2) xe@ + Flix) e [k (B) cohntinula
entonces Me¢]0,1[3P>0 tq la sucesién (S) verifica

k
e gkl st illEpn e 2l

siempre que x_e @ (x*)
0 P

La demostracidén puede hacerse estudiando el operador

A = = B G B

x*, Se verifica que A'(x*) = 0 y

definido en una vecindad de
ello permite argumentar con el Teorema del Punto Fijo de Ba-
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nach. Debe tenmnerse en cuenta que
FE) = @ e—> Al = 2o
Los detalles se encuentran en [3].

1) E1 Teorema de Kantorovich.

. >
Sean XO EQ Yy r >0 tales que Qr(xo) ca.
Supongamos que

FOR LR el - () ===>F RN et LB

satisface una desigualdad de Lipschitz com constante 2y que

F'(xo) es un homeomorfismo. Si existen constantes dO Yy ta
les que
JiIE " (Cx ) U < e
(0} 0 = 0
=4y =1
F >
Il (xg) ”_d0
2 Lroi d0
d
o} ZA—E = a
2
L %
d = - =
onde a = (do(do Zmro))

entonces la sucesién (S) estd bien definida y converge a una

solucién x* de (P). Ademas




6 Método de Newton

La demostracién puede hallarse en [2], donde se introdu -

ce una interesante nocién de tasa de convergencia. .

20 Aplicacisn

Sea L un operador lineal cerrado densamente definido
en un subespacio D de B y con inverso T continuo en B. Sea N un
operador fuertemente derivable en B y con derivada fuerte N'
lipschitziana en cada bola abierta de B.
Suponemos que N es estrictamente no linegl en el sentido de te-

ner parte afin nula. Equivalentemente, suponemos que N verifica
(@ )N (@)= e S0 INEH(@D1 = e L (B

Sea g un elemento dado en B.

Consideramos el problema

(P1) Hallar x*eD tal que L (x*)+N(x*)+g = 0.

Puesto que L no es necesariamente continuo reformulamos

(P1) como

(P2) Hallar x* eB tal que x*+T(N(x*))+T(g) = 0

que corresponde al problema (P) con el openrador F:B—2B defi-

nido por
F(x) = x+T(N&k))+T(g) Vx € B

Este operador es fuertemente derivable en B y su deri

vada fuerte estd definida por

Erlx)Cur = s+ N O RO Vu €B ¥x €B
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En particular, en virtud de (2.1),
EU((on =
F(o) = T(g)

y por lo tanto podemos definir las constantes do Y PO del Teo-

rema de Kantorovich asi:

o = I e il

Sip(r) es una constante de Lipschitz de N' en la bola
Qr(O) entonces podemos suponer que, para r suficientemente
grande,

L
o (e ]

En tal caso, si g verifica

y si definimos
g w7l
como constante de Lipschitz de F' en QF(O)entonces se tendra
%
-2
“0))

gr >d . - (d

=0 (0} wO

es decir, se satisfardn las hipétesis del Teorema de Kantorovich.
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La iteracién de Newton se escribe

donde Y satisface

F'(xk) (vk) = F(xk)

eis (dieiciiint;
= T (
W I (G G, 00 0= TNCx, )+ 9)
Puesto que Vs (b} xkaD y T(B) = D podemos aplicar L y obtener
L(vk)+N'(xk)[vk) = L(xk)+N(xk)+g

o bien, reemplazando v por X, =X

k

((2.2) (L+N'(xk))(xk+l) = N(‘k)*N'(Xk) (xk)+g

lo que permite, dada xk:D, obtener xk+‘€D’ partiendo con

xo = 0.

3) Ejemplo.

Consideramos en B = C[0,1], con la norma

sl = Max Clix el @ o<ty

el operador L == ==
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con dominio

B = {eC (O] & (e = e = oy

y el operador Nix) = xS
La funcién g sera
gl®) = 2 - t2(l—t)2 0<t<l
de modo que la solucion de (P) es aqui
x* () = t(1-t) 0<t<l

En este caso el operador T esta definido por

1
THEONENN = (ER s (s)idis O<t<l
5 S
donde
ti(l-s) si 0<t<s <l
KA sl =
s (1-t) si 0Ss<t< 1

Para mas detalles puede consultarse (1] .

Entonces

al
1
[Tl = Max 5 k(t,s)ds = =
<
o<t<l o 8
N' (x) (u) = 2xu Mx,ueC[0,1]
wlp) = 2 independientemente de r
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1=

(=

y el parametro © pertenece a ]0

Entonces

—
1-(0.0334)°
y en particular,

X = x*|l] < 026

I, Il <

(31 1)

||x1 = x*\[i 0.84.1

En este ejemplo, (2.2) es

+ 2x

X

-
Bk k+1

(3.2)

(0)

Mk 1

que permite calcular x conoc

k+1

Método de Newton

.0333,

0.034 .

la ecuacién diferencial lineal

= —X2
= g-x;

(G0 0

X
x+1

iendo x, vy comenzando con x0=0,
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Generalmente,en la practica, (2.2) no admite una reso-
lucién analitica y debe, por lo tanto, emplearse algin proce-
dimiento numérico. Por ejemplo, en el caso del problema dife-
rencial (3.2) que tiene condiciones de borde en dos puntos,
podemos utilizar el método de diferencias finitas. Se trata

de aproximar x" (t) por la'diferencia

fx(t) _ x(t+h)=2x (t)+x (t=h)

he he
Se demuestra que
2
| x" (t) - i—iéﬁll <ch?
h

donde C no depende de h para h suficientemente pequefo.

La discretizacidn de(3.2) por diferencias finitas con-

duce a resolver para cada k un sistema de ecuaciones en Rn(n>3):
Bkl 3Rk

donde la matriz Ak tiene como coeficiente en fila i y columna j

1 s dms | =elle § o= § = n
2 y / A :
ot ZyK(J) si 2<i = j<n-1
(G = §
a0 si 2<i<n-1 y |i-j|= 1
52
0 en los otros casos

el vector b  tiene i ésima coordenada

e P
bR (1) = g(ti)—yk 1)



i) Método de Newton R e o

siendo
h ===
n-1
Sy = (i-1)n l<i<n
yo(l) = 0 1<izn

Se demuestra que, al haber convergencia del método de

Newton, ME>0 3 kO tal quie tal quie’ s k>k0 entonces

: 2
e, = Max |x*(t.)-y, ()] <Ch® + e
k s i k =
1< i<n

siendo C independiente de k.

Poir e jemplo, si n = O entomces h = 0.125 y se tiene la

siguiente Tabla de Resultados

k=0 k=1
il e at;) x*(t5) | (i) yy(3)
1[0 2. 0. 0. 0.
2 [ 0.125 | 1.98804 | 0.209375 | 0. 0.107292
3[0.25 [1.96484 | 0.1875 |o. 0.183521
4 [ 0.375 | 1.94507 | 0.234375 | 0. 0.229049
s o5 [ 1995 | o025 0. 0.244185
6 | 0.625 | 1.94507 [ 0.234375 | 0. 0.229049
7075 | 1.96480 | 0.1875 | 0. 0.183521
8 | 0.875 | 1.98804 | 0.108375 | 0. 1.107292
9 (1. 2l 0. 0. 0.

‘o o

0.25 | 0.5815x107
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En este ejemplo observamos que la cota para |[x

establecida en (3.1) es del orden de e

—x* |

1

||x1—x*|| <o.34x10‘2 Sotcins

lo que sugiere no continuar iterando pues se ha alcanzado la
precisioén que permite la discretizacién de (3.2) con diferen-

cias finitas de paso h=0.125.
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