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CAMPOS CUADRATICOS EN EL PLANO
Rodrigo Bamdn *
INTRODUCCION:

Llamaremos campo polinomial en el plano a cualquier ecua

cién diferencial en dos variables del tipo siguiente

n
(x = P(x,y) = L ag X y‘l
i+j=0 d
(1)
g
n
| ¥y = Qlx,y) = I lel J
| i+j=0
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(x(t),y(t)) de (1) (ver definiciones

Una solucién O(t)

en Capitulo I) se llama §

ta peri a de (1) si existe algin

T >0 tal que O(T) = 6(0). Un iiﬁlﬁ_liﬂiﬁi de un campo polino -

mial es una érbita periddica tal que en una vecindad de ella no

hay ninguna otra érbita periddica. Grdficamente un ciclo limite

/7

es como en la figura.

En el afio 1900 David Hilbert planteé 23 problemas que a su
Juicio ocuparian la atencién de los matemidticos del siglo XX.
Entre ellos, el problema 16 contenia una pregunta sobre ciclos

limites de campos polinomiales. Esta era la siguiente:

"Describir la posicién en el plano y dar una cota para el

nimero de ciclos limites de campos polinomiales de grado n'.

Contrariamente a lo ocurride con los restantes problemas
enunciados por Hilbert, el 16 estd aln lejos de ser resuelto.
Basta decir que para grado n 2 3 nada se sabe y que para gra-
do n = 2 se saben algunas cosas y se conjeturan otras. Este
cursillo trata justamente sobre los resultados ya obtenidos pa-

ra campos cuadrdaticos en el plano.
Dividiré estas notas en tres Capitulos:
En el primero veremos generalidades sobre ecuaciones dife-

renciales en el plano: interpretacién geométrica, solucién, sin

gularidad, contacto, conjunto invariante, transformacién afin y
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un corolario del Teorema de Poincaré-Bendixon. En el segundo Ca-
pitulo veremos con demostracién todos los resultados referentes
a la posicidn en el plano de las érbitas periédicas de campos
cuadrdticos. Finalmente en el Capitulo tercero nos dedicaremos

al problema del nimero de ciclos limites de campos cuadrdticos.

CAPITULO I.-
Preliminares.
Un campo en el plano es una ecuacidén diferencial

(i I GESA)

(o
[

Qlx,y)

donde P y Q son funciones diferenciables.

Escribiremos también este campo en la forma X(p) = (P(p),
Q(p)), donde p = (x,y) . Esto nos permite una interpretacidn
geométrica Gtil: en cada punto p del plano ponemos el vector
X(p) basado en p. Obtenemos un campo de vectores en el plano.

Ejemplo: X(x,y) = (=y,x)
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Por solucién de un campo entenderemos cualquier curva

O = T Rz, con I ¢ R un intervalo abierto de R, tal que

®t) = X(d(t)). Graficamente vemos que una solucién debe tener

exactamente la velocidad predicha por X.

Ejemplo: d(t) = (cos t, sen t) y

es solucién de X(x,y) = (-y,x).

Por la teoria general de ecuaciones diferenciales sabemos

2 Qi
que dado un campo X y dado p e IR  entonces existe una Gnica
solucién O(t) de X, tal que $(0) = p . Este hecho es crucial

pues nos hace ver que dos soluciones nunca se interceptan.

Definiremos a continuacién algunos conceptos que nos seran

Gtiles en los Capitulos siguientes:

laridad de un campo X es un punto p g m2 donde

X(p) = 0. En estos puntos §(t) = p ¥ t E€R . yn conjunto inva-

riante por X es un subconjunto A c RZ tal que las érbitas

de X no entran Wi salen de A. Dado un campo X y una recta

& 5
% en IR, entonces X tiene un c cto con L en p si

Xp) = 0 6 X(p) tiene la direccidn de & . En caso contrario

Una transofrmacid del plano es una aplicacién de la

forma

(B ) = (s i = SAURG AR (xo,yo)
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. , 2
donde A es una aplicaci6n lineal de RZ y (xo,yo)e R un vec

tor. Dado un campo X en coordenadas (x,y) y dada una transfo:
macién afin (u,v) = T(x,y) entonces el transformado de X a

las nuevas coordenadas (u,v) es el campo

A, VA = (VA CRX e T (ul vk

Obsenvamos en este punto que una transformacién afin del
plano lleva campos polinomiales de grado n en campos polino -
miales de grado n, rectas invariantes en rectas invariantes y

contactos en contactos. Esto nos sera OGtil posteriormente.

Para terminar este Capitulo presentamos un resultado basi-
co en la teoria cualitativa de las ecuaciones diferenciales y
que se obtiene del llamado Teorema de Poincaré-Bendixon. Dice
asi: En la regidén acotada por una robita periodica y de un cam-

po X , existe por lo menos una singularidad de X.

CAPITULO IT.-

osicion relativa de las érbitas periédicas de un campo cuadra-

tico.-

El problema de la posicidén en el plano de las érbitas pe -

riddicas de un campo cuadratico fue abordado por los chinos
Tung Chin Chu y Yeh Yan Quian a finales de la década del 50. La

respuesta es completa y pasamos ahora a exponerla.
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LEMA:
Dado un campo cuadrdtico X y dada una recta % entonces 0

{ es invariante por X & tiene a lo mads dos contactos con X.

Supongamos primero que la recta L es exactamente la recta
x = 0. Los contactos de X con & se obtienen de la ecuacién
2
= + = o i P = it = ()
P(0,y) agg * 39qY ag,Y 0 Si (0,y) 0 la recta x
es invariante. En caso contrario se tienen a lo mas dos contac-

tos.

Supongamos ahora que la recta & no es la recta x = 0, Con
un cambio de coordenadas afin (u,v) = T(x,y) llevamos la recta

% a la recta u = 0 y caemos en la situacién anterior.

c.e.d.

Si % no es invariante entonces X cumple una de las tres

posibilidades siguientes:

‘.
i i A
i) es transversal a g (sin contactos ) e ]/,
7
ii) tiene un contacto con & . En este caso:
B
iii) tiene dos contactos con % . En este caso:
«
B
e\
Es decir, cuando tiene un contacto atraviesa a la recta @&
en un mism sentid y cuando tiene dos contactos cambia de sen-

tido al cruzar un contacto,
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Veamos ahora algunas proposiciones:

PROPOSLOTON =iy
En la regidén acotada por una érbita peribédica de un campo

cuadratico existe a lo mds una singularidad.

DENGEIEAGION:

Sabemos del Capitulo I que por lo menos hay una singulari-
dad en la regidén acotada por la 6rbita periddica. Supongamos
ahora que haya dos. Entonces la recta g que une estas dos singg

laridades tiene dos contactos y graficamente verifica

Esto contradice la parte (iii) del corolario.

ERQBOSTOTON, 2t
Si dos érbitas periodicas de un campo cuadratico encierran
regiones acotadas disjuntas, entonces estas érbitas giran en

sentidos opuestos.

DEMOSTRACION

Sea § la recta que une las singularidades en las regiones

tadas por las érbitas peridédicas. Entonces graficanm
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el AT

Por la parte (iii) del Corolaterio tenemos demostrada la

Proposicidén 2.
qfsendls

DERINIOIONE

Dos érbitas periddicas de un campo cuadrdtico se dicen con-

céntricas si la singularidad que ambas encierran es la misma.

(Posicién de 6rbitas periddicas). Todo campo cuadratico
tiene a lo mas dos series de 6rbitas periédicas concéntricas.
Las de una serie giran en un sentido, en tanto que las de la

otra giran en sentido opuesto.

DEMOSTRACTON

Puesto que por la Proposicién 2, dos érbitas no concéntri-
cas giran en sentidos opuestos y sdélo hay dos posibles sentidos
de giro, las érbitas se ubican en dos series de érbitas concén-
tricas. Ademds en una misma serie deben girar todas en un mismo
sentido, en caso contrario existiria una recta no invariante

con tres contactos contradiciendo el Lema.

q.e.d,
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Para terminar este Capitulo damos una @ltima proposicién:

ERIECEUONEC

La regién acotada por una 6rbita periddica de un campo cua

drdtico es una regién convexa.

DEMOSTRACTION:

Si no lo es entonces graficamente tendriamos la situacidn

siguiente:

De aqui resulta que existe una recta no invariante con tres

contactos, lo que como hemos visto es una contradiccién.

q.e.d.

CAPITULO TIIT.-

Nimero de ciclos limites.-

Si observamos los e jemplos conocidos de campos cuadraticos
con ciclos limites, saltan a la vista dos cosas: primero que no
es facil encontrar éstos ejemplos y segundo que todos tienen un

reducido nimero de ciclos limites.
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Esta constatacién viene a confirmar lo propuesto por Hil-
bert en el problema 16 en el sentido de que existe una cota pa-
ra el nimero de ciclos limites de campos polinomiales de grado

n , n cualquiera.

No obstante lo anterior, es bastante sorprendente que aﬁnv
no se sepa si existe o no una cota para el ndmero de ciclos 1i-
mites de campos cuadrdticos, Mds todavia, hasta hace muy poco
tiempo no era sabido si existia o no campos cuadraticos con in-
finitos ciclos limites. Esto Gltimo fue resuelto en 1985 por el
autor de estas notas en el sentido de probar que todo campo cua
drédtico tiene un nimero finito de ciclos limites. Este es casi
el Gnico resultado concreto que se ha obtenido respecto al "ﬁmg
ro de ciclos limites de campos cuadrdticos. Los otros resultados
corresponden a los e jemplos ya obtenidos y que ahora pasaremos

a explicitar:
M. Frommer., 1934: un ciclo limite (figura (a))

N. Bautin, 1952-1954: dos y tres ciclos limites conéentricos

(figuras (b1) y (bz))

Yeh Yan Quiam., 1957: dos ciclos limites no concéntricos
(figura (c))

Tung Chin-Chu., 1959: tres ciclos limites, dos de ellos concén-

tricos (figura (d))

Lin., 19807 cuatro ciclos limites, tres de ellos con-
céntricos (figura (e))
.
¥ —
v v
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G0 Qo go

Terminaremos este Capitulo planteando algunas preguntas

que quedan por responder:

1.- ;Existen campos cuadrdticos con cuatro ciclos limites como
en la figura (f)?.

2.- ¢(Es cuatro la cota para el nimero de ciclos limites de cam
pos cuadrdticos?.

3.- ¢(Existe tal cota?

4.~ ;Qué pasa para campos polinomiales de grado superior?
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