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CAMPOS CUADRATICOS EN El. PL ANO 

INTRODUCCJON: 
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Rodrigo Bamtí11 * 

Llamaremos campo poli n o mial en el plano a cualq u ier ec ua -

ción difere n cial en dos va r iables del tipo siguiente 

p ( •• y) i yj = I ªijx 
i+ j =0 

(1) 

Q( • • y) 
i j 

i+J=O 
b 1 jx y 
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Una solución ~(t) = (x(t),y(t)) de (1) (ver definic i0 nes 

en Capítulo I) se llama~~~!!~-~!~!~~!~~ de (1) si existe algún 

T >0 tal que ~(T) =~(O). Un ~!~!~_!i~!!! de un campo polino -

mial es una órbita periódica tal que en una vecindad de ella no 

hay ninguna otra órbita periÓdiea. Gráficamente un ciclo límite 

es cerno en la figu ra. 

En el año 1900 David Hilbert planteó 23 problemas q~e a su 

jl!.licio ocuparían la aten1ci6n de las matemáticos del sigl0 XX. 

Entre ellos, el problema 16 c0ratenía una pregunta sobre ciel0s 

límites de ca mp os polinomiales. Esta era la siguiente: 

''Des cribi r la posición em el plan0 y dar una cota para el 

nú~er0 de ciclos límites de campas polinomiales de grado n'', 

Contrariamente a lo 0cu rr id0 c0•n les restantes problemas 

e n unciados por Hilbert, el l ~ está a6; lejos de ser res~elto. 

Basta decir que para grad0 ra > 3 nada se sabe y que para gra­

do n ~ 2 se s aben algunas c0sas y se c0njeturan otras . Este 

cur sillo trata ju st amente s0bre les resultados ya obtenidos pa­

ra campos cuadráti cos en el plara0. 

Dividiré es tas nota s en tres Capítulos: 

E n e l pr i me r o v e re mo s g e n e ralidades sobre ecuac i o nes dife ­

r e n cial es e n e l pla n o : i n t e rp~ e tación geom étrica, s olució n, si~ 

gularidad, c onta c to , co njun to in variante, tran s f o rm ac i ón afín y 
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un co rolario del Teorema de Poincar~-Bendixon , En el segundo Ca­

pítu l o veremos con demostración todos lo s resultados r e f e r e nt es 

a la posición en el plano de la s órbitas periódicas d e campos 

c uadráticos. Finalme n te en el Capítulo tercero nos dedi caremos 

a l problema del núm e r o d e c iclo s límites de campos cuadráti c o s. 

CAPITULO I .-

Preliminares. 

Un ~~~E~ e n el plano es una e cuación diferencial 

p (X t y) 

Q( X' y) 

do nde P y O so n funci o n es d ife r e n ciable s . 

Esc ribiremo s también este campo e n la for ma X( p) = (P( p ) , 

Q(p)), donde p = (x,y) . Es to nos permite una interpretac i ó n 

geomé trica útil: e n cada punto 

X(p ) basado en p. Obte n e mos 

X (<,y) ( -y t X ) 

del plano pon e mos el vec tor 

~~~E~-~~-~!~!~~~! en el plano . 

X (t>) 

'\ 
? 
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Por solución de un campo entenderemos cualquier curva 

~ : r + JR 2-,--c-o-n--I- C 1R un i nte r val o abierto de IR, tal que 

~~t) = X(~(t)), Gráficamente vemos que una solución deb e tener 

exactamente la velocidad predicha por X. 

4l(tl = (cos t, sen t) 

es solución de X(x,y) = (-y,x). 

Por la teoría general de ecuaci0nes diferenciale s sabemos 

que dado un campo y dado p E JR 2 entonces existe una única 

s olución ~(t) de X, tal que ~(O) = p . Este hecho es crucial 

p ues no s hace ve r que dos soluciones nunca se int e r c eptan. 

De f i niremo s a continu a ción algunos conceptos qu e n os se rán 

útile s en los Capítulos siguientes: 

Un a ~ .!.~ ~~~!:!:..!.~!:~ de un ca mpo es un Punto p E: IR 2 donde 

X(p) O . En es t os punto s ~(t) = p ~ t E: JR • Un ~~~.J.~~!,'.?._,!.~,::!-

::!~~!! po r X es un s ub co njunto A C JR 2 tal que la s órbitas 

• e n 

X no entr a n ~i s a l e n de A. Dado un campo 

IR 2 , e n t once s .. tiene un contacto con 2. en 

y una recta de 

s i 

X ( p I = O X(p ) t ie n e l a d i rección de 2.. En c a so co ntrario 

Un a !!:.~~~~!!:.~~~~~~-~ !!~ d e l pl a n o e s un a apli c a c ió n d e l a 

for ma 
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donde A es una aplicación lineal de JR 2 

tor. Dad0 un campo en coordenadas (x ,y) 
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(x 0 ,y 0 )c IR 2 un v e~ 
y dada una t ran s f o ~ 

mación afín (u,v) = T(x,y) entonces el transform a do de 

las nu e vas coordenadas (u,v) es e l campo 

x (u,v) (A 0 X 0 T- 1 )(u,v). 

Obse rvamos en este punto qu e una tran s formación afín del 

plano lleva campos polinomiales de grado en campo s polino -

miale s de g r ado n, r ectas invariantes en r ec t as inv a r ia ntes y 

co n tactos e n co nt actos. Esto nos será útil po steriorme nte . 

Para terminar este Ca pitulo presentam0s un r esultado bjsi ­

co en la teo rí a c ual itati va de las e cu acion es diferenciales y 

que se obtie n e del llamado Teo r ema de Poin caré -Bendixo n. Dice 

así : En la r e gión acotad a por un a Fobita p e r íodica y de un cam­

po X , ex i s te p o r lo me n os u n a s ingul a r id ad d e X. 

CAPIT ULO IT . -

Posic iAn r e l a t.iva d e la s 6rbitas pe ri6dic as cle 1111 ca mpo c 11adrj­

tico.-

El pr oble ma de l a posi ción e n el pl a n o d e la s órbitas pe -

ri6dicas de un campo cu adri tico fue a bordado por l os chinos 

Tung Chin Chu y Yeh Ya n Quia n a fi n ales d e la d Aca da d e l 50. La 

respuesta es completa y pasamos a hora a ex poner la. 
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LEMA : 

Dado un campo cuadrático y da d a una recta .t e ntonce s ó 

{ es i n variante por ó tiene a lo má s dos contactos con X. 

OEMOSTRACION: 

Su p o n ga mos prime ro que la recta L es e xa ctame nt e la r e c ta 

x = O. Los contacto s de X con R. se obtienen de l a ecuació n 

P( O,y) = ªoo + ª01 Y + ª02 Y2 = o . Si P(O , y) ~ o l a r e c ta X = o 

es invariante. En ca s o contrar i o se tienen a lo má s do s contac -

to s. 

Suponga mo s ahora que la recta .t no es la r ecta x = O. Con 

un ca mbi o d e coordena d as afín (u , v) = T(x, y) l l ev a mo s la r ecta 

.ta la r ec ta u = O y cae mos en la si tuación anterior . 

e . e . d . 

COROLARI O: ---------
Si .t n o es i n variant e e n tonces cumple una de las tr es 

p os i b i l i da des s ig ui e nte s : 

i ) e s t r an sv er s al a .e. ( s i n c o ntact os 

ii) tiene un co ntac t o con l. • En est e caso: 

ii i) l.iene dos contactos con 2. • En este caso : 

Es deci r , cua ndo t ie n e un co nt acto a t ra v i esa a l a r ec ta 

en u n mismo sentido y cua nd o l i e ne do s contac t os ca mb i a de se n -

tido al cruzar un contac t o . 
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Vea mo s a hora a l g un a s p r o pos i c io n e s : 

PRO POS I CIO N 1 . 

E n l a regió n acot a d a por u n a ó r b i ta p e r iódi ca de u n c a mpo 

c u a d r áti c o e xi s t e a lo má s un a singulari d a d . 

OEMO S TR ACI ON : ------------
Sabe mo s d e l Ca p ít ul o I qu e p o r l o me no s h ay u na s ing u la ri ­

d a d e n l a r egió n ac o t ada p or l a Ór bi t a p e r ió d ica. S u ponga mos 

a hora q u e h aya do s . En t o nc es l a re c t a t q u e un e e s t as d os s ing~ 

la rid a d es tie n e dos co nt act os y gr á f icam e n t e ve r if ica 

Es t o co ntr adi ce la pa rt e (iii ) d e l coro l ar io . 

q . e . d . 

PRO PO S IC ION .2 : 

S i d os ó rbi tas p e r i o di c a s de un c a mp o c u ad r ático enc i erran 

regio n es a co t a da s di s jun tas , ento n ces es t a s ó r b i t as g i ran e n 

~entidos o p u es t os . 

DEMOSTRAC IO N 

Sra i la r ecta q u e un e las s i n g u l a r idad es e n las r egiones 

ac tad~~ por l as órbitas p~ r iódi ca s . E n t o nces gr á f icamente 
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Por la parte (iii) del Corolaterio tenemos demostrada la 

Proposi ción 2 . 

q . e . d. 

DEFINICJON: ----------
Dos órbitas periódicas de un campo cuadrático se di ce n ~~ ~ ­

~!~!~~~~! si la si ngularidad que ambas encierran e s la misma. 

TEOR EMA: 

(Po sició n de órbitas per i ódicas). Todo campo cuad r á ti co 

tiene a lo más dos se ries de órbitas peri ódicas concéntricas. 

Las d e una s eri e gi r a n en un s e ntido, en tanto qu e la s de la 

otra g ira n e n se ntid o opuesto. 

OEMOS TRACION 

Puest o qu e p o r la Proposició n 2, do s Órbit as no co n cé ntri ­

ca s g i r an e n se nt idos o puesto s y só lo hay dos po s ibl es sentidos 

de gir o , l a s ó r bit as se ubican en dos series de órbitas concén­

t ri ca s . Ad e más en u n a mis ma se rie deben girar toda s en un mi s mo 

senti do , e n caso co n t rario e x is tiría un a r ecta n o invariante 

co n t r es co n tactos co ntradi c iendo el Le ma. 

q . e . d . 
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Para terminar este Capítulo damos una Última pr oposición: 

!'.~2!'2~!~!2':±_~: 
L a región acotada por una órbita periód i ca de un ca mp o c ua 

drático es una r egión co n vexa. 

DEMOSTRACION: ------------
Si no 1 0 es en t onces gráfi ca me nt e te n ~ríam os la sit u ac i ón 

siguie nt e: 

De a quí resulta que exi s te una r e cta n o inv aria n t e c on t r e s 

contact o s, lo que c omo hemos vist o es una con t ra d i c c i ó n. 

q. e . d. 

CAPITULO III.-

N1¡me r o d e cic l os límites. -

Si obse r vamo s l os eje mpl os conocidos de campo s c uadrátic os 

c o n cicl os límites , s altan a l a v ista do s cosas : prim e ro qu e 

es f ác il e nc ontrar és t o s ejemp los y s e gu ndo q ue t o do s tienen u n 

reduc i do núm e ro d e ci clos lími te s . 
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Esta co n statació n viene a confirmar lo pro pue sto por Hil­

bert en el problema 16 en el sentid0 de que existe una cota pa­

ra el número de ciclos límites de campos polinomiales de grad o 

n , n cualquiera. 

No obstante lo anterior, es ~astante sorprendente que aún~ 

no se se pa si existe o no una ceta para el núm ero de ciclos lí ­

mite s de campos c uadrát icos , Más t oda vía, hasta hace muy poco 

ti e mp o no e r a sabido si existía 0 no ca mpos cuadráticos con in­

finito s cic l os límites. Esto Último f ue res u e l to en 1985 por el 

autor de estas notas en el sentido de probar que todo campo cu~ 

drático ti e n e un número finito de ciclos l ímites. Este es ca si 

el único r es ultado co n creto que se ha ob t enido respe cto al núm! 

ro de ciclos límites de cam1p0s cuadráticos. Los otros r esultad os 

corresponden a los ejemplos ya obtenidos y q u e ahora pasar e mos 

a explicitar: 

M. Frommer., 1934 : ci cl o limite (figura (a) ) 

N. Sautin , 1952 -1954: d os y tres ciclos límites co née nt ricos 

(fig uras (b 1 l ':j Cb 2 ll 

Ye h Ya n Qu iam., 1957 : do s c i c los l ímites no con cé ntr icos 

(fig ura le 11 

Tun g Ch i n- Chu., 1959: tres cic los límites , d os de el lo s concén­

tr i cos (figura {d)) 

S h i-~o n g L i n ., 198 0( cua tr o ci cl os lím ites, t re s de e l los con ­

cé ntr ic os (fi gura ( e) ) 

/. 
( 

) /l/) 
( / ( / 
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@o 
(d) 

&o 
(e ) 

@@ 
{[) 

T e rm i naremos este Cap í tul o p l a nt eando a l gun as pregunt as 

q ue quedan po r r espon d e r : 

1. - ¿Existen ca mpos cuad r áticos co n cuatro cic lo s límites como 

e n la f i g ur a (f)? . 

2 . - ¿ Es cuat r o l a cota pa r a el número de c i clos lími t es d e cam 

po s c uadráticos? . 

3.- ¿ E x i s te tal cota? 

4 . - ¿Qué pasa para campos p olinomiales de grado s uperi or? 
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