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ESTRUCTURA DE L.OS GRUPOS DE UNIDADES DE LOS ANILLOS
COCIENTES DE 7 [Y2] MODULO POTENCIAS DE PRIMOS
René Romo C.
INTRODUCCION.

En The American Mathematical Monthly V. 90 N°8 (1983, pag.
518-528) aparece un articulo de J. Cross titulado The Euler 0-
function in the Gaussian Integers. En ese trabajo se define y
estudia la funcién ©® de Euler en Z [ \/—-1] determinando la es -
tructura de los grupos de unidades de los anillos cuocientes
médulo potencias de primos en este dominio principal y obte -
niendo como resultado adicional todos los enteros gaussianos

que tiene raices primitivas.
En mi trabajo definimos y estudiamos la funcidn @ Euler en
Z/[\/Z] y determinamos la estructura de los grupos de unidades

de los anillos cuocientes de o [\}2 ] médulo potencias de
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primos de este dominio principal siguiendo un programa andalogo

al de Cross en su trabajo [1].

1.- NOCIONES PRELIMINARES:

Sean n un entero # 0 y lean/ el anillo cuociente de Z

médulo n. Si n >0, entonces
Zigners = (Lo Ml eee » In=a] %

donde los paréntesis cuadrados indican clases de equivalencia,
médulo n . Las unidades de este anillo forman un grupo multipli
cativo que se denota por (Z//nZ/).. El valor de la funcidén @ de
Euler en n se define como el orden de este grupo, es decir,

para todo n >1,
*
o(n) = # (Z /7 n2Z)
Es claro que si [k ] en Z/ nZ es una unidad si y solo si k
y n son relativamente primos. Asi, para n>1 @(n) es el nimero

de enteros positivos menores que n y relativamente primos con n.

Si denotamos por Cn el grupo aditivo (ciclico)dc Z/nZ/, entonces

para m>1 la estructura de (Z/mZ)* estda dada por:

W
Y 27z ) ce
. 1
£ 4z ), &' ¢
5 2
WNEAV2R ) =C %, ., n>2
s L Py
iv) (Z//p"Z/) = cC , p primo impar
. p"_[;\-1
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* * *
v) (Z/mnZ ) = (Z/mZ) x (Z/nZ ) , (m,n) = 1

*
La estructura de (Z/mZ) para m> 1 se obtiene por su facto

rizacién en primos. Para una demostracién ver [5].
De (v) se obtiene en particular
@(mn) = @(m) @(n) , si (m,n) = 1

La definicién de la funcién O de Euler puede extenderse de

1 *
manera natural a Z[V2]. Sea 8 # 0 en Z[ V2 ]y (ZL—EJ—)
22 z( V2]
el grupo de unidades del anillo —=——== . Entonces la funcién ¢
sz (V2]

de Euler sobre [ V2] se define por

- *
Al = o 2B S e B
sz (V2]
Con mayor generalidad, para todo cuerpo de nimeros K/Q con ani-
1lo de enteros Ok se define la funcién ok sobre el conjunto de
ideales 0l # (0) de o, por

Ok i
B () = (Z)

Nosotros en este trabajo nos limitamos a considerar solamen

te el caso K = Q( J2) , OK = z(Jal.

Por el Teorema Chino del Resto aplicado a Z/[\/—Z]se tiene

(Y5 ot oY (e 0) (01 )
m

S el )

donde Yseeoy Y son enteros relativamente primos. En particu-

n
1
lar, siB8=8, ... B ol ] es la factorizacidn de B 4
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primos de Z| V2 15
e e N Y Y 1
8z [ V2] 3'1'1 721 n:" z[V2]

Este isomorfismo de anillos induce un isomorfismo de grupos

de unidades

O, e ) R SO (_;Z.l_‘fi_]_)'

(
BZ/[\/‘Z] 8:121[\,-2) B,-r 2/[\)"21

En particular,

ny n
BICAR) w4 Dl 18 o)y oleis sneier BB )

1 r
Vemos que para conocer nuestra funcién @ sobre U[J-Z ] nece-

sitamos conocer la estructura del grupo de unidades

( =————=Za- ), donde B es un primo en 7l \/-2] « Para ello 1)

identificamos los primos en Z| fz 0 Hay solo tres tipos de ellos
(Ver, por ejemplo, [ 3 |, pdg. 221); ii) describimos los elemen-
tos de los anillos cuocientes de Z [{2]), médulo potencias de pri
mos y los elementos de los grupos de unidades de tales anillos;
1ii) estudiamos la estructura de estos grupos mediante e jemplos
que permitan formular algunas afirmaciones sobre dichas estructu

ras y (v) demostramos estas afirmaciones.

Afirmamos sin demostracién (para una demostracién ver|[ 3],

pdgina 121) que los primos en Z [\J2]. Son

P —
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ay 2

b) Los primos racionales de la forma 8k + 3.

c¢) Los factores a+b fz de los primos racionales de la for

ma 8k + 1 (y los asociados de cada uno de los ndmeros an-

teriores).

2.~ LAS CLASES DE EQUIVALENCIA EN vy Y EN St
7l N2

DONDE g ES PRIMO EN z[\[2].

En esta seccién determinamos los elementos de los anillos
cuocientes de W[ J_Z], médulo Bn,B primo en D[ JE] Y llois elg
mentos de los grupos de unidades de estos anillos. Para ello
adoptamos la siguiente notacidén: p>0 y q indican primos racio-
nales tales que p = + 3(8) y q = 11(8) .1T indica un factor pri
mo de q A= J}. No hay restriccién al considerar solo primos
P positivos, pues (—p)n = (—1)npn Yy en consecuencia

AWE) e zinie]
etz el ot 2l N

TEOREMA 1.
Las clases de equivalencia de Z[\rZ]. médulo una potencia

de un primo estan dadas por:
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2._7/_[(_2]_=([a+b\/_2] oia<pn, 0<b<p”}
'z (V2]
3._1[__\);—3_]=([a+b\r2] oishateiol ol bi<lo )

5l wy e oz Bl 0<b<2™}

En el enunciado de este Teorema, asi como en los ejemplos
que consideramos a continuacidén entendemos que los conjuntos de

representantes son completos y sin repeticién.

Dem ¥
Observemos primero que Zzlm[ \[2—_] = “Z‘/[\/-Z_]
"z 2] 2 7 N2
7 [J2] N 2m m ;
Zmad == = = , pues a =425 Si
o 7[ V72 2" a7 [ V2]
a+b\]42 = c+d \/—2(02"‘), 2™ divide a a—c—(b—d)\/—Z, es decir, 2%
divide a a-c y a b-d. Pero 0 <a, ¢ <2™ , 0<b,d< 2™. Luego
a =c¢c yb=4d. Esto significa que las clases en (3) son to -

das distintas. Un argumento similar se usa para probar que las

clases en (2) no se repiten. Las clases en (1) son todas dis -

tintas pues si[ a)] =[b] en ~iil-\l—-_§—] , entonces 1" divide a
mz[J2]

a-b . Sea a-b =y , para algun Y en Z [NRl; Conjugando se

tiene a-b = 7 y_. de manera que m divide a a-b. Como = y T son

primes no asociados se deduce que R qn divide a a-b.

Asi a = b y las clases en (1) son todas distintas. Finalmente

si a+b\2 = c+d N BNl e e e es 20 fardivide anaschlbad) J 2

m
y 2 divide a b-d. Como 0 <b,d <2m, se tiene que b=d. Ahora

m : s
2 a divide a a-c, es dec
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Luego 2m+1 divide a a-c Y a=E pues 0< a,b< 2m+1. Hemos
probado que las clases en [4 ] son todas distintas. La demostra-
cién de que los sistemas dados por los conjuntos del Teorema son
completo no la damos aqui. Puede encontrarse en[ 6] o efectuando

una adaptacién la demostracién del Teorema 1 en [1].

Este teorema implica que e tiene |q|" elementos,
LRV
2 NE
_F—_L__—] tiene p2" elementos y —ﬂz[—\/—%;]—— tiene 2" elementos.
p"z V2] «"z (V2]

Identificamos ahora las unidades de los anillos cuyos ele -

mentos han sido determinados en el Teorema 1.

TEOREMA 2:

Sea [al en — Entonces [a ] es una unidad si y solo

"z [ \2] N
si (a,q) = 1. Sea [ a+b\V/2 ] en v-nZ/L————El . Entonces [ a+b\N 2 ] es
p z[ vzl ch
una unidad si y solo si (a,p) =1 o (o5 = o Sea[ a+b\/2]en
= ——]. Entonces [a+b \FZ ] es una unidad si y solo si a es im-
oz (V2]
par.
Dem
SeanBy v en z [NV2]. Entonces [Bles una unidad en
ST VARG (oMo MR s it [AR] B [N ] S = N ey *ZJ*\/:_E], para alglin ve z[\/2].
vz [N2l]
Entonces [8] es una unidad si y solo siBv = 1 (y), esto es, si y
solo si gy +yn = 1, para cierto n en Z[V 2].As{, [Bles una

unidad si y solo si By Y son relativamente primos. Se deduce
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que [a Jes una unidad en —=--—-=— .si y solo si (o, AR TR s
"z [NV2]
y solo si w}a, si y solo siq}a.
\I; =
[a+b\f2] es una unidad en —nz[—~~<2—] > la+b iz pedl =
p z[\N2]

<=> pi a+bN2 <=> p Y a o p | b. Finalmente, [a+b\ 2] es una

N2 = =
unidad en —?L——7:]— => (a+b\,2, G S s e a+b\2. Pero
Ze o zZ[N2] =~ i 2
VB dlide & erhD G CHINEER EREI NP S SR SR o
V2 2

decir \/2 no divide a a+b \2 <=> a es impar.

Ejemplo 1:
Sea m= 1+2V2 . m es primo en Z/[\/_Z]pues T T = -7. Por

los teoremas 1 y 2 se tiene

Sk (sl

z[N2) g ; 1 x4
y[a] en e es una unidad si y solo si 7 no divide a a.

ez \f2]
¢A qué clase médulo ‘(2 pertenece V2 s 1|2= 9+4\/ﬂ2, de modo
que 4\]—2 Sio @ (wz). Multiplicando esta congruencia por 12 se

5 2

obtiene 49 V2 - \2 = - 108 (112). Ya que m | 49, esta congruen
cia se reduce a \2 = lO(nz), de modo que V2 pertenece a [10].

Observemos que en este e jemplo

NI A
(=3 === )
7 [NV2] 497
Ejemplo 2:

Por los teoremas1 y 2
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(__Zil_\iél_)* - {[a+b\2]] 0<a<9 , 0¢b{ 9 , 3 es relativamen

te primo con a o b}

* 4 s
Observemos que (——ZL—) estd incluido isomérficamente en
9z

(S INE U T e  SH SRy e Y A T e
oz (V2] 97

L LS U N i I et (AR

Ejemplo 3.

En virtud de los Teoremas 1 y 2

(ARl N2 s
27 [N 72 4 az(N72]
= (0 1 B 1051, (7], [14N02], [a+ N2, 6+ N2,
7+ V2], [1+2V2], [3+2\NF2], [6+2V 2], [7+2N 2],
L+3V 2], [3+3 2], [5+3\2), [7+3\ 2] }
. * P
Observemos que (==—=) = {[1],03],[(5 ],[7 ]} estd incluido isomér-
87 i
ficamente en (—ZL:LEQ—)*. Ya que (—Z_ )* no es ciclico,
4 az7[\2] 87
(—ZL:LEI)* tampoco lo es. Determinemos la estructura de este
4az7[N2]
grupo. Sean H, K y J subgrupos de (—SZL—\I—E])* generados por
oz[N2]

[1+\r2],[ 5) ] y F1 ]respectivamente. Entonces

Ho=t0 ], beN2], (32N 2], (7+Y 2] }
KE=R [ S [Nl B = TR ] S T
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Se tiene que KJ ={ [1],[3],[5], (7]} de modo que

HOKJ ={[ 1]}. Luego el orden de HKJ es 16.

Luego

Usando los teoremas 1 y 2 podemos contar los elementos de

los grupos de unidades. Encontramos los siguientes resultados:

q -2 =1
i) ()(wn) = q”—qn = qn (q-=1)
i1) -Q(p") & p2n 5 p2n—2 5 p2n—2 (p2~1)
S i e e
B *
3.- LA ESTRUCTURA DE (~;zl:%gl)
nz[\2]
e
Vimos en el Ejemplo 1 que (—Zl—Y%;L)’ es ciclico. Esta es
Tz [Y2)]
exactamente la situacidén general.
TEOREMA 3:
*
“i—/i‘\@" = Ol e
"z (V2] ¥ 5

Dem: .

Por el Teorema 2

7z [N2]  *
(_n__[_____]_) =l Of_a<|q|n Vg Ta)
n zZA N2

Se demuestra sin dificultad que la aplicacién
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z My Zl_ 2], ; g
el & Vo o [l qer Pls=maaea ) es un isomorfismo
lalz B
de ( Z//l an/) . “Sobre (—i/—[—\igl)*
a "z [N72)

Esto prueba el Teorema.
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ARER:
4.- ALGUNAS IDEAS PRELIMINARES REFERENTES A (-ZL_ 2 Y A
= WANE.
7N 2] * "z [\2]
p"Z/[\IE]

En la seccidén anterior tratamos de primos en ﬂ[ V—Z] que
son factores de primos racionales. Los grupos de unidades que
corresponden a los otros dos tipos de primos son en general
no ciclicos, segin lo visto en el Ejemplo 3. Mostramos en ese
Ejemplo que
ARl RE s S

5 2 El e jemplo que damos a continuacidn
a” Z[ N72]

2x04 .

muestra que podemos obtener una estructura similar cuando ol

se eleve a una potencia par.

Ejemplo 4.

Por los Teoremas 1 y 2.

I 2
(—g—[-\-gl—)* ={[a+b ¥V 2] | 0<a,b<8 , a es impar.}
a ﬂ[\rZ]
Az *
Sean como antes H,K y J los subgrupos de (—gl:t:l) generados
a®z [N 2]

por [14N2}, [5] y [-1] respectivamente. Entonces

Ho=C01], [14eN2], [3+2V2], [745N2]), [144V2 ), 1+ 8V2], [346V2], 74V 2] }
Ke=([a0s [9] ¥, « =[] =] 0

Se tiene que KJ ={[(1],[3],[5],[7])}, de modo que
HN(KJ) = {[1]} . Luego el orden de H(KJ) es 32 = 0(a®).

Los ejemplos 3 y 4 permiten afirmar que

*
(m——— ) = HKJ ; d.nde H,K y J son los subgrupos generados
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por [1 +N2], [5] y [-1] respectivamente. Consideremos ahora
4 . ZNER | 3
afirmaciones referentes a (——L——=-—) | Estas involucran un sub
n L
p z[\ 2]

grupo generado por [ 1+ p\r2]. Estudiaremos este subgrupo y el
subgrupo H. Mediante calculos directos podemos calcular las or-
denes de algunos de los elementos de estos grupos. Los resulta-
dos de estos calculos se resumen en la siguiente Tabla, donde

hemos calculado los maximos 6rdenes observados y el orden de

[1+pN 2]
GRUPO ORDEN MAX . ORDEN ORDEN DE
DE UN ELTO. [, \[}]
z [N2] R el
( Y92y (2] 72=37(3°-1) 24=3(3°-1) 3
z[\ 2]
( v s T Lopo,
3 y[\N3] 48=37(3%-1) 72=2°(3°(3°-1) o
7 *
(Z/[\j 2) 2 &) 600=5%(5°-1) 120:5(52-1) )
5% z7[N2]
Vo *
(2 A . ) 15000=5% (5%1) 600=52(5%_1) 24
5 z[ \ 2]
7 V2
( [ ]/ > =) 112(112 = ) ilgzo= 11(52_1) 11l
kT2 \/2]

Vemos que en cada caso el mayor orden observado es
pn~1(p2—1) y el producto de este nGmero con pn—1 es ﬂ(pn)=p
(p2—1). Podemos afirmar que (—Zi;ﬂéL)*

p"z[\ 2]

n-1 2 -
co de orden p (p™=1) y k tienen orden pn 1. Esto implicaria

2n-2

LK , donde L es cicli

que (—54-=2 = HKR ', dionde H. tiene oRdenipis .ty R tienes or
pz[\N 2]
> o

den p“-1. Observamos también que el orden de [+pN 2 Jen

-1

i~ n
(——t—t=s ) parece ser p SN

p"z [V 2]
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EJEMPLO 5.

Sabemos que

V' *
(AL N 0<a,b<9; (3,a) =1 0 (3,b) = 1.}
oz 2]
Sean H,K y R los subgrupos de (—ZL:I—_E]—)* generados por
9 z[\'2]

[1 + 3\/—2] o Ay ST 5\1‘2]. Entonces

(S0, 1 e I (R RN R W o [ i 2] 7 8

x
"

R=101], [745V2] , [7V2 1,[ 7+aV2] ,[ 8] ,[ 2+aV2],
22 i, l2eeEa] »

ya que HNK ={[ 1]}, el orden de HK es 9 y como 8 es relati -
vamente primo con 9, (HK)N\R = {[ 1]} se tiene asi que

HKR tiene 72 = ©(9) elementos y por lo tanto

9 z[ \[2)

En resumen, los ejemplos 3,4 y 5 y la Tabla nos permiten

afirmar que

N2] *
i) (—%l-[—-—z-]—) = HKJ, donde H,K y J son generados por
"z [ V2]
[1+\/_2] S (5N R [ respectivamente
A )
ii) (—nz[—--\/—-g-]) = HKR , donde H es generado por [ p\/ 2 }
p z[N2]
i n-1 3 2
k tiene orden p , (n>1) y R tiene orden p -1.
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Probaremos estas afirmaciones estudiando los subgrupos in-
dicados por H en (i) y (ii) conm la ayuda de los siguientes Le -

mas cuya demostracién puede verse en (B

LEMA 1:

Sea k entero positive. Entonces

K _
G NEIRT = e S UNTE S ende v s 2l Vil

LEMA 2:
Sea n entero positive mayor que 1. Sea ° = 1 + p\/ 2
2 * =
Entonces el orden delp] en (_nZL__:J,) es p"
p‘Z/[\IZ]
7 z [ \2
Estudiamos ahora el orden de [ 1 +\12] en ——~[—~——]——)
i INE
7 [N2] *
S
a Z/[\FZ]
LEMA 3:
Sea m entero positivo mayor que 1. Sea v = 1+ \/_2. Enton-
N ¥ *
ces el orden de [v]en (——zz/—[———g]——)‘ en 755[177\12];;) as 2
a 2"z 2] a 7\ 2]

El1 siguiente Lema se refiere a la forma de los elementos

del subgrupo indicado por H en (i) y (ii).

LEMA 4:
Sean m y n enteros positivos mayores que 1. Sean D_1+p‘\/2
W V= 1+\[_2 . Ningln elemento, excepto [1] , del subgrupo de
2 N2 . B
——n———:——) generado por [p] y ninglin elemento,excepto [1]
pz N2 NG -5
Z *
del subgrupo de (~an———3:]-——) y de —E%?\'—\lg—:) generado por
a [N 2] 7 [N2]

[v]) puede representarse por una clase de la forma [c] o [c\/_Z],

donde ¢ es un entero racional.
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Dem:

Un nimero Ce R se llama especial si C€2Z o C = Cy \/-2.

donde C1 € Z . Probaremos que para todo b, 0 <b< p"_1, Y no es
congruente médulo pn a un nGmero especial. Sea
1l b -
B ={b | o0<b<p . S el g
n-2
n-2 N2
P é B, pues si p e B, entonces Dp = s(p"). Por otra
parte, haciendo k = n-2 en la férmula del Lema 1 se tiene
n-2
P n-15 n n-1/5 = n
0 = 4F Sap N2 (p"). Es decir 1-s+p" " V2=0(p") . si
=4l =
s €2, entonces ;:»"Ipr| s L L — 51\12 , entonces pn|l . En am-
bos casos hay contradicciones. Luego pn_2 £ B. Para completar

la demostracidn supongamos que B es no vacio y sea L el menor

elemento de B, Sean d y r en Z tales que
P SN TR S C o i 05 SURRESH| B

ik .
SUS =08 S D! =Ld y L =p , para algdn t tal que 0<k<n-2.

(Hemos demostrado que t # n-2).

Entonces;

P
o) L.pn t
P k()
[E4 o n P
Como L € B, p- = # especial (p ) y en consecuencia
n-2 L n-2-k 4
op = ol = # especial (p ) ,
-2
lo que es imposible pues pn £ B PonptloRtantoNn =08
n-1
Ya que el orden de[o] eS D 5
z[N2 *
oI ] & (6000 1 en ==L 1By ® o donde’ 6 28 un
p"z [\ 2]
namero especial. Sea s = x o s = x\ 2 , x entero racional.Ya
2.5 e
que [s] es un elemento de (—-;\Zi[——\l———]‘/ entonces p no divide a x.
p"zl V2]
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Sea y €7 tal que [xy] = [1] en ( Z/ n )*, entonces p" divide
a xy - 1 en Z y también en ﬂ[\(é]. Por tanto [xy] = [1] en
(—ZL)CQ——)*. Multiplicandoe (1) por [ y] se obtiene
P V2 ]
z (N2 *
@l gl = s lel] e (CZAZhyH
[} U[;\’Zl
si s = x, entonces [y] = [Dr]
sil s = x\fé , entonces [y] = [\E Jle }

= N2 il
Pero [N2 ] es un elemento de yl— l) y Nz "= [u\fZ]
p D[
u entero racional, es una clase especlal, de manera que

(p"] = [yu‘@} ] . En ambos casos 0" es congruente, médulo p",
a un ndmero especial, es decir r € B lo que contradice nuestra
eleccién de L. Esta contradiccién proviene de suponer que B no
es vacio. Hemos demostrado la primera parte del Lema. La demoi

tracién de la segunda parte del Lema 4 puede verse en [6].

5.- ESTRUCTURA DE (——=—=-===-— )

SEACES
. 2 &
Afirmamos en la seccién precedente que ) HKR,
IF 3 n-1
donde H es generado por [1+p\2], K tiene orden p y R es
2
de orden p -1 . Hemos establecido las propiedades que nos in -
teresan de H. Estudiamos ahora el subgrupo K.
A A ¥
Vimos en el Ejemplo 2 que ( Z /92) estd contenido en

i)
oz [\ 2]

particular del siguiente resultado general: la aplicacién

mediante un isomorfismo obvio. Esto es un caso
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BaBIEICE s ioms oo o) ¢ (AN

*
es un isomorfismo. Sabemos que (W/pnz) es ciclico de orden
il = * e
pn (p-1). Entonces existe Lal en (Z/pny) de orden p“
El isomorfismo implica luego que [a ]tiene orden pn-1 en
LARERI
p"z [N 2]

to de K se representa por una clase especial. Asi, HNK ={[1]}

y HK es de orden p2n—2.

. Sea K el subgrupo generado por[ a]. Cada elemen -

Estudiamos ahora el subgrupo R. Como p es primo en Z [V%],
* 4 2
———-— es un cuerpo y (—=—=—= ) es ciclico de orden p -1,

ya que es el grupo multiplicativo de un cuerpo finito. Sea [B]
un generador de este grupo. Entonces

2 Z
8 e 1 odE) W@ PRy il d ypP, cierto yez [N2]. Por la de
2_1 o i
mostracién del Lema 1, ( Bp yp" 1 = 1l+4n pn, con n en y[‘JZI.
n-1 2 1 A n-1
por tanto ( Bp )e = 1(p ), es decir, el orden de[ﬁp ]

es un divisor de p2—1. Sea t el orden de

n-1
[ 8 ] . Entonces P t= 1(p") y en consecuencia
pn—1t x
B = 1(p). Ya que el orden de [B] en (= es p -1,
pz [ \N2]
-1 =q
se tiene que 92—1 divide a tp" . Como p2—1 y p" son relati-

i 5 5 2 e
vamente primos, sigue que p -1 es un dlvafor de t. Luego
- *
= B i d d [Bpn 1] en (—?J——EJ) es p2-1. Sea R
SR y*e orden de o y[vE] p"'1

*
el subgrupo de (—=—== =_1) generado por [ B ]. Ya que todo

elemento de HK tiene orden una potencia de p, (HK)ﬂR:([1]) ¥

2n-2

el orden de HKR es p (P2—1) = ﬂ(p") . Asi, la afirmacién
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Y *
(__ZJ:LﬁJ) = HKR estd demostrada. En resumen
p"z [N 2]
TEOREMA 4:

zN2l= .

——————— IS G e WG

"z (N2 ] P ) p=T

La demostracién de este Teorema es valida solo para n > 1,

pero el Teorema también se cumple para n=1. En este caso Cpn—1

es trivial y ( ;EL,?ZL)" = CpZ—T
pzl 2l
; ol
6.- ESTRUCTURA DE (~?lngJ)
o Z [N 2]
% V2 *
Afirmamos en la Seccidon 4 que (—Zl——%l—) = HKJI 5 donde
SN
H,K y J son los subgrupos generados por [1+ VZ], 5] v (=l ines

pectivamente. Sin embargo el Lema 3 se cumple para m > 1, de ma-

nera que para n <4 determinamos directamente la estructura de

[5]) es trivial. Por tanto,

damos la estructura de
en dos Teoremas, el primero aplicable a n = 1

gundo, a n > 5.

TEOREMA 5:

s == SReL
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(__3ZL_\/_§]_)* he) O BNENS S
A “z[V2] A z70V2) 2 &
Dem
Por el Teorema 2
(2B LR
el 2
I
(_Z_Q_gl = (1], 1+ V273
Z/[\/Z]
—Zil—\l—g_l—)* = s S N S 8 N2 )
a~Z [N2]
Z/l\lzl— = s S N B e e YR |
a W[ I2]
[+3vV2], B + 3V2 ]
Podemos verificar que ~—7l:{él es el grupo ciclico de
7 [\2)
orden 4 generado por [ 1 /2 ] y —Ziltgl es el producto
sz (V2
directo de sus subgrupos ciclico.s
= S AN (e e NE = T )

Supongamos ahora que n >5 y probemos la afirmacién (i) de
la Seccién 4. Hemos estudiado el subgrupo H en lo que se refie
re a su orden y a la forma de sus elementos. Las propiedades de

K gque nos interesan estdn dadas en el siguiente Lema.
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LEMA 5:
ZL N2 =+ -2 m-1
Sea ni> 5 . EL orden de [[8] e (#;L_:Fl) es 2" o 2
: <l i N2 [NV 2] *
sin =2m o n = 2m+1. ELl elemento [-1 | de (-;— ——=1 ) no
o' z[ V2]

estd en K.

Se demuestra usando induccién que para % >3

= =l 3
520 = e %l (@
W
R-2
2 ey
{5) =0 22)
Cuando n = 2m o n = 2m+1, hagamos %= m o & = m+1 en (*).
Se obtienen
m-2 m—1
2 =
5 = 5 @™ v 5 (s
es deecir, [ 5] tiene onden Zm_2 en (Z/Zmy)w y orden U= en
V4 *
( /2m+12/)
ya que las aplicaciones
7 * NGRS
[a] e ¢ /ZmZ/) > [a] e (——2;—~~—:)
a7 ([N2]
Y
2] N it e S e
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Son isomorfismos, se deduce que K tiene orden 2"‘_2 en
-1 2 0
y orden ) en (—-—L—\/——l———) . Para probar que [ -1] no esta en
X 2m+12/[\/2]
K observemos que -1 = 5t (2%), V223 0<t<21_2 implica 2=0(4)

lo que es imposible.

Puesto que [ -1] no estd en K, KNJ ={[ 1]} y ya que cada
elemento de K x J es una clase de la forma [C] con C eZ S

HNA (KxJ) = {[ 1}}E1 orden de HxKxJ es por tanto

AR e A I s el e B R e
A U e 0 ) W o o )
V2] %
Por tanto —ZJ——EJ—) = HxKxJ. Hemos probado el siguiente Teorg
"N 2]
ma:
TEOREMA 6:
SHNNESSORL R E N o NICIES
sz % sz—Z £ Cz ¥ Gl =
Sl
5 5
o Z[\ 2]
sz % sz--1 ® Cz L1 o= Pmed

—
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