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ESTRUCTURA DE LO S GRUPOS DE UNIDADE S DE l .OS AN!Ll.US 

COCIENTES DE z! ['i'Z] MOIDUl.O POTENCIA S DE PR IMOS 

Rrmé Romo C. :!-

INllRODUCCJON. 

En Th e Am erican Mathematical Monthly V. 90 N°8 (1983, pág. 

5 18 -52 8) a par ec e un a r t í c ulo de J. C r oss titulado The Euler 0 -

functi o n i n t h e Ga uss ian Integers. En ese trabajo se d efi ne 

es tudia la f unció n 0 de Eul e r en Z/ [ V-- 11 deter min ando la es -

tru c tur a d e los gr upos d e unidades d e lo s anill o s cuocientes 

mó dul o potencias de p r i mos e n e s te d o min i o pr i n c ipal o b t e -

n ie nd o como r es ultado adicio nal todo s lo s e nter os gaus si ano s 

qu e ti e n e raíce s pri mitiv a s . 

E n mi traba jo de fin i mo s y es tudiam os la f unción 0 Euler e n 

l/ [ \12 J y de t e rmi namos l a e s t ru ct ur a de lo s grupo s de un i d ade s 

d e l os an i ll os cuoc1e nt es d e ZI [\/-2 J mó du l o p o t e n cia s d e 

* Opto . Mat emát ica y Estadística, Un ivors idad de la Frontera. 
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primos de este dominio principa l s iguiendo un programa análog o 

al de Cr oss e n trabajo [ 1 J. 

1. - NOCIONES PRELIMINARES: 

Sean un entero "- O y Y / 1 nZ/ el anillo cuo c i ente d e '11 

mód ul o n. Si n >O, e nt on c es 

'ZI / .nll { (o ), ( 1 J ' 1 n-1] 1 

d o nde los p a rinie sis cuad rados indican c l ases de e qu ivalencia, 

módulo Las unidade s de este anil l o forma n un grup o multipl i . -
c ativo qu e se denota por (Z/ / n'l/) . El valor de la fun c i ó n 0 d e 

Euler e n se define como el orde n de este 'grupo, e s de c Jr , 

para to d o n >1 1 

0{n) (Z/ I nl/) 
. 

Es cla r o que si 1 k J en Z/ / nZ/ e s una u ni dad s i y so l o si k 

y n s on r elativament e primo s. Así , para n > 1 0{n) e s e l nUm c r o 

de enteros posit i vo s menores qu e n y r e lativamente pr i mos co n n . 

Si denotamos p o r en e l g rupo aditivo ( c í cl i co ldt Z//nZI, entonct" s 

par a m>1 la est r uctu r a d e ( Z/ / ml/)* e s tá dada po r: 

¡¡ CZll ZZI c1 

ii) CZll 4ZI cz . 
lil) {Z/ 12"z¡¡ e •C 

2n-2 
n > 2 

I< 2 
lv) (Z// p 0 ZI) e p primo i mpar 

pl'l n- 1 
- p 
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v) (l//mnl/ (l/ / ml/) x (Z//nZ ( m , n) = 1 

La es tr"u ct ura de (11/ ml/) para m> 1 se obtiene por" su facto 

r izació n en primo s. Para una de mo s tración ver 1 5 J. 

De ( v) se obtiene en particular 

0 ( mn ) "' 0 ( m) 0 ( n ) , si ( m, n ) = 1 

La definición de la función 0 de Euler puede exten~erse de 
,- V[ v 2] * 

manera natural a V [ V2 ]. Sea S ~ O en V[ ~ 2 J y <~--{:---) 
v[f2] v[ zJ . 

e l grupo de unidades del anillo ------ Entonces la funcion cP 
do Euler so bre V[ V2] se define 8 &'o~VZ J 

01 el = N 1 ~L{°~J 
Bv( .J2) 

~e ~ o en v[./2 1. 

Co n mayo r g e neral ida d , para todo cuerpo de números K / ~ con ani­

llo de e nt e r os Ok se d e fine la fun c ión 0k sobre e l conjunto d e 

i deales (J\ ' (0) de ok por 

Noso tr os este trabajo no s l i mi tam os a co n si derar sola men 

te el en so K = O ( J 2 ) , OK = ZI [ -f 2 J. 

P o r el Teorema Chino d e l Resto a p lica do a 11{J'"2] se tiene 

E.L{~L_ 
(Y 1 • ' ·Y n 

do nd e ~, . .. , Y 

lar, s i 8 • ;~ 
so n 

n 

e/ 
ente r os relativamente prieos. En partic u -

es la f actorir.ació n da 8 e n 



primos de 11[ J"2 ]: 

_?¿l_Ú_l o 
Bl/( {2) 

-~L{~J_ 
n 

B1
1 11 hí2 1 
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lt • • .. • " 

Es t e i s o mo rf i s mo de a n i ll os i nd u c e un i s omo rf i s mo de grupos 

d e u n idade s 

( -~L'{~l ) * 
Bll(f2) 

En pa r tic u la r, 

< -~L.{~J__ >. 
s," 1 11 1 f 2 1 

0 ( B) • 
"1 n 

0(B ) ... ••• . 0 (8' 
1 

< --~L{~j_ > • <· 11 ! .[21 

Ve mos que pa r a co nocer nuest ra fv n c ión 0 sobre 111 ,f l n ece­

si t a mos co nocer lo estructu r a del gr upo d e un ida d e s 

11 ( J2 1 ( -ñ-- - --- ) , d o nd e 8 es un primo e n 11 [ \[2 ] . Para e l l o i ) 

111 v21 
1dent t fi c a mos l os pr i mos en 111 ,[2 h Ha y so l o tr e s t ipoa d e ello& 

(Ve r , po r eje mpl o . 1 3}, pág. 221) ; ii) dCSC r" l b i mos los clem~n-

oa de l os ani ll o s cuocitntes de ll !{'°2 J , mó d ul o p o t encia" de pr! 

" ºs y los e l e me nt os d~ Ir• grupos de unidad es ~ e ta les anillo~. 

111) est udia mo s t a estructura oe estos grupos media nte ejemplo1 

Que pe rmita n f o r mu lar algunas afirmacio nes so br"e d1 chaa estruc ~ 

ra~ y (v) d e mo s tramo~ estas afirmacio nes. 

Af i rma mos si n demo~tr~eión toara una de mos tr ación ve r ( 3), 

oág1na 121) Q U f' los primos tn l/ l ~2J. So n 
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b) Los primos r ac ionales de la forma 8k + 3, 

el Los factores a+b ,_¡-2 de los primos racionales de la far 

ma Bk ! 1 ( y l os aso ciados de cada uno de l os números 

teriore s ). 

2 .- LAS CLASES DE EQUIVALENC IA EN -~l-~l­
Bn ZI 1,r21 

Y EN 

DONDE B ES PRIMO EN Z! [ .J"zJ . 

En esta sección d e terminamos los elementos de los anillos 

cuocientes de Z![ "2 J. módulo Bn, B primo en Z/ [ J2] y los ele 

mentas de los grupos de unidades de estos anillos. Para ello 

adoptamos la siguiente n o tación: p >O y q indican primos racio­
~ 

nales tales que p = + 3(8) q ~ !1(8) . ll indica un factor pr~ 

mo de y a= ,fz . No hay restricción al considerar solo primos 

positivos, pues (-p)n consecuencia 

--~L~L __ z¡[ vz 1 ---------
1-1 )npn Z/[ .Jz J p n z¡[ vz J 

TEOREMA 1. 

La s c la ses d e eq uival e nc i a d e ZI[ '12 ], módulo una p o tencia 

d e un prim o están da d as po r : 

1. -
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2. - ZI [ ,J2 J = ![ a + b V2 ] O ::_ a < p n , O::_ b < p n } 
o"ZJ [ f2 J 

En e l e nun c iado de es t e Teorema, a sí c omo e n lo s e j e mpl os 

q u e c o n s id e ram os a ~ont inua c i ó n e n tende mos que lo s co n j un to s de 

r ep r ese ntante s so n co mpletos y si n r epeti c i ó n. 

De m: 

Obse r ve mos p ri me r o q u e 

---~J.i'?_J __ 
2 m a ZI [ Vz] 

-~LflJ_ = 
• 2mll[•r2 J 

2 m 
pues a 

-~l~L 
2mZJ I V-2 J 

S i 

a +b J2 c + d -f2< o2 m > , 2 m divi d e a a - c- ( b-d) .J2 , e s d e c ir , 2m 

di v i d e a a -e y a b- d . Pe ro 02_a , c<2m, 05_b , d <2m. Lu e g o 

y b = d Esto si gni f i c a qu e l as cl a s es en (3) so n to -

das di s tintas . Un argu me n to s imila r se u s a p a r a probar que la s 

c la s es en ( 2 ) no se repite n . La s c lases e n ( 1 ) son t oda s di s -

t i n ta s pu es s i [ a J [ b ] e n -~l_-J_.=-~J , e nt one e s n n d i v i d e a 
n Z! [ Jz ] 

a - b . Sea a-b = wy par a a l g ú n y en ZI [J2 ]. Conj u gand o s e 

tie ne a -b = ; ;, d e ma nera q ue ; d i vid e a a -b . Co mo n y n son 

primes n o 
n - n 

a s oci a d os se d ed u ce q u e n 11' 
n 

= Q d i v i de a a -b . 

As í a = b y la s c l a ses en (1) s o n todas d i st inta s . F in a l me nt e , 

si a+b,,j- 2 c + d J'2( 0 2 m+ 1 l, ento n ces 2 m o div ide a a -c+( b - d ) J2 
Y 2 m divide a b -d . Com o O ~b,d <2 m, s e tie n e qu e b=d . Ah ora 

2m a divide a a-c , es decir 
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Luego 2m+ 1 di v i de a 

pr obado que las cl ases [ 4 J 

pues 02 a,b < 2m+ 1 Hemos 

todas dist in tas . La demostra-

ció n de que l os s i ste mas d a dos po r l os c o n j u n tos del Teorema so n 

co mpl e to no la dam os a q u í . Pued e e n co ntrarse en ( 6} o e f ect u ando 

u na adapta c i ó n la d e mos tra c ió n del Teor ema 1 en [ 1 ]. 

-~_l_~l 
• n ZI h/-a] 

tie ne lqfn elem e nto s, Es te teorem a impli c a q u e 

tiene p 2 " element os y _!'.'.L{°?.L 
a"z;[.J2 J 

tiene z" element o s. 

Identifi c am os aho ra l a s unid a d e s de l o s anillos c u yos el e -

me nt as han sid o d et e rm i n ad os en el T e orema 1. 

T EOREMA 2 : 

Sea Ca] e n __ !'.'_L_~(3_l 
• n ZI [ Y2 J 

1. Se a [ a+b Vz si ( a, q) 

Enton c es [a] es u n a unidad s i y solo 

p"z; [ v21 
Ent onces [ a+b \{z ] e s 

una unidad si y solo s i ( a , p ) = 1 1b.p 1 1 . Se a [ a+ b ,{2 J e n 

__ !'.'_J_'!'iJ 
a"ZI [ \Í2 J 
p ar . 

Ent once s {a+ b ,rz] e s un a u n idad s i y s olo si a e s i m-

De m: 

Se an By y e n ZJ ['12. ]. E n t o nces [ B] es un a un idad e n -~L~C~l 
si y SO 1 O S i [8 j [ V J = [ 1 ] 

1 -j; Y ZI[ 'h ] 
e n -~---} J , p ar a a l gún v E: ZJ [ ... .[2 } . 

YZ/ ['-12J 
Ento n ce s [6 J e s un a unid a d s i y s o l o s i 6 v ~ 1 ( y ) , e s t 0 e s , s i y 

so l o s i 8 v + y n "" 1 ~ p ar a e i e r t o n e n ZI [ V 2 i · As í , [ 8 J e s un a 

u nidad s i y solo si B y Y so n relat i v am e nte pr i mos . Se deduce 
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que [a J es una unidad -~J_~~J 
n nZ/ h/2) 

si y solo si 1 ' si 

y solo si n 1 a, si y solo si q } a. 

[a+b~2) es unidad -~l~C?J 
pnv[·F2J 

<=> 

es una <=> p 1 a+b "-f2 -:_=> p t o p l b. Fi nalmente, 

unidad en -~L_'{~-=-)_ <=> ( a+b\/-2, anl = 1 <>o> 2 t a+b-.f2 . Pero 

.r .. 0 ZJ['12J a+b'[2 2b+a..f2 -
'\12 d1v1de a a+b\J 2 <=>-------- -------e Z/[ V2 ]*> 2la . Es -.r2 

decir ~2 no divide a a+b 'Í2 <=> a es impar. 

Ejemplo l: 

searr=1+2,r2 n es pr imo en z¡.[ "12} pues 11 

los teoremas 1 y 2 se tiene 

{ [o ¡, 1 1 ) ' 1 2 J, .. ., 148 1) 

- 7 . Por 

ZI [ 'ÍZ ) 
y[. a) en ------- es 

,2ZJ[-..{2¡ 
unidad si y so lo si 7 no divide 

¿A qué clase módulo pertenece ~2 ?. 11 2 = 9+4'\.(2, de modo 

que 4'F2 = - 9 (n 2 ). Multiplicando esta congruencia por 1 2 se 

obtie ne 49 "./2 - 'Í2 = - 1 08 (11 2 ). Ya que 11 2 1 49, esta congrue~ 
c ia se reduce a ,12 ;;; 1 0 (n 2 ), de modo qu e \./-2 perten ece a [lOJ . 

Observemos que en 

< --~L'{~L 1 * 
,2z¡¡-..J2] 

Ejemplo 2: 

este ejemplo 

ZI * ----) 

49ZI 

Por los teoremas 1 y 2 
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1 -~l.i~L r* = 1 [a•b ,1211 
gz;[--hJ 

O{b.( 9 , 3 es relativame~ 

te pr im o con a o b 

Ob s ervemos que 1 -~- >* 
9 Z/ 

está incluido isomórficamente en 

1 -~l~~J) * 
gz¡ [·V-21 

pues 1 -~-) * = { [ 1 ], [ 2 ], [ 4 ], [ 5 J. [7 J , [ 8 ] ) puede 
gz¡ 

i dentificarse mediante la aplicación inclusión con 

{ [1 ], [ 2 J. [ 4 J. [ 5 J. [ 7 J. [ 8] ) en 1 -~l.:{°~j ¡*, 
g z; [I2 l 

E jemplo 3. 

En vi r tud de los Teoremas 1 y 2 

1 -~_[_'!_~_]_) * 
a 5 Z! [ '-'~ 2] 

ZJ[\/-2] * 
1 --------) 

4 aZJ[ ·F2 J 

<11 1. [3 J,[ 5 J , l7J.[1+'1-2J.l3+'r21.15+\[2J, 

Ob s ervemos que 

fica ment e en 

[7 + Y 2 l , I 1 + 2 I 2 J , [ 3 + 2 Y 2 J , 1 5 + 2 ·[ 2 J , 1 7 + 2 ,r 2 J , 

[1 + 3 ·I 2 J , [ 3 + 3 ·I 2 J , [ 5 + 3\12], [ 7 + 3 ,1-2 J ¡ 

1 -~-) * = { 1 1 J ,[ 
8 Z/ Z/ 1 '-12 J * 1------- ) . 

4 az; [ 'I2] 

3] , [ 5 ], [ 7 ] ) está 

Z/ * Ya qu e (--- ) 
8 Z/ 

incluído isomór -

no es cíclico, 

1-~1.:!~~v 
4 • Z1 ['12] 

tampoco lo es . Determinemos la estructura de este 

g rupo. Sean H, 

[1 +...f2], [5 ] 

K y J subgrupos d e ( -~l_'f~) * gen erad os 
a 5z;[ Y2f 

[- 1 ] respectivam e nt e . E ntonces 

H = {[1 ], [1+ \Í2] , [3+2\f- 2 ] ,(7+ '.(2] ) 

{ [1 J. 15 J ) J • { 1 1 J. [- 1 1 

por 
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Se tiene •ue KJ = { [ 1], [3], [5], [7] }, de modo que 

HC'\KJ ={[ 1 ]L Luego el orden de HKJ es 16. 

Lueg0 HKJ 

Usando los teoremas 1 y 2 podemos contar 10s elementos de 

los grupos de unidades. Encontramos los siguientes resultados: 

i} $ 1nn1 n n-2 qn-1 (q- 1 ) • -q = 

ii) ·. 0 ( p n) 2n 2n-2 2n-2 
p - p = p 

iii) 0 ( an) 2" - 2 n-1 
= 2 n-1 

3.- LA ESTRUCTURA DE 1--?'.'LÚ.l> * 
•ºZI[ 'I2J 

1 p 
2 

-1 1 

Vimos en el Ejemplo 1 que 
ZI ( '\f; J * ( -------- ) e s c í c 1 i c o . Esta es 

n 2Z1[Y-2] 
exactamente la situación general. 

TEOREMA 3: 

Dem: 

1-?'.'.l~L> * 
n°z¡[Yzl 

Por el Teorema 2 

1 _?'.'_l_~(~j_) * = { ' [a J 1 O ~a < 1 q 1 n ; q { a } 
•ºZ1['.'2] 1 

Se demuestra sin dificultad que la aplicación 
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de 1 

Estructura de los grupos 

Sobre 

1-!:'.'..L_?.l1 * 
, n ZI 1 21 

1 _!:'.'.__[_':(?.l 1 * 
, "z¡[>-Í2) 

Esto prueba el T eorema. 

es un isomorfismo 
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4.- ALGUNAS IDEAS PRELIMINARES REFERENTES A 

1 -~l.i~l) * . 
1 -~L'!.-~)¡ • y A 
•"Zll,r21 

p"z¡[-../ 2] 

En la sección anterior tratamos de pr i mos en ZJ[ \J-2) que 

factores de primos racionales. Lo s grup o s d e unidades que 

corresponden a los otr o s dos tipos de prim o s so n en g e neral 

no cíclicos, según lo v isto en el Ejempl o 3. Mostramo s en e s e 

Ejemplo que 

1-~J_'!_~l) * 
a 5 ZI ( '.(2] 

continuación 

muestra que podemos obtener una estructura similar cuando ol.. 

se eleve a una poten c ia par. 

Ejemplo 4. 

Por los Teoremas 1 y 2 . 

02a,b < 8 , a es impar. l 

Sean como antes H,K y J los subgrupos de 
ZI ( ' r2] " (-------) generad os 

a 6Z1['Í2] 
por ¡1+\fZL [5] y [-1] respectivamente . Ent onces 

H =<·[1], [1+'12J,(3+2úl,l7+5'12J,11+4\J2 J, 11+ 5v'2l,13+6VÍl, [7+V2] l 

K = ( ( 1), ( 5 j } , ( ( 1 j , [-1 ] } 

Se tiene que KJ =((1].( 3 ],[5],(7]! , d e modo que 

H(\(KJ) = {[1 )l • Luego el orden de H(KJ ) es 3 2 = 0(o. 6 ). 

Los ejemplos y 4 permiten afirmar q ue 

; ~~ nde H,K y J so n l os s ubgrupos g e n e r a d os 
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por [ 1 +'[2 ], [ 5 ) y (-1] r espectivamente . Co ns ideremos ahora 

afir macio n es referentes a 1-~L~C~J-)*. Esta s involu c ran un sub 
p 0 Z'( --J 2] 

grupo generado po r [ 1+ p\r2¡. E$·.: u diaremo s e s te s ubgrupo y el 

subg r upo H . Me d iante cálcu l os directos p o d emos calcular las ór­

denes de alg u nos de los e l ementos de estos g ru pos. Los re su lta­

dos de estos cá lcu l os se r esumen e n la s igui en t e Tabla, d onde 

hemos calc ul ado los máximos órdenes obse r vados y el orden de 

[1+p"°2J 

GRUPO ORDEN 

Z/ [ 'fz] * 2 2 
r 3 2z¡¡,,,r2¡ 72=3 ( 3 - 1> 

( Z/ [ ,,,¡ 2)y 

3 3 Z1[\12r 648=34 (3 2 - 1) 

cZJ I 'r2 y i* 60o=5 2 C5 2 - 1 > 

5 2 Z![ \/2 ¡ 

MAX.ORDE N 
DE UN ELTO . 

120=515 2 -1) 

ORDEN DE 

1+ 0 'I2J 

24 

11 

Ve mo s que e n c ada caso e l mayo r o r den obse rvado es 

Pn- 1 1 P 2 - 1) y e l pr o du c t o de este núm e r o con pn- 1 es 0(pn)=pZn - 2 

(p 2 - 1 ). Po d e mos afirmar que (-~1-~l i" = LK , donde L es cícl ~ 
n-1 2 . oºZJ[ -.Íz] n- 1 

c o de o rden p (p -1) y k tie n en orden p , Esto i mp l i c aría 

qu e (-?:'..l_'{°~Li* = HKR , do nd e H ti e ne o r den pn- 1 y R t iene or­
p0Z/ 1 'Í2] 

d e n p 2 -1 . Obse rvamo s tamb i én que e l o r den de [1+ p "-(2] en 

1-?'.'..L{~l1 * 
o0 ZJ 1 'Óz] 

n - 1 pare ce ser p si n > 1 , 
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EJEMPLO 5 . 

Sabemos qu e 

O 2_ a , b < 9; ( 3, a ) 1 o ( 3 ' b ) 1. } 

lJ [ '1-21 * 
(-- - --- - ) gen e rados por 

g ll[ v-21 
Sea n H, K y R l o s subgrupos de 

[1 + 3'/21, [4 l y [7 + 5-J'2 1. Ent o n c es 

H = { [1], [ 1+3 -.f2 I , [ 1+6\/°2]} K=l(1], (4], [7] 

R = [1], [7+ 5-.f2 ], [1'F2 ], [ 7+4-./"2 ] ,[ s i ,[ 2+4 --F2 ], 

[2 '1"2 ], [ 2+5-..f2] } 

ya que HnK = <[ 1]} , el orden de HK es 9 y co mo 8 es r e lat i -

vame nte primo c o n 9, ( HK) (\ R <l 1Jt. Se tiene a s í qu e 

HKR tiene 72 = 0(9) e l em e nto s y por lo ta nto 

c-~L'C~l 1* 

9 ll[ ' Gi 
HKR 

En re s um e n, l os e j e mpl os 3,4 y 5 y l a Ta bla n os permi t e n 

afirmar qu e 

i) 

ii) 

c-~-L':"0.l 1 * 
anl/["\(21 

= HKJ, dond e H,K y J so n g ene rad os p o r 

[1+°\(2] , [5 1 y [ -11 r es p ec ti vamente 

e -~L.~(~J 1 * 
pnl/[ -.J2I 

k tiene ord e n 

HK R , d o nde H es g ener a do p o r [ 1 + p \ /-2 J, 

n -1 
p , (n· ::-1 l y R t iene or d e n p 2 - 1. 
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Probaremos estas afirmaei0mes estl!Jdiand 0 los subgr l!J pos in­

dicados por H en (i) y (ii) e0m la ay l!J da de los sigl!Jientes le -

mas e l!Jya dem0straci6n puede verse e m [ 6 ]. 

LEM.A 1: 

Sea k entero positivo. Ent0r.ices 

11+ 0 \f2>º' = 1+ok+ 1 ·I2 + ok+ 2t. "ºº"º v 'ZJI -V-21 

LEMA 2: 

Sea 

Emt0nces 

n entere 

el arden 

positivo mayor;- que 1. Sea P = 

de [ P ] en ( -~L:{°~J-)" es p n _, 

pºZJ[" 2] 

Est.udiam0s ah0ra el 0rclem de [ 1 +'1-2] 

en 1--!f_l '12 L__) * 
o2m+1 ZI [\12 J 

LEMA 3: 

1 + o'F2. 

ces 

Sea m entere positivo mar..0r que 1. Sea v = 1+ "12. E r.it 0 n­

el 0rdel'l de [ v J en (--~~:.L~~L-) '~ y en (--~L-~~L-) * es 2m . 
0 2mz¡["./2 ] 0 2mo-1ZJ[-f2 J 

El siguiente Lema se refiere a la forma de los elememt0s 

del su1bgrupo indicado p 0 r H en (i) y (ii). 

LEMA 4: 

Sean m y n enteros positivos may0res que 1. Sean D-l+p·-J-2 

y v = 1+ ~2 Ningún elem1emto, exc::ept0 [ 1] , del sul:>grl'.11¡;>0 de 

( -~L~~-L) * gen erad o p o r [ P ] y ningún e 1 eme n to , e x e e p to [ 1 J 
J'z¡('1-2l - • 

de 1 s ubg r upo de (-~.L~~l--) 
2 mZJ ¡-I 2] 

ZI ( Vz 1 * 
Y de (------- --) genera d o p0r 

02mo-1Z/( '--f2] 

[v] puede representarse p0r una clase de la f o r ma ( e ] o [c"Í2], 

d0nde e es un entero raci0nal. 
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Oem: 

Un nú me r o Ce 1R se llama especial si Ce Z/ o C = C '..{z , 

donde C 1 e Z/, Probare mos que para todo b, O< b< pn- 1 b 
1
n o es 

congruente módulo pn a un número especial. Sea 

= { b 1 O<b<p"- 1 b-Clp"il. 

B , pues si 
n- 2 

p e: B ' ento n ces 
n-2 

p p = s ( p 11 ) • Por otra 

hacie n do k = n-2 en la fór mu l a del Lema 1 se tiene parte, 
n - 2 

p 
= 1 + p n - 1 '-12. { p n ) . Es de c ir 1 - s + p n - 1{2 =O ( p n ) . Si 

se: ZI, entonces PnlPn - 1 . Si s = s 1 '\/2 , enton ces Pn l 1 • En am-

bos casos h ay contradicciones. Luego pn - 2 t B. Para completar 

la demostració n suponga mos que B es n o vacío y sea L el meno r 

elemento de B . Sean d y r en Z/ ta l es que 

n-1 
p L d+r 

Si r = 
n-1 o , p Ld y L = pt, para algún t tal qu e Q <k< n -2. 

( Hemos demostrado que t i n-2). 

Entonces; 
n-2 

p 
p 

n-2-t 
L.p 

Como Le: B, pl ; # especial (pn) y en consecuencia 

n-2 n-2-k 
p p pl . p : #especial {pn) , 

n-2 
l o que imposib l e pues p t B. Por lo tanto r i O. 

Ya que el orden de[P] es pn- 1 

11 1 [ 1] = [ P L d] .[ J"J = [ s ] [ P r ] en 1 __ ?'..l:!.::-~L1 * 
p"ZJ l·F2l 

donde s es un 

núm ero especial . S eas o s = x--f2 1 x e nt e r o ra c i o nal.Ya 

que [ s ] es un e 1 eme n to de ( -~L~~J) * en ton c es p n o d i v id e a x . 
p" ZJ[ \Í2 ] 



122 Estructura de los grupos 

Sea y EZ/ tal que [xy ) = [1 ] en ( Z//pnZ/ >*, e nt onces pn divide 

a xy - 1 em Z/ y también en ZI[ \Í2] . P0r tanto [ xy) = [ 1 J en 

( -~i~5J __ ) * . Mu 1 ti p l i e a n d 0 ( 1 ) p 0 r ( y ] se o b t i en e 

o"v [V2 1 

si s x, ent0mces (y] 

( -~_1_{3-l 1 * 
pnZ/ t"-2] 

= [O r J 

si s '·I2 , entonces [y ] = [\Í2 JI{] 

Per0 [\12] es u n elemento Ele 

u emter0 raci o nal, es u n a clase especial , de man era que 

(i:i r) = [ yu~2]. En ambos 11: as0s Pr es ccrng¡ruent e, méd ul 0 
n 

p • 

a un r:i úm e r o especial, es decir re: B 10 que c0ntradice nue st r a 

e le cc ión de L . Esta contrad i cci6m proviene d e suponer que B n o 

es vacío . Hemos demost rad o la prim e ra parte de l Lema. La demos 

traGi6r.i cle la segunda pa r te Glel Lema 4 p u ec::le v erse en [ 6 ]. 

5.- ESTRUC TU RA DE 

Afirmamos e n 

( --~J~J_ 1 * . 
pnZ/ ( -/2] 

donde H es gen erado por [. 1+¡;.i\(2 J. 
de orde n p 2 -1 . Hemos esta b le cido las propiedades 

teresan de H. Est u diamos a m0 ra el s uegrup 0 K . 

* 

que n es in -

Vimos en el Ejemp l o 2 que ( V 1 92 ) está c ontenid0 e n 

1 -~L~3-J1* 
9ZI f '1'°2 ] 

median t e un iso mo rf is mo obvio . Est o es un c a so 

par ti cula r del siguien t e res ult ado g e n er a l: l a apl i cación 
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* es un iso morfismo. Sabemos ~u e (Zl / pnZ) es* cíclico de no:
1
den 

pn - 1 (p-1). E n to n ces existe La1 en {Zl/pnZ/) de o r den p 

El isomorfismo implica luego qu e [a ] tiene orden pn- 1 

ZJjV-2j * ( - ñ- --- ) . Sea K el subg r up o generado por [ a J. Cada elemen -
p ZJ [ --F2 J 

to de K se representa por una c lase especial. Así, H (\K =([ 1 ]1 

y HK es de o rd en p 2 n- 2 

Estudiamos ahora el s ubgrupo R. Como p es primo en ZI 1 v'2 J • 

_ '=".L':!~J es un c uer po y ¡_'=".L::[?.l¡ * es 

o y['Í2 J oZJ['I2J 
cíclico de orden 

ya que es el grupo multiplicativo de 

un generador de e s te grupo. Ent o nces 

cuerpo finito. Sea [e] 

p2- 1 __ - 1 p2-1 
(p) y B = 1+ y p, cierto 

mo s tración del L ema 1 , eP 2 - 1 1pn- 1 = l+~ 
y E Z/ [ \(2 J . Por 1 a d e 

p n, con ~ e n ZI [ ...,¡- 2 J • 

n-1 n - 1 2 
por tanto ( Bp )p - 1 1 (pn) , e s decir , el orden de i eP 

e n 

6 

< __ '=".J::{?._l¡ '' es 

pnl/ ¡ .. [2 J 
divi so r d e p 2 -1. Sea t el orden de 

n-1 n- 1 
p 

Entonces eP t; 1 (pn l y en consecuen c ia 

n- 1 
p t 

1(p). Ya que e l o r de n de [e] en 

se tiene que p 2 - 1 divid e a tpn - 1 Co mo p 2 -1 y pn - 1 s on r e lati-

v amente p r imos , s igue qu e p 2 - 1 es u n divi s or de t . Lu e go 

p n - 1 e n ( -~J~~J) * e s p 2 - 1 . Se a R 
t = 0 2 -1 y el orden de [ 6 0 nz¡¡V"""2 J n - 1 

e l s ubg r upo d e (--~-L{~_l) * g e n e rado po r [ ep J. Ya qu e t o d o 
pn ZJ [Ú J 

e l e me nto d e HK tiene o rd e n un a po t e ncia de p, (HK)ílR=I[ 1]1 

e l o rd e n de HKR e s p 2 n- 2 ( P 2 -1 l = 0{pn) . As í , la a fi rmaci ó n 
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ZI [ \/2 J * 1 ------_-- 1 HKR está dem0strada. En res~me n 

o"ZJ [\I 2 1 

TEOREMA 4: 

ZI [ ')~ ] * 
-------1 
pnz¡['f2 1 

e 
n- 1 

p 
e r.i- 1 x e 2 

p ¡.::i-1 

La de m0stración de es t e Te0re m.a es vá l ida s0l0 par--a m > 1, 

per0 el Te0rema tambiin se cu~$1e para n=1. En este cas0 C n-1 
p 

es trivial y ( -~--.'1.1* 
p ZI ( 2 J 

6 . - EST RUC TU RA DE 1 -~1y_::-;,_ _11 * 
c(nZ1[ 'F 2] 

Afirmamos en la Secci6r.i 4 que 

H,K y J son los subgru p 0s generad0s 

1-~L':!.lL1* 
6' n z¡[ \j 2 J 
por[1+'F2], 

HKJ ; d0r.ide 

[5Jy[ - 1Jres 

pectivamente. Sin embargo el Lema 3 se cumple para m > 1 , de 

r.iera que para n < 4 dete rm inam0s directamer.ite la est r ~c t eira de 

1-!:'.'.._L{~J1* . Más aún, en (--!:!.l.:{;,.J_1* el s•bgrupo generaoo por 
onz¡ [\j 2] 4 · ZI {V 2 J Z!( '[2] * 

[5 J es trivial. Por tanto, damos la estructura de ( - --- - ---) 
onz¡["'-2] 

en dos Teoremas, el primero aplicable a n = 1, 2, 3 y 4 y el se 

gundo,an > 5. 

TEOREMA 5: 

Z![ '.[ 2 1 * 
(-------) 

oZ/ [ '12 ] 
1 _!:!_l.{3_J 1 * 

o 2 ZJ {\lz ] 
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c--?'.'.L~~L¡ * 
(Á 3 ZJI 'r2 1 

ZI [ Y2l * ( -------) 

c<,4 z¡ ( V-2) 

Dem: 

Por el Teorema 2. 

1 _?'.'.1~~1) * = ( 11 1 } 
a ZI( 2 ] 

e -~1.:::C~L > * e 1 1 1 , 1 1 • '-f 2 1 i 
a 2 Zl['h] 

e -~1.:::~3-L > * <1 1 J • 1 3 J , 1 1 + -J""" 2 J , ¡ 3 + ·[ 2 1 1 
a 3Y['F21 

125 

1 -~L:(~L ¡ ,. 
o 4 ZI [\i-2] 

e 11 1. [31. ¡1+ v21 1 3+ \/2 1 ' 11 + 2\/2 1 ' [ 3 + 2\12' 1 

(1 +3f2J, [3 + 3'{2 1) 

Podemos verificar que (-~l~~})* es el grupo cíclico de 

- a Z1 [\/2JZ1l'I2 j * 
orde n 4 gen era~ o por [ 1 + \1 2 J y ( -- --::: } e s e 1 pro d u c to 

,4 z¡ ¡0 21 
directo ~e sus s ubgru po s cíclico~ 

H = !( 1] ,[ 1+\i2J, [3+2\/2 j,[3+\/2j L = ( (1 J, ( 3J J 

Sup0ngam0s ahora que n > 5 y probe mo s l a afirmación ( i) de 

la Secc i6n 4. Hem0 s estud iado el subgrup o H en lo que se refi! 

re a su orden y a la fo r ma de sus element os. Las propiedades de 

K que n os interesan están dadas e n el siguiente Lema. 
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LEMA 5 : 

Sean~ 5 . El orden de ( 5 ] er.i 

s i r.i = 2m 0 n = 2 m+1. E l eleme mto 

está en K . 

Oem : 

Se de muestra usando indl!l:cci0r.i que para .t ~3 

Cuando n 

Se ob tienen 

• ( 2 1 

2m O n 2m+1, ha@·am0s t = m 

esde c ir ,[5] tiene 
m- 2 ZI ,., 

o rde n 2 en ( :· I 2 mZI ) 

ya que las aplicaciones 

c -~lj_?L 1 " 
, 2 mll [02] 

e --~LY_-~_ 1 " 
2m+1 '{ [ \/2 J 

2.= m+ 1 e n(•~ ) . 

m-1 
y ord en 2 en 
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So n isomorfi s mo s , se d e du ce ·~u e K tiene o rd en 2 m- 2 en -~l~~l­
a 2mZ/ [ \i-2] 

orden 2m - 1 en ( -~1~1--- ) * . Para pr obar que [ - 1 J no está en 
0 2 m+1z¡[\/2J 

K o b se r vemos que - 1 ;;; 5t ( 2l.), V t..::_3 , O<t<2l.- 2 impli ca 2::E0(4) 

lo que es imposible . 

Pu esto que [ - 1 ] no está en K, K f'\ J = { [ 1] 1 y ya que c ada 

e l e me nto de K x J es clase de la f o rma [e ] co n Ce ZI , 

Hf'\(KxJ) por ta nto 

2 = 2 2 m-1 
= 2 n-1 

= 0 (o n) si n = 2m 

2 = 2 2 m 
= 2 n -1 

= 0 (o n) si n 2 m+1 

Po r tanto 

TEOREMA 5 , 

1 -?'.'.J_{~l¡ * 
a"ZI( \Í2] 

Si n < 5 entonces 

{" ¡_?'.'.li°~J¡" 
ª "z¡¡ ·I 21 

2m 

HxKxJ. Hemos probad o e l s igui e nte T eo re 

X e 
2 m-2 

X e 
!>i 2 m 

2 

X e 
2 m-- 1 

X e 
si 2 m+1 

2 
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