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DETERMINACION DEL CENTRO DE K[ x;J7] .

Hugo Ramirez Passarge®

RESUMEN :

Se presenta el problema de la determinacidén del centro
del anillo de las SKEW-Polinomials K [ x; 8] . Se determina que
C(K [ x; &
CIARMSXES

]) = ker 8 si 6§ es trascendente sobre. k;
]) = (ker 6 ) [ ni(x) Jsi & es algebraica sobre K,
siendo n(x) el polinomio minimal de & sobre K. Este caso se

diaen car (Ker W8 ) = pi>0), [K: Ken Sii= ", y
-1
n(x) = xP" + xp" LS RSO ( uieker‘é).
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DEFINICION 1.

Dados un campo K y § una derivacidén no nula definida sobre
K, definimos el anillo de polinomios en x y coeficientes en K,

con x no central, como el conjunto

K[x;8]= (1 EIN xiai | (ai)is In ©S una sucesién en K de sopor
]

te finito} , con igualdad, adicién, y multiplicacién definidas

por:
E e 4 :
) Teglar = bie=$ Lyl bi Vi e IN
ie 1IN ieIN
=) ( z xiai)+( 3 xibi) = r xi(ai + b,)
i €IN ie IN ie IN
T 3 i §d-x
Rkl L e ey b
ie IN ie IN (i,j,k) € IN

K[ x; 6] satisface las propiedades siguientes.

*
4) La funcién g: K[ x;8 ] + IN. g(f(x))=max { i/a; # 0}
donde f(x) L xlai # 0 es una funcidén grado que satisfa
ie IN
ce g(f(x)-g(x)<max {g(fl(x)); glg(x))}y

g(f(x).h(x)) = g(f(x)) + g(h(x)).

5) K[ x; 6] es un anillo integro que satisface algoritmo de di-
visidén a la izquierda y a la derecha. Luego es un dominio

de ideales principales izquierdos y derechos.
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6)

Determinacién del centro

V(A, ao, o) donde A es anillo; o : K » A homomorfismo de ani-
llos; y a e A satisface la condicién (C)

Va e K, a° a = ag a% SR §] + A aue satisfa
cedlk=ay x% = a- Ademads cuando 5 existe, f(x)? =f° (aJ
donde f ¢ (ao) €A es obtenido al sustituir cada coeficiente

de f(x) por su imagen bajo o, y x por a .

DEFINICION 2.

[a

7)

8)

9)

Sea A anillo. Entonces el conmutador de a,be A es

,b]=ab - ba y satisface las propiedades.
[ ,]: AxA + A es bi-aditiva.
¥a,b e A las funciones 6a, 6b : A + A

definidas por

53 =lEai N RSy Gb = [., b] son las derivaciones internas

inducidas por a y b.
SHNGE VAT H es homomorfismo de anillos, entonces preserva
conmutadores:

el B e AR [Naisib ] = la o RbNoh

DEFINICION 3.

K

Denotamos por k el sub-campo de K de las constantes:

= ker & = {aeK /7 a% = 0}
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DEFINICION 4.

E1l centro de un anillo A es el subanillo
C(A) ={acA|l [a,b]=0, ¥be A} cuyos elementos se llaman cen

trales.

PROPOSICION 1:

En K[ x; 8§] valen las igualdades:

a n-1 n K Sn-k
10) [ha, x ] = n (i ies ¢ , Ma g A, Mn ¢IN*
k=0
Conviene destacar el caso n = 1: [a,x ]= al va e K
i
11) [a,x" ]= o, Ma € k, ¥n €IN }
|
n n !
L2 B[EXEal, xil]| =S ixa [ alyxe ] Vae K, ¥nge IN
D) {1 R R k3 K [R5 SR S K R ] es k-bilineal
DEMOSTRACION:
10) Particularizando (3) con a =a, a;= 0,¥i & IN*
bE=tals bJ =0, VJ e IN —{n} - resulta
n n n k § s
ax = g (k) X a
k=0
n
k -k
Luego [a,xn] = ax"-x"a = b (:) x* a " e
k=0
n-1
S (:) " asn"k
k=0
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I S Sk S emis e Y S oM EET SR S
n-1
n k n -k
Luego por (10) [a,xn] S el )x  af =0
k=0
+1
12) [x" a,x] = xax-xx"a = xTax-xx"a=x"ax=x" ak=
= x"(ax-xa) = x" [a,x] , Mae k
13) De (7) sabemos que [, ] es biaditiva. Sea
f ek[x;8)] entonces ¥ ek, Mae k, Vi eIN,
[x.xla,f] = xla) §f =
Gei¥ 4 d i i i
= A .x a+ A(x"a) =R X N Cx e, B =[xl ]
n n 4
i i
(pues Aek es central: (A, I x ai] SB[V a; ] =
i=0 i=0
n §
i
Z (x ai) X
i=0
n n
s i 6 i ;
SR e R ai+‘1aix) s (h.xl] ai**l[x e
i=0 i=0
Luego [+, f] es homogénea sobre monomios x'a y por

i
aditividad serd homogénea sobre polinomios.

La homogeneidad de [f, o lsie prueba del mismo modo.
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PROPOSICION 2.
[ gy
Sea, filx)i = 5 x'a; e K[ x;8]. Entonces
i
1=0
q i
) [ (x) e = o xaiﬁ
1=0!
i-1 1
b) [a,f(x)] =8l a +...+ ¢ (:) R et ) o,
1
k=0
n-1
oo : ) xk asn_k a,
k=0

DEMOSTRACION:

n o n 4 n
() [ G IS G T s ai,x|= £ ex ai.x]- L
i=0 i=0 i=0)
% i
g ag
i=0
b fix) )= + i L% e |
) [a,f(x ]-[a,a\O Xa *oatx ay a,

i
=[a,ao] +[ a,la1]+...4[a,x ai] b

=[a,x Ja +...+ a,x Jagto. ot [a,x"] a,

i-1 2 K g n-1
T T S R LT Y ajto.t 8

i k=0 k k=0

97
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PROPOSICION 3.

Determinacién del centro

El homomorfismo de anillo R: K + End (k , +) tal que
g itani ey fbase extiende de modo Gnicon con R
a R: K [x; 6 ] * End(K,+). Ademds R es K-lineal donde End (K,+)
es un K-espacio vectorial derecho via la accién fx = f o X g
DEMOSTRACION:

Para extender R basta que cumpla la condicién C de (6):

es decir, a

les pues:

8
5oaR¢(a )R

R es k-lineal pues (f(x)2 )R = f(x)R =40 XR = F(X)R

PROPOSICION 4.

Sea n ¢ IN*

Entonces

DEMOSTRACION:

R

t

) VMa e K

oé=460 aR+(a6 )R y estas funciones son igua -

agos

Srar S b S (ab)G = b ¥b €K

= b

o A

R
= f(X)RX
y P un primo de IN tal que
e v =0 (mod p).

€ [N* tal que al =l o)

Descompongamos n = ptm con Brm y

=n = 0(p))
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si m >1 ===> 1« pt<n
lo que es una contradi

PROPOSICION 5.

Ptm
==>(t) =m=20 (mod p)
P

ccidn.

Sea A anillo y a,be C(A), b cancelable.

Sea Ce¢ A tal que a =

bc. Entonces Ce C(A)

DEMOSTRACION:
En efecto Mace A, 0 =aa-aa= a bc-bca=
biflaic=chani===>Igic' — cla’ = Ok

(JACOBSON-BOURBAKI) Sea K
anillo de End(K, +) tal que:

un campo. Entonces dado A 3 1 sub-

a) A es un sub-espacio vectorial derecho sobre K de End (K,+).

b) [A : K]=n

Entonces k =(aEK/a°

T O U Y LT ]

R
R
es un subcampo de K,[K: k] = y A = EndR(K,H.

DEFINICION 5.
Usando el homomorfismo

(3) Rk [ 6, I+ End (K, +)

n
Seal Mk [ls/]=" Imi R =4 T

lineal de anillos R de proposicién

o ai/n:IN o e el )
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Luego K [&] es un subanillo de End(K,+) homomorfo a
K [x; 6] que ademds es una espacio vecotiral derecho sobre

K.
PROPOSICION 6.

Supongamos que existe un polinomio f(x) €K [x; §] de grado

minimo con. f( &) = 0.

Entonces [K [8] : K] = grado f(x). Ademas el algoritmo de
divisién de K [x,8 implica que si g €K |[x,6 ]satisface
g(s) = 0

=> filx)7glx).

DEMOSTRACION :

Es obvio.

Finalmente enunciamos el resultado en un Teorema.

TEOREMA :
C(K [x38 ]) = k si § es trascendente sobre K.
C(K [x36 ]) = k[n(x)] si 6 es algebraica sobre K, siendo

n(x) el polinomio minimal de & sobre K.

Este Gltimo caso se da necesq{iamente en car
S n 2 B pRi=T
k = p>0 ylk:k J=p". Ademds nix) = x : ox G bty
(Cia) EKY)
i
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DEMOSTRACION:
Primeramente un elemento a ¢ K es central si y solo si aek.

>(f,x) =8 =0

En efecto a eC(K[ x;6]¢

<==> fek.
n g
Supongamos que f(x) = g n‘ai e Gl ERE s D)

Es claro que f(x) (an # 0, gr f >1 ) es central <=>f(x)
conmuta con X y con cada ace K
<===> [f(x),x ] = [a,f(x) ]= O. Usando PROPOSICION (2) estas condi-

ciones son equivalentes a:

n A
T x* a, = 0<<==> a, ek
5 i i
i=0
(RSSO e L O e
i-1 P n=1
i -k -k
a® agte..t 1 ( i a. + + 5 : yx ad” a_ =0,
k=0 k=0
Va e K
; 3 o i-1
Como este polinomio es nulo, su coeficiente de x
i i+ 2 n
§ 5 §n=i+1 .
(i—1) a® a, + (1_1) a By qit et (i-1) af SOk
Va € K SEESEI | R iy i
Esta (ltima ecuacién es equivalente a:
2 2 e n-i+1 n s
8 ( )ai+ §° )a\+1 +...+ 6 ( )a" = 0
i-1 g 11
w25 e leiny D
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En particular para i =:1, n resulta:
> n ~ %
! 8 = § =
551 + & a,t + a, 0 y Sna (]
si Gnan=0,6£0 niai S =EO (! 1k)a"=0==> n1k=0
== carK = p>0, p primo. Ademds, si definimos
gl(xD=t fllx)E = S£0), g ((x) e clentiral Sy, g({§i ) =0
Como suponemos que existe un polinomio no constante f
tq f(6) = 0 podemos elegir un polinomio n(x)e K[x;$6 ]= o0
ménico, de grado minimal tal que n(é8) = 0.
n ]
Pongamos n( x) = I x'a, con a_ = 1.
; il n
i=0
Entonces n(x) es central pues usando Proposicién (2)
n n-1
[l x] S = T Ay a2 TR al es de menor grado
g A 1 1 1 1
i=0 i=0
R R R
que nlx) y [nlx), x I = [niEx)™, x*) = [nies), &=
= [NON G I="0
S [nxe ) =0
Por otro lado V¥a eK, [ a,n(x)] =
i-1 ; | n-1
= 36a1* SR nEh )xk aGl_ka_+...+ g ( A )xkas st
i k n
k-0 k=0
H . |
es de menor grado que n(x) y [a,n(x)] = [a , n(x)" ]
[ag: n(s)] =[aR.0}=0
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==> (a, n(x)] = 0, Vae K.

Ahora probamos por induccidén sobre el grado de f(x)

guiente:

si f(x) es central, gr f(x) >1, existe gek [ x ] tal que

) = (I (x)8)
P Centnal —n=siir=ral 0. \68): = 0 mmm " KEATENE LS o (TODE wEs
FRNS =)= miEx) F1(x)

por Proposicién (5) f'1(x) es central. Si f1(x)= k

===> f(x) = f(0) + n(x) f1 y luego si,

gi(xa) =" ({0)) +f1x ek [x]
=== £ (X)) = = gllni(ix)).
Si¥gr F1 2l y como gr f1 <gr T

===> por hipétesis inductiva f, = g, (n(x)), g, ck [

y luego f(x) = f(0) + n(x) g1(n(x))
entonces si

gl(x) = f(0) + xg, (x) €k [Ex 3]
se tiene que f(x) = g(n(x)).

o sea C(k ["MS]) = k| n(x)]

103

lo si-
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Ahora determinemos la forma explicita de nl(x)

o i
como n(x) es central, si n(x) = 5 x a; entonces valen las
i=0
igualdades
141
g ( : Na, + 62(“1)3 + & asn X ( i Jo =0
g i-1 i 2 i-1 i+1 i-1
Va € K, IR=231 o =l
es decir los polinomios
it 2 i+ n-i+1 n
= o, + x L LG T O (e
i-1
satisfacen fi(5) =0 y dsgr fii n-1 y luego

sus coeficientes son todos nulos. Estos coeficientes se pueden

poner en el arreglo:

& - 4 :
Go3E) ( ) ( ) (1 = 2")
102 URECE 5 1 °J"' ; 1 e
3 |l n
(5)a Sl o (G5 (Gy = &)
3 J n
j n
( ) ( )u (E=R )
o
J=1 joa e UEnlgs
ni=1 n
n—Z)u '( n—ZL el i)
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luego si % # 0 se deduce que
J J
(1 V=il Vs wee = (J-1) =0 (P)
t s
==a=> | = p Es decir al considerar un monomio
i de m(x) i s
x"ay e m(x en °1 # 0 entonces i = p
#5220
2 n
luego n(x) = x o, + xP Gn Fooot xP
1 2
Finalmente por proposicién (6) y definicién (5) sabemos
que K[6] es un subanillo de

pacio vectorial derecho sobre K

[k [8]: K )=

Ademas

de End(K,+) y

n

End(k,+) que ademds es un sub-es
gr n(x) = p

g o % °
{aek : ap A=A aR,VAzK[B])
= . o - g0 p
—{aeK.aR § = 6aR) kerd§ = k
Luego por Jacobson-Bourbaki [K ke y

K[s] = Endk
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