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CONTROLABILIDAD DIRECCIONAL BIPARAMETRICA EN EL PLANO ()

M. Elena San Martin A.

RESUMEN: §

Se plantea el problema de establecer regiones del plano
en las cuales sea factible mover el estado imicial a través
de trayectorias rectilineas que tengan una direccién preesta-

blecida.

* Proyecto RS - 83 — 34 Direcc. Investigacién y Desarrollo, Universidad
Autral de Chile.
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INTRODUCCION:

Consideremos el sistema de control

X = A x + B u b (ORI Xo (1)
donde x es un vector de IRn 2 u un control medible con valg
res en U C IRm Yy A y B matrices de orden apropiado.

Se dice que (x ) pertenece a una regién de contro-

© 7 Vg
labilidad direccional del sistema (1) si existe un control U
para el cual la correspondiente solucidén es una trayectoria
rectilinea en una direccién prefijada. La determinacién de

tales regiones es (til cuando se trabaja con restricciones de

estado de tipo poliédricas.

El problema que se desea abordar es determinar regiones

de controlabilidad direccional para el sistema

X = ax +by+u 5 x (0) x (2)

(0]

y=c¢x +dy+y 8 V(@) = Yo

donde U = ( u,v ) toma valores en U = [ =M, M ] x [=M,M].
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SOLUCION DEL PROBLEMA:

Consideremos primero el caso en que la trayectoria desea
da no es paralela al eje y.
Entonces, dada una constante m, sea x = x (t), y = y (t) solu

cion de (2) tal que

VARSI XS o Mo X st Y (3)
Luego,

YA=tm)
de donde

cx +dy+v=max+mby+mu (4)
y sustituyendo (8) en (2) y (4) se obtiene

= a b m ) x + b Y = i xO) + u (5)

v = m u + (bm2 + am - dm-c)x + (m b—d)(yo—mxo).

(6)

Esta Gltima relacién indica que la trayectoria rectili-
nea esta sujeta a restricciones que dependen de la condicién
inicial y de las constantes a, b, ¢, d, m, M, Ademas, indica
que se tiene un grado de libertad para la eleccién de u y v.
En base a ello, en adelante supondremos el control u cons -
tante y analizaremos el problema por casos. Por supuesto, ca-
da regién de controlabilidad direccional resultard dependien-

te del control wu elegido.

Caso A. a + bm=0
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De (5) se obtiene

Xt desala Ko bl Y taU Vgt Xy

0
Si a L b Vi bl i= 0 entonces x (t) = L) y(t) = Yo
lo cual indica que no se puede salir de (xo. yo) mediante una
trayectoria rectilinea. Es decir, la recta ax+by+u = 0 es una

tfecta de puntos estables para nuestro problema, de pendiente

S Nax S b Yiataal #2008 dle
XE = R Yot u oW o=
se obtiene informacidén inmediata en cuanto al sentido de mov i

miento de la trayectoria y de (6) se tiene que

£e) <= = .
v(t) mu-(dm+c) [ (axo+by0+u)t+x0 ] +(a+d) (mx (7))
De aqui resultan los siguientes sub casos:
A1, Sidm+c=0, a+d= 0 entonces ad-bc = 0O y
vV =m u, condicién que limita la posibilidad de eleccién
de u; cuando |m|> 1 debe tenerse |ul|< M
“ml

La regidn de controlabilidad direccional son los semi -

planos abiertos determinados por la recta

a X +'by + U =0
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Sidm+c¢c -0, a +d # 0 entonces

v(t)=mu+(a+d)(mxo—yo),

en consecuencia los puntos (xo 5 yo) deben estar en la
franja

M- < = <M-mu.

M mu_(a+d)(mxo yo)_ mu
Si d m + € # O 3 a +d =0 entonces
vit) = mu - (dm + c) [(ax0+byo+u) thx g ]

-M
de donde, haciendo A = =t y B = EEiM g
dm+c dm+c

slel tieine

ATSRNORCIIBE s i alx, S ERibly S = US> Oh S dm) e Gy M0

0 (0] 0
< < i >
BES X0 ARESE: axy + byo + u Oy dm 4 6 < 10
< < < >
A x5 2 BE st axo + byO + u O, dm"+ e 0

Sidlm + € # 0, a + d £ 0 entonces de (7) se obtiene
- M - mu < (am - c)xo - (a + d)yO <M - mu

SH((a Xo * b Yo u) (dm+ ¢c) > 0;

- M- mu £ (am - c)xo - (a + d)y0 <M - mu

si (a x +byo+u)(dm+c)<0.
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Caso B. a + bm#0
Re (16),
1 (a+bm)t
Gt L [(ax tby +ule +b(mx =y) - u ]
a + bm

de donde se deduce que,

recta de puntos estables.

nuevamente ,

ax + by + u = 0 es una

Si axg + byo + u # 0, de (6) resultan los siguientes sub ca
0S¢
BRI St bm2 + am - dm - ¢ = 0, bm - d = 0 entonces

Vv = mu y se tiene un caso analogo a A 1.
Bisi2sr 'Sl bm2 + am - dm - ¢ = 0, bm - d # 0O entonces

v(t) = mu + (bm - d)(yo - mxo)

y por lo tanto el estado inicial (xo, yo) debe estar

en franja

- - < - - -

M mu < (bm d)(yO mxo) <M mu.
B.3. Si bm~ + am - dm - ¢ # 0, ad - bc = 0 entonces, hacien-
a + bm
ORI = ——————— y suponiendo L > 0 , se de-
bm + am - dm - ¢

duce que

- L (M + mu) < ax, + byo < L (M - mu)

si axo + hyo + u> 0, a + bm > 0;
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8K ot by S LM = ), ul =S 2 )

siax0+byo+u>0,a+bm< (ol

-L(M+mu)<ax0+byO§L(M—mu)

siaxo+byo+u<0,a+bm>0;

> o=
axo+byo_ L (M + mu), u

Galoewy a9 G 0, a + bm < 0.
o Yo S
Notese que en (*) aparece una restriccién sobre el con-

trol wul.

Si bm2 + am - dm - ¢ # 0, ad - bc # 0 entonces de (6)
se obtiene
- M- mu < (am - c)xo + (bm - d)yo <M - mu

5iax0+by0+u>0,a+bm> (0§

(am - c)xo + (bm - d)yo < M - mu

(mxg = ypllad - be) < -M (a + bm)-uldm + c
si axg + byo + u> 0, a + bm < 03
2 i = & < =

M mu < (am c)xo + (bm d)yo_ M mu
si axg + byo + u <0, a + bm> 0;

- g S =

(am - c)x0 + (bm d)yo_ M mu
(mx0 - yo)(ad - bc) > M (a + bm) = u (dm + c)

siax0+by0+u<0,a+bm< 0.
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Supongamos ahora que la trayectoria deseada es paralela

al eje y. Entonces, debe tenerse

X = e DS (8)
V= cxq Ediy Sy,

de donde
u = -ax, - by. (9)

Como y depende de v, resulta que en este caso también
tenemos un grado de libertad para la eleccién de u y v, por
lo tanto supondremos v constante. ( Si u fuera constante

Yy b # 0 no se podria salir de ningin estado inicial).

Si d = 0, b # 0, de (9) y (8) se tiene

y ) = (cx0 + v) ot o+ Yo
u () = - b (cxo S (ax0 + byo). (10)
La recta de puntos estables serd ¢ x + v = 0. Si el es-

tado inicial no pertenece a esta recta, de (10) se obtiene

- M < + < i >
< axg byo M si b (cx0 W) 0;
- M b < i <
<axg + by, < M si b (cx0 + v) 0. (11)
Supongamos ahora d # 0 , b # 0 ; entonces (9) implica
1 d t
i) = A [(txo + dyo + v) e = Hetl (= ¥ ]
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5 0 d ¢
u(t) = -ax, - 5 [(cxo Edly, ot v) e SR ]

de donde se deduce que si el estado inicial pertenece a la rec

ta cx + dy + v = 0 serda un punto estable para nuestro problema.

Supongamos Cx + dyo + v £ 0 entonces, suponiendo

(0]

b 5 &
= > 0, resultan los siguientes casos:

- M<ax, + byo<M Siex +dy0+v>0, (o] (o)1

0 o

+by0_§ My % (ad - bc)< bv - dM

ax 0

0

si cxo + dyo 4y 200 diS0ly

= i < >0;
M<ax0+by0<M si cx0+dy0+v o, dl 210%

axo it b-VoZ' L X

0 (ad - bc)> bv + dM

i E < < 0.
si cxo + d_y0 + v (075 d 0

M f v
Finalmente, si b = 0 entonces |x0|£ - si I E K0 o bien
[al
(8) implica u = 0, en cuyo caso las regiones de controlabili-

dad direccional son semiplanos abiertos o el plano todo, depen

diendo de como sean los coeficientes ¢ y d.

EJEMPLO:

Consideremos el sistema

=y % 0) = xo [l <l
ARV 00 =y [l
para el cual a + bm = m , c + dm = -1 y, 8 + d = 0,
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2
bm2+am—dm=c=m + 1 , ad = be = i,
Sl =@ de A 3. se obtiene
-1§x0<1 si yo+u>0,
- i < 1elGls )
15x0£1 si Yo + u <0, (fig
8i m>0 , de B 4, se deduce que
—1—muix0+myo<1—mu si Yiort u >0,
'1_"‘“<"o+"‘yo§1'mu si y0+u<0, (Filgl 2)

Finalmente, si la trayectoria deseada es paralela al e je

y, de (11) se tiene
- 1 i - < 0. ig.
1 < g = si v Xo 0 (fidlgl. 30
La figura 4 ilustra una posiblidad de deslizamiento

por la frontera al considerar una restriccién de estado

[l s 0< y< 1 . Notese que ello no es posible si se consi-

deran las restricciones [x|< 1 o bien [y|< 1.
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