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CONJUNTOS DE DISCONTINUIDADES

Carlos Méndez Olave’*

RESUMEN:

En la primera parte se muestran resultados acerca del con-
junto de discontinuidades de una funciénm f, en que su grafico,
G(f), es cerradog y ademds se caracteriza a los cerrados nunca
densos en espacios métricos completos. Em la segunda parte se
muestra un resultado que generaliza un teorema (0.T. Alas, pre
sentado en 1973, en la Universidad de Sao Paulo), que tiene

relacién con los espacios uniformes y puntos de discontinuidad.

* Dpto. Matematica, Fisica y Computacién. Universidad de Talca.
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PRIMERA PARTE:

Previo presentaré una definicién y algunos resultados bédsi
cos, que seran de gran utilidad en los teoremas que se presen -

tardn posteriormente:

Sea f : X*Y, donde X e Y son espacios topolégicos, enton-

ces:
Definicidén 1.1.

Para cada x €e X se define el conjunto de acumulacién de f
en x, denotado por C(f;x), como aquel que consiste de los y en
Y, tal que existe una red(xa) en X, en que, o Y flx ) +y.

a

Resultado 1.2.

iy ‘
El grafico de f, G(f), es cerrado si y solo si

CFsx) = { £(x) }, para todo x e X.
Resultado 1.3.

Si Y es Haussdorff y f es continua, entonces G(f) es cerra
do.

Resultado 1.4.

Si Y es compacto y G(f) es cerrado, entonces f es continua.
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Resultado 1.5.
Si GI(f) es cerrado entonces

i) A C X, A compacte ====> f(A) cerrado

ii) B € Y, B compacto ====> F‘1(B)cerrade
Resultado 1.6.

Si f ¢ X % Y continua y g : Y + Z con grafico cerrado, en-—

tonces el grafico de g o f es cerrado.
Definicién 1.7.

Un espacio métrico se dice ser b-compacto si cada sub-con-

Jjunto acotado tieme clausura compacta.
Definicién 1.8.

Un espacio normal T1 se dice que es perfectamente normal
si cada conjunte cerrado en é1l es una interseccidn contable de
abiertos.

Definicién 1.9.

Se define:

D(f) = {xeX / f no es continua en x }
Teorema 1.10.

Si f ¢ X+ Y es una funcidén con grafico cerrado, donde Y

es un espacio métrico b-compacto, entonces D(f) es cerrado.
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Demostracién:

Asumamos que D(F) # X, pues de lo contrario no hay nada que
demostrar. Sea x € X, tal que x no estd en D(f). Sea V una ve-
cindad de f(x), tal que su clausura sea compacta. Como f es con
tinua en x, existe U, vecindad de x, tal que f(U)C V C V. Asi
f/U : U+ V tiene su grafico cerrado y como V es compacto, por
1.4., f es continua en U y luego U C X\D(f). Luego D(f) es ce-

rrado.
Teorema 1.11.

Sea f : X+ Y, una funcién con grafico cerrado, donde X es
un espacio de Baire, Y un espacio métrico b-compacto, entonces
D(f) es cerrado y nunca denso.

Demostracidn:

Por teorema anterior D(f) es cerrado.

Supéngase que existe un abierto U, tal que U C D(f), se

tiene que U C D(f). Sea x en U, fijo. Para cada entero positivo
n sea Bn SR yi/ZdiCyl = R (xR <IhiiER YA S PeiR hipdtesis, En es compacto,
para cada n, y de 1.5. 1ii) se tiene f_1(Bn) es cerrado. Consi-

- = -1
deremos ahora U = U{Un f (Bn) n21}, unién contable de con

Juntos cerrados. Como U es de segunda categoria, existe un ente

ro k y un abierto V, tal que V C V ¢ U nf4 (Bk) . La funcién

es acotada en V y asi f(V) es compacto, como: f/V : V + f (5;

tiene grédfico cerrado, entonces por 1.4. f es continua en V pe
’

ro esto es imposible, ya V C D(f). Luego D(f) es nunca denso.
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Teorema 1.12.

Sea F un subconjunto cerrado y nunca denso de un espacio
perfectamente normal, X. Entonces existe una funcidén f : X+ R,
tal que f tiene grafico cerrado y D(f) = F.

Demostracidn:

Sea x € X\F, fijo, por la naturaleza de X, existe una fun-
1

cién continua t : X * [0,1] tal que sy = (Y Ea () B R

Definase g : R + R, como gly) = % , 81 y # 0,.:9(0) =,0. iPe-
ro se tiene que g tiene grafico cerrado y t es continua , enton
ces por 1.6. f = g o t tiene gradfico cerrado. Ademds f es conti

nua en X\F.

Sea ye F, arbitrario, V una vecindad de y. Considérese el
intervalo ] -%, % [, vecindad de f(y) = g(t(y)) = g(0) = 0. Co-
mo F es cerrado y nunca denso, V € F, luego existe z en V, tal
que g(t(z)) > 1. Asi se tiene que f(V) no estd contenido en
] =%, %[, y esto para cualquier vecindad de y. Luego se tiene

D(f) = F.
Corolario 1.12.1.

Si X es un espacio de Baire perfectamente normal. Un con-
junto F C X, es cerrado y nunca denso, si y sdlo si, existe
una funcién f : X =+ R, tal que G(f) es cerrado y D(f) = F.

Demostracidn:

Para la condicidén necesaria use el teorema 1.12. Para la

suficiencia use el teorema 1.11.
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Corolario 1.12.2.
Sea X un espacio métrico completo. Un subconjunto F de X
X * R, tal

= F.

¢s cerrado y nunca denso, si y sdlo si, existe f
que G(f) es cerrado y D(f)

Demostracidn:

Por el corolario 1.12.1.

SEGUNDA PARTE:

Alas presenté un teorema que generaliza a uno muy co-
Presento en esta parte un teorema,

0.T.

nocido en espacios métricos.
Alas es un corolario.

del cual lo propuesto por O.T.

espacio unifoerme,

Lema 2.1.
Si, X es un espacio topolégico, (Y, u ) un
Yo X + Y, entonces
D(U) = {xeX/f(v) x £(V) € U, todo Ve V(x)}, es un con -
para todo U simétrico en u.

Junto cerrado,

Demostracidn:
Supéngase que existe x € D(U)\ D(U), entonces existe (Xg )

red en D(U), tal que Xq + X. Pero x £ D(U), asi existe V vecin -

X, tal que RV xRV e Ul

dad abierta de
S

Sl 0 eni =

Por otra parte para V, existe %, tal que,
tonces X, € V y asi V ¢ V(xu) y f(V) x f£(V) € U, luego
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xu ¢ D(U) 1o que es una contradiccién.

Luego para cada U, simétrico en U, se tiene que D(U) es
cerrado.

Teorema 2.2,

Si, X es un espacio topolégico, (Y, p) es un espacio unifor

it e c :
me y ( n% > una sucesion de funciones continuas de X en Y,

tal que f" ——> f en X, entonces
D(U) ={ x eX/ f(V) x f(V) € U, todo Ve V(x)} , es de primera

categoria, para todo U, simétrico y cerrado de Wu.
Demostracién:

Sea U simétrico y cerrado, entonces existe W simétrico y

cerrado, tal que Wo Wo W C U.
Para cada k ¢ N, considérese:

ARNEE H{x e X7/ (fn (s i (x).e W, todo n > k !}

=R {7 fn(x)E w [ fk(x) ], todo n 2 k }

=4 ol Xi € 4X/ xef;1 (W[fk(x)]),todo [ e L

g e

K
k"

Luego para cada k €N, Ak es cerrado, pues cada fn es con-

tinua y W[ Fk (x)] es cerrado en Y.

Por otra parte, X = & U1 Ak‘ pues sea x € X, entonces
A <
1{m fn(x) = f(x), asi se tiene que (fn(x)%>1 es U - Cauchy,
Nste -

1uegc para W, existe N € N, tal que si n, m2>2 N, entonces
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( f"(x), Fm(x) )ew, y asi (Fn(x), fN(x))aw, para cada n2 N,
luego x €A, C U A .
N k> 1 k
Comie) X = U Ak , se tiene que:
k> 1
DY) = U A, N D(U) = U ( D(U)ﬂAk}
k21 (&2

Se demostrara que D(U)I’]Ak es nunca denso, para cada k e IN.

Supéngase que existe N tal que D(U) mAn , NO es nunca
0

denso, entonces existe un abierto no vacio V, tal que:

V. ¢ D(U) A A =
n

Vel RI(UNE y VAe A

Sea X € V, asi existe 0 abierto tal que

,(Ozocvyfn (0) cwle (x) ), y por la simetria de
o g
Wiy (N x £ (@) CIWE
n
0 0

Por otro lado si y, z € O se tiene que:

( fno (y), Fno (z) )e W,y para cada n2n,, se cumple que

CfL Gy, (fno (y) ) e=w, (f (z), f"o (z) )eW, y por ser
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W cerrado, (f (y), f (W G S Bt ) 6 (z)ew.
"IO "0

y se tiene (f (y), f(z)) € w0 wo W C U, es decir que

f(0) x f(0) C Uy asi x_, e D(U), lo que es una contradiccién.

0

Luego D(U) = U (D(U)NA, ), en que cada D(U)n A, es nun-
k21 5 o
ca denso, asi D(U) es de primera categoria.

Corolario 2.2.1. (0.T.Alas)

Si, X es un espacio topolégico, (y,pu ) un espacio unifor-

me, metrizable, (f") una sucesidén de funciones continuas de
n>1
X en Y, y f es una funcién de X en Y, tal que lim fn(x) =il
N+

para cada x € X.

Entonces : D(f) es de primera categoria.

Demostracidn:

Como ( Y, M) es un espacio uniforme metrizable, ¥ tiene
una base contable f que consiste de cerrados y simétricos. Por
el teorema 2.2., para cada U e £, D(U) es de primera catego -

ria. Pero D(f) = U D(U), por lo tanto se tiene que D(f) es
ueg
de primera categoria.



80 Conjuntod de discontinuidades

BIBLIOGRAFIA:

- "The closed Graph and p-closed Graph properties in general
topology".
Por T.R. Hamlett y L.L. Herrington. De la serie Contempora
ny Mathematics. Volumen 3, parte primera, seccién 6. ( Ame

rican Mathematical Society ). Providence-Rhode Island.

- "On set points of discontinuity"

Por O.T.Alas. Amer. Math Monthly 80 (1973), 186-187.

~ "Functions with a closed Graph'" Proc. Amer. Math. Soc.
43(1974) 439-442.

Por Ivdn Baggs.

- "General topology"
Por 8. Willard., de la Addison-Wesley. Reading, Mass 1970.

- "Espacios Uniformes" Seminario de Titulo de J. Frigerio,
J. Mufioz. Dirigido por Prof. Carlos Méndez O. Marzo de 1985.
U. de Talca.



