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CONJUNTOS DE DISCONTINUIDADES 

RES~MEN: 
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Carl0s Méndez Olavei} 

En la primera parte se muestran resultades aeer e a del cen­

junto de discenti muidades de una funci6m f, e~ que su gráfice, 

G(f}, es ce r rad0
0

, y además se caracteriza a les eerrades nunca 

dens~s en espaeies métrices completes . E ra la seg C1r.1oda parte 

muestra un resultade ~ue generaliza un te e rema ( 0 .T. Alas, pr! 

sentado en 1973, en la Universidad de S·ae Paule), que t i ene 

relación cem les espacies uniform~p y puntes de diseentinuidad . 

* Opto . Matemática, Física y Computaci6n. Universidad de Talca . 
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PRIMERA PARTE: 

P r evio presentaré una definición y algunos resu l ta d os bás! 

cos, que serán de gran uti l idad en los teoremas que se presen -

tará n posteriormente: 

Sea f : X• Y, donde X e Y son espacios topo l ógicos, enton-

ces : 

De f i n ición 1 . 1 . 

Para cada x E X se def in e el conju n to de acumu lació n de 

en x , denotado por C(f;x), co mo aquel que consiste de l os y en 

Y, ta l que existe red(x ) en X, en que, x 
o o 

Resultado 1.2. 

El gráfico de f, G(f), es cerrado si y s;lo s i 

C(f;x) = { f(x) }, para todo x E X . 

Res ul tado 1.3. 

Si Y es Haussdorff y f es continua, entonces G(f) es cerra 

do. 

Resultado 1.4, 

Si Y es compacto y G{f) es cerrado, ento nc es f es continua . 
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Resultad0 l.§. 

Si G(f) es cerrad0 ent0nces 

i) A e :X, A ca1mpaet0 ====> 

ii) B C Y, B c0mpact0 ====> 

Resultada 1.fl'. 

f(A) cerrad0 

f- 1 (8)cerrad0 
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Si f : X •Y e0ntir.1cia y g : Y ... Z c0n gráfica cerrad0, en­

tonces el gráfie0 de g 0 f es cerrad0. 

Definiei6.n 1.7. 

Un espacie métrice se dice ser b-c0mpacte si eada sub-cen-

junto ac0tad0 tierae clausura compacta. 

Oefinici6m 1.8. 

Un espacie n©rmal T 1 se dice que es perfectamente n©rmal 

si cada c0mjClrat0 eerrad0 en él es una interseeei6ra c0ntable de 

abiertos. 

Definici6ra 1.9. 

Se define: 

D(f) = {x €.X/ f n0 es c0ntinua era x}. 

Teorema 1.10. 

Si f : X ... Y es una función con gráfic0 cerrad0, donde 

un espaci0 métric0 b-compacto, ent0nces D(f) es cerrad0. 
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Demostración : 

Asumamos que D(Í) ~X, pues de lo contrario no hay nada que 

demostrar. Sea x E X, tal que x no está en D(f). Sea V una ve­

cindad de f(x), tal que su clausura sea compacta. Como fes co~ 

tinua en x, existe U, vecindad de x, tal que f(U)C V C V. Así 

f/U : U + V tiene s u gráfico cerrado y como V es compacto, por 

1.4., fes continua en U y luego U C X\D(f). Luego D(f) es ce­

rrado. 

Teorema 1 • 11 . 

Sea f : X ... Y, una función co n gráfico cerrado, donde X es 

espacio de Baire, Y un espacio mitri co b-compacto, entonces 

D(f) es cerrado y nunca denso. 

Demostración: 

Por teorema ant e ri o r O(f) es cerrado. 

Sup6ngas e qu e e xist e un abierto u, tal que U e D(f), se 

tiene que OC D(f ) . Se a x en O, fijo . Para c ada entero positivo 

n sea Bn = { y/d(y, f ( x)) ~ n)C Y. Por hipótesis, Bn es compacto, 

para cada n, y de 1. 5 . i i) se tiene f- 1 (Bn) es cer rado. Consi­

de r e mos ah o r a Ü =U { Ünf - 1 (Bn): n ~ 1 } , unión cont able de co~ 
Juntos c e rrad os . Co mo Ü es de s egunda categoría, existe un ente 

ro k y un ab iert o V, ~ue V C V C Ü n r""1 (Bk) La funr: ión -

es acotad a e n V y a s í f ( V) e s c ompa c to, c o mo: f /V : v + f (V) 
tiene gr i fi co c errad o , e nt o n c e s por 1.4. fe s con tinua en v, P! 

ro esto e s i mp o sible, ya V C D(f). Luego Q(f) es nunca denso. 
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Teorema 1.12. 

Sea F un s u bconjunto cerrado y nunca denso de un espacio 

perfectamente normal, X. Entonces existe 

tal que f tiene gráfico cerrad o y O(f) = F . 

función f: X+JR, 

Demostración: 

Sea x E X\F, fijo, por la naturaleza de X, existe una fun-

ción continua t X+ [0,1} tal que t- 1 (0) F y t- 1 (1) = 

Deffnase g : 1R + lR, como g(y) = ~ , si y ~ O, g(O) O. Pe-

ro se tiene que g tiene gráfico cerrado y t es continua en ton 

ces por 1.6, f = g o t tiene gráfico cerrado. Además fes conti 

n ua e n x\F. 

Sea y E F, arbitrario, V una vecindad de y. Considérese el 

intervalo ] -~. }í: [, vecindad de f(y) = g(t(y)) = g(O) =O. Co­

mo F es cerrado y nunca denso, V e F, luego existe z en V, tal 

que g(t(z)) ~ 1 . Así se tiene que f(V) no está contenido 

} -Y,, Y, [, y esto para cualqui e r v ec i ndad de y. Luego se tiene 

O(f) = F. 

Corolario 1. 1 2.1. 

Si X es un espacio de Baire perfectamente n o rmal. Un con­

junto F C X, es cerrado y nun c a denso, si y s& lo si, e xiste 

una función f : X +IR, tal que G(f) es cerrado y D(f) = F. 

Demostració n : 

Para la condición n e ce s aria use el teorema 1.12. Para la 

sufi c iencia use el teorema 1.1 1 . 
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Cor o 1 ario 1 • 1 2. 2. 

Sea X un espacio mé t ric0 co·m1plet0. Wn subconjunto F de X 

es cer rado y nunca dens o, si y sól0 si, existe f : X+ ~. tal 

que G(f) es cerrado y D(f) = F. 

Oem0straci6n: 

Po r el corolario 1.12 . n . 

SEGUNDA PARTE: 

O.T. Alas presentó un teore,ma que generaliza a u1no m1uy co­

raoc ido en espacios métricos. Presento en esta parte wn te o re ma, 

del c ual l o propuest o por O.T. Alas es un coro l ario. 

Si, X es un espacio topológico, (Y , µ) un espacio Uf"liforme, 

y f : X + Y, entonces 

O(U) = { x t X/f(v) x f( V) t U, te<fo V e: V( x ) } , es un con - · 

junto cerrado, para t odo U simétr ico en µ. 

Demostración: 

S up óngase que exis t e x t BTLJ¡·\ o(Ul, entonces e xis te (x 0 ) 

red en D(U), tal que Xa+ >< . Pe r o x 'D( U), así exis te V vecin -

dad abierta de x , tal que f{V) x f(V) e u . 

Por otra parte para V , existe a0 , ta l que , si a ~ªo , en _ 

tonces Xa E V Y así V E V ( x 0 ) y f(V) x f(V) C U, luego 
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X r D(U) lo que es una contradi cc i ó n. 
a· 

Luego para cada U , s imétrico e n U, se ti ene que D( U) es 

c errado. 

Teorema 2.2 . 
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Si, X es un espacio topo l ó g ico , (Y,µ) es u n espa c i o unifo!: 

me y (fn)n >1 , una su c esión de fun c ion es c on t i nu as de X e n Y , 

tal que f n ---~.:.~.:.--> f en X, e nt o nc es : 

D ( U) = { x E X/ f(V) x f( V) 2: U , t o d o V E V( x l} e s de p r im e r a 

c at e goría, para todo U, s imétri co y ce rrad o de µ . 

Dem os trac ión : 

Se a U s im é tri c o y c e r rad o , e nt o n ces existe W s imé t r i c o 

c errado, tal qu e Wo Wo w e U . 

Par a c a d a k E 1N, co n s idér ese: 

Ak ( X E XI 1 f 
n 

(, 1. f k (x)).E w, todo n ~ k ) 

( X E XI f (X ) E w [ f k ( )() l. t odo n ~ k ) 
n 

( X < XI X E f-1 
n 

(W [ f k (X ) 1 ) , t o d o n ;: k 

n f~1 IW 1 f k (X) 11 
n;: k 

Lu e g o para c ada k E D'J , Ak es ce rrado , pues ca d a f n 

tinu a y W [ f k ( x) ) es cerrado en Y. 

n•+• 

P o r ot.ra pa rt e, 

f n ( x ) = f ( x), 

X=k~ 1 Ak, 
a sí se-t i ene 

p u es sea x E X , 

q u e (fn( x))n;:, 1 

~ u e g o pa ra W, e xi s t e NE J\I, tal que sin , m;:N , 

e nt o n ces 

es µ - Ca uchy, 

e nton ces 
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( f n (x) , f m{x) )e:W, y así {fn(x), fN(x)}e:W, para cada n ~N , 

l uego X e:AN e k~1 Ak. 

Como X u Ak se tiene que: 

k.?'., 1 

o 1u1 Ak n O(U) u 1 O(U)ílAk) 

k.?'., 1 k?._ 1 

Se demostrari que O(U)nAk es n u nca denso, para cada k e: IN. 

Supóngase que existe n 0 , tal que O{U) n A00 

demso, emtonces existe um a bierto rno vacío V, tal q~e: 

V C D(U)AA 
no 

V C O(U) 

Sea x 0 e: V, a sí existe O ab i e r t0 tal EJ.Ue 

)(ºE o e V y f"o(O) 

W, f (0) , f (O) C W. 

"o "o 

Por otro lado si y, 

e w 1 f 1, 
º o 

O se tiene que: 

] , y por l a simetría de 

f
00 

(y), f"o (z)) e: W,y para cada n~n 0 , se cumple €1Ue 
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W cerrado, (f (y), f (y) )e W, ( f(z),f (z»i:: W. 
"o no 

y se tiene (f (y), f(z)) e wo wo w e u, es decir que 

f(O) x f(O) CU y así x 0 e O(U), lo que es una cont radi cc ión. 

Luego D(U) = U (O(U)nAk), e n que cada O(U) n Ak es nun-

ca denso, así O(U) es de primera cate g o rí a. 

Corolario 2.2.1. (0.T.Alas) 

Si, X es Dn espacio topológi co, (y,µ ) un espacio unifor­

me , metrizable, (f ) una sucesión de funciones continuas de 
"n>1 

X e n Y, y fes una fÜnci ó n de X en Y , ta l que lim fn(x) = f( x), 

para c ada x e X. 

Enton ces : O(f) es de primera categoría . 

Demostración: 

Como ( Y,µ) es un espacio unif o rm e me t r izab le, µ tiene 

una ba se contable t qu e co n siste de cerrados y si métr icos. Por 

el teorema 2.2., para cada U e t, D(U) es de pri mera catego -

ría . Pero D(f) = U D(U) , por lo tanto se tie n e que D(f) es 
U< ( 

de primera categoría. 
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