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ALGEBRAS DE BERNSTEIN DE DIMENSION CUATRO Y CINCO

Ana Laura Fuenzalida Cammas *

- INTRODUCCTON:

8. Bernstein did una descripcién de las dlgebras que sa-
tisfacen la ecuacién lxz)z = (W (X))2 x2 donde W es un epimor

fismo no nulo del dlgebra en el cuerpo.

Sus resultados los obtuvo a partir de consideraciones 80
bre las leyes de herencia y el principio estacionario de una
poblacién.,

Posteriormente (19075) P. Holgate obtuvo resultados estu-
diando el problema desde un punto de vista algebraico. Descom
puso el dlgebra en sub-espacios y a partir de ellos obtuvo re
sultados sobre la estructura del dlgebra, lo cual le permitid
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determinar los posibles tipos de dlgebras de Bernstein de di -

mensién tres y cuatro.

En esta comunicacién se presentan resultados para el caso
de dimensién cinco, utilizando métodos similares a los de Hol-

gate.

En el caso de dimensién 3, S. Bernstein en 1923 - 1924
dié una descripcién completa de las posibilidades de transfor-
maciones cuadréticas que representan sistemas no selectivos de
herencia en los cuales una distribucién estacionaria se alcan-

za después de una Gnica generacidn.

Basé su clasificacién sobre el nimero de tipos puros que
existen en una poblacién sometida a las leyes de herencia que
satisfacen el principio estacionario y obtuvo el resultado si-
guiente. Existen 5 sistemas dados por:

1.- Las tres clases son razas puras; las transformaciones cua

drdticas correspondientes son:

XL XN Y B Z i) De
YA maY (. XY 2 ) P

4t R | () 4Bk i TR 40 18 -

en que los genotipos se denotan por F,G,H; sus coeficien-
tes en la generacidn inicial por X,Y,Z y los coeficientes

en la préxima generacién por X',Y', Z' respectivamente.



2.~

Algebras de Bernstein

Dos de las clases son raxas puras;

YR % (4 ey £ () ey

a+8

Xt oW X+
a+8

DU o e b)) (X S e vy
a+8 a + B

v)llo(1-8)X+(1—-—°—‘—-)Y]p.
a + 8 a+ B

2w (T &

Con las mismas designaciones anteriores y 0 < a ,8 < 1,

Una de las clases es una raza pura:

Xt i ZY T X Yoea) CX 22 (AT 8T Y
YUEwaY (X ¥ % 2) 0.

Zi (X Z) % = ) (X wZ DBy ]

Otro sistema no i{somorfo al sistema anterior en que una de
las razas es pura :

X' m X (X +Y ¢+ 2)+ aX (=82 +Y) p.

Y' u B (2 & X) (X Y ¢ 2Z) - apX ( = pZ* ¥VJ

1 + 8
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(ZASRY ) utR0E Y2502 it il SBsZaedY o)
1+ 8

2.

Ninguna de las razas es pura:
AR TR T (e Sl 0 £ S 4 )2
- 2
YA g (B SRSy SpTZF) con a + B + & = 1
2
U m S (XY )
En el caso de dimensién 4, S. Bernstein obtuvo resultados

parciales : demostré que los Gnicos dos sistemas que invg

lucran cuatro tipos puros son:

El mendeliano,
XEFRIX. (ke B atip T A o A XU ) P
'
Xy = Xy ( Xy + X5 # X 4 X, ) p.
X3 = X3 ( X1 + xz + xa + X, ) P
x4 - X‘ ( x1 + xz . XJ * x‘ ) p.
en que los genotipos se designan por 81. 02. 03 y G‘, sus
coeficientes en la generacidén inicial por x1, xé, 13, X4
y los coeficientes en la préxima generacién por X!, xi,

' ' ’
3 X‘ respectivamente
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La ley del cuhdruple (identificada biolégicamente por Lyu

o)

bich (1971)) :

l'n'x10l:|(l‘0x‘) P
x; ST PR AR p.
x; Lo R T SR N e o p.
x;-(x‘ox‘)(xzox.) p.

P, Holgate en 1975, retoma la clasificacién efectuada por
s Bernstein y empleando estructura de "dlgebra” obtiene los

dguientes resultados:

En dimensién 3 las leyes de herencia que satisfacen el
principio estacionario son de 5 tipos.

Las correspondientes familias de dlgebras son denotadas

por:

L} en la cual no hay ruzas puras
'2 en la cual hay dos razas puras
'3 en la cual hay tres razas puras

en la cual hay una raza pura

012 en la cual hay una raza pura pero B iy
12 11



£4) En dimensién 4, las familias de dlgebras correspondientes

a los sistemas Mendeliano y Ley del cuddruple se denotan
por

8.1 y 5‘2 respectivamente.

DESCRIPCION DE LAS ALGEBRAS EN i)

En todos los casos, sean F, G, H los genotipos, sus coefi
cientes en la ganerlcién inlcsul X, Y, Z y sus coeficientes en
la préxima generacién x' ¥ v'. P respectivamente. Las transfor
maciones cuadrditicas dadas por S. Bernstein en cada uno de los
sistemas dan origen a las respectivas dlgebras de base
[F, 6, H] cuyas tablas de multiplicacién son las siguientes:

2
B, 2 F° a2 = 42 = FG = FH = GH = oF + G + 6H

0
B,=F=r, i =n
2 a af aft af
G = (1 - )P + G+ B (1-—-—"="—) H
atp av F a+tg at+ B a+ B
FG-Q[1~°“'°’FH.|:+1 LAHLER W
a + B

FH =} (1 -a) F+ 3§ (a+8G+3}(1-8H

GH =4[ a0 -a] rnncu[n“;“’“]"

a+ B
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laspz.r,cz-c, B2 = H

PG= 4 F +45G, FH =%KF + k5H, CH=4%G+ kH

FPap?apa=k (1 +a) Ptk (1-a)H

G =6
FG=GH =% (1-8) F+k§G+ 48H
2

lntr-r
62 Bz_cn_(scouz

1% g
PG=k (1+a) P +

5 (1 - a)(BG + H)
l1 + 8

5 (1 4+ ag)(8G + H)
1 + 8

FH =k (1-aB) F+
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DESCRIPCION DE LAS ALGEBRAS EN ii)

En los dos casos sean 01. 02' GJ. G, los genotipos, sus

coeficientes en la generacidn inicial x1? X5, x3, Xg y sus
coeficientes on la préxima generacidn X1, xé, xs, x; respecti-
vamente. Las transformaciones cuadrdticas dadas por S. Berns -
tein en cada uno de los dos sistemas dan origen a las respecti
vas dlgebras de base | Gyv Gy, Gg, 04] cuyas tablas son las si
guientes:

B‘ll Gi G§ = ¥ (Gf + Gj), 1 £:1 ¢ 4

2 2 2 2
By,t 61 = Gy G2 =Gy G3 =Gy 4 Gy =G,

GG, = ME(Ga et Gp) i %Gy + 5 G,

GGy ™= L G, + & Gy

630‘ — H'Gl + N G,

Es conveniente expresar todas ostas Algebras en nuevas ba
ses que les dan una tabla de multiplicacién canénica; a conti-
nuacién mencionaremos para cada dlgebra, en dimensidn 3 o en
dimensién 4 las nuevas bases y sus tablas de multiplicacién ca

nénicas:



0

2

b0

b

‘2 ' ‘ 0
2

by

b2

1

b

BJ 1 i o
b2

0

b

By +[%
2

bO

'12 llbo
2

b0

2

bI

Algebras de Bernstein

aP +8G + &H , bl = F -G, b2 =F -H l

bo, b‘bj = 0 a menos que i = j = 0
0.8 4,9, .8 2

P, by=F - H by=aF - (a +8)G +an
;
bys bby = % by + 5 By 4 Boby = 0

2
bz, blb2 - b2 = 0

F, bl- F-G, b, =26 - 2H l

2

bbb e b b BY e b, w BiRebh b= B =i
o * Po® 1 02 ) = Dysmibybyis by
G, by= (1 -8) 2F - 2G + BH,by= k (a+ 3 -1) (F-H) |

bo, bobl = ) bl' bf = 4 bz, otros productos cero.

W R 8 Golo 1 H
Kby SUESG,p by miE f1+sl lxoal |

bo, bobl md (1 e ) bZ' bObZ = b,

2
- b2 ' blbz -k ab2 ' b2 = 0




Beit [ 1= Gy by =G, -8, 25134 ]
B2 b, bb, =kb, ,25 154

A e ot g "

el resto de los productos cero.

B,y [bo =% (G +G, +63 4G, ), by =G, -G,y ,

by =Gy =Gy, by =6 +G, -G, -G, |

2
Do = Bgr Pgby = % by, bgb, =k by, bb, = & b,

Todas las dlgebras descritas son dlgebras conmutativas so
bre €, provistas de un homorfismo no trivial W:
2

B2€, X =W (X) = IX, tal que (X2)° - (w(x))%X® = 0

V XecB, Estas dlgebras se llaman " Algebras de Bernstein "

P. Holgate (1975) dié una clasificacién alternativa de
los tipos de Algebras de Bernstein de dimensién 3 y 4, en tér-
minos de las dimensiones de ciertos sub-espacios en que se des

compone el dlgebra.

SeAalaremos la descomposicién y algunas propledades que
se verifican en toda dlgebra de Bernstein B,

1.~ Toda Algebra de Bernstein admite un idempotente, por Ej.:
2
Y" 7 wiy) = 1, Y eB.

2.~ Sea ¢ un idempotente en B8, Ce e& una sub-dlgebra de B.
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3.2 [2¢ 8/ wiz) = 0] es un ideal de B.
4, 0 = Ce 0 Z pues X = W(X) e + (X = WiX) e ) Vv Xc B
; 8, Us <ys=120 ’( sub-espacio de B. Uz a Ve ys u‘uj>t
B ve s X u, voe » 0V u g U, Vv &V
7. U ® V es un ideal del dlgebra Co 0 U O V
#. 0 = Ce U OV @ W con W sub-espacio complementario a
Ce QUG V
0. v cu uUvcu vecu uwCcuUOYv

l’ CUGO Vv (uyv) uy * (uzv) Yyl @ 0V u,, u, « v,

¥ ve V.
10, C =« Ce € U @ V es ideal en B tal que B" = C
41. C se llama el corazén de B y es independiente de la elec -
cién del idempotente.
12. B se dice un Algedbra de “"Bernstein Ortogonal " (B8.0.) si
uv =« [0].
13. En un dlgedbra de B.0. el ideal U @ V es nilpotente de gra-
do 4,

14, En un Algebra de Bernstein B los elementos idempotentes

80N exactamente de la forma @ + u + uz. v e U.
. . . -
19, Sea U =« [UuecUVU /7 v (UOGV)s=[O0]] ;U=sU OU
16. Sea 8 un dlgedbra de Bernstein ortogonal entonces:

a .
v© = |0], v2 €C U, wewW, siwe# 0entonces

2
W €V, 3i w e = 0 entonces '2 ¢ U.
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2 * . .
wCc U, uw cu, vwcu

17. Si en un dlgebra de Bernstein ortogonal v? =[0], enton-
ces U @ V os nilpotente de grado 3.

18. Si todo elemento en V es el cuadrado de alglin elemento en
U, entonces Vz wil 01l

19. 84 dimg V = 1 entonces Ve [o].

20. Si dv = dimg, V y du = dim U entonces dv <% d
(Fdu + 1 ), dv > O« d, > 0.

*
21. B=€o 0Z=Co OUOVOWS:=C oU 0UL 0Vew

La distribucibén de la dimensidén de ' entre los sub-espa -

*
clios U‘. U, VyWen un dlgebra de Bernatein dan origen a los
diferentes tipos de Algebras de Bernstein. (Notacién por cua -

ternas).

En dimensidén 3; existen 4 tipos de dlgebras de Bernstein:
LY ¢ 0y 05 0, 2 )
13) 0, 2, 0,.0°)

£14) (.04 1,:05,:1.)

En dimensién 4, existen 7 tipos de dlgebras de Bernstoin:
QK0 0y 05 8.)

223 (0, 3, 0, O )
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vit) ( 0, 7, 0, 2

Conocido el tipo de dlgebra de Bernstein, es posible de -
terminar la tabla de multiplicacién para cierta base, del modo

siguiente: (Escojeremos un tipo en cada dimensién ).
dimensién 3:

41) (o, 2, 0, 0 )

-
S U aveuwalol, dimue«dimu' =2

e, ] o, 4 ¢ | Cop= e
...u.‘.’.t...!.o.......c i
| |

| Esta 41
gebra corresponde al “dlge-
coll o | xc, | xc, |

T st 5 Nt S | bra gamética de la herencia mende-
| C,:: : ° : ° : 1iana simple” y corresponde a 8,
1 e | N S—— ! ENSS—— 1 en la clasificaciédn anterior.,
¢ Il | e | |
2l | i |



En dimensién 4 :

iv) (2, 0,

*

«s U -<C1,C>

1

0:-)

S U e e 0]y dim U = 2, dim V = 4

ViRt e'C > ' O . w'g

2 ) 3 0

Il e c c c |
ol T e
| |
cfic, 1xc, Ix%c, | o
Oflisosl e f o2 ! (RS04 (o))
| 1
St Cs N0 0 ) (a0 e A o, 0y
Il | | |
S, tc, | © '
l T |
Syl [0 ]

Nota:

Para que esta Algebra sea de Bernstein se nocesita
uv = (0]

(ortogonalidad)

Si e = ¢= 0 y\= % esta dlgedbra corresponde al dlgebra
que define la "ley del cuddruple™ en la clasificacién anterior.

Veamos ahora la clasificacién de dlgebras de Bernstein de

dimensidn 5.

Existen

i) ( o0,

i1) ( o,

144 (o0,

tipos de dlgebras de Bernstein
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VeI @5 2 @)

vigi) (2, 1, 1, 0)

) (Sl iyt Sty

Analizaremos las tablas de multiplicacién de algunas de
ellas:

Co il %o %e, ac, :>sc1 xc,
c, 0 <5<:1 v§c1 0 C,
c, Imc1 ne, EiCH
C3 0C1 1C1
9 Jcy
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. 2
Como ew # 0 implica w~ € = [0] M We w

y ew = 0 implica w™ €

Considerando l1as posibilidades de nulidad para los elemen-—
tos ew obtendremos cuatro dlgebras de Bernstein no isomorfas

del tipo ( 0, 1, 0, 3 ) a saber:

B.. en que ninguno de los pardmetros a,B , A es cero

1 2
B.. en que uno de 1lo0s parametros a,B , X es cero

Bii en que dos de los parametros a,B , A son cero
3 2
Bii en que los tres parametros a, B, X son cero
dist) @y L @g @)

. * +

. e d1mU=4,U=V=w=[o]

1 *

3 UR <4080, o8 Gl \Cye 20 Gt = &

Luego la tabla de multiplicacién es:

y el resto de los productos cero.
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Obsenvacién:

Esta dlgebra corresponde al dlgebra gamética de la heren

cia mendeliana simple.

v) (& @ Al @)

o a a
c, \ aC, [le,0, leje, 0 (R, eI, (0 {0), )
I (eI Mo 2 (6] h)
S, i oG il aCa o 2 2 3
o o a1 (3
4 [ e . ( 30 T3 ) # (0,0,0)
3_i 4
C, 0
Nota :

Para que esta adlgebra sea de Bernstein se necesita

u = [0] (ortegonalidad).
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*
oo dim W = 2 = dim U  , U =

G R MUEL=d< i 8 i

[o] =V

C_l 0 (] ‘110.1 +1262 6101 +62C2
02 (0] 5101 +5202 X1C1 +X202
C3 9101 +92C2 n1c1 +1r2c2
04 01(:1 +9202

Con la misma observacién del caso ii) obtenemos tres al-

gebras no isomorfas del tipo ( 0, 2, 0, 2 ) a saber:

0
Bvi en que ( o, 9, ML A O )
( 81,82)¢(0,0)
1
Bvi en que ( a_',uz) —(0,0)1(81,82)=(0,0)
B2 ( Gy D= €O @0 s BaEy )
iz esh o dbe Rlhtdai il o 2 b 9978
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[Me'siFall' g e bras) de tipol i (R 2 S0l B2 RN OS):
(a2l i mi0s)
0

(S, 2,0 1, )
son de Bernstein si UV = [0]
(4,070, 20 dam ot = 9 = ddim Vi, dim W =12, U = (o)
5 + 1% S ez, 5
b U osE, Ba WS B, D afey G,

(g s e (@500 )

es dlgebra de Bernstein con restriccién de los pardmetros. Si

*
UV = {0}y ewcu, Bx es dlgebra de Bernstein ortogonal.
Andlogamente las dlgebras de tipo : (B 2 O S B )

*
son de Bernstein si UV = {0} y ew C U .
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CONCLUSTON:

En dimensién 5 existen 12 t1pos de dlgebras de Bernstein

ortogonales con la condicién eW c U o
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