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CONTROLABILIDAD DIRECCIONAL UNIPARAMETRICA PARA
SISTEMAS LINEALES EN EL PLANO (%)

Victor Delgado A.

RESUMEN :

Dado un sistema de control lineal auténomo en el plano
se plantea el problema de mover el estado inicial a través de
trayectorias rectilineas en una direccién preestablecida. Su
solucidn conduce a la delimitacidén de regiones del plano don-
de es factible tal dindmica.
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INTRODUCCTION:

Consideremos el sistema de control
X = ax + by : x(0) = LI
y = cx + dy + u 3 y(0) = v (Gl

u = ult) control medible con valores en U = [-M,M],M>0

El problema que nos planteamos es determinar soluciones
del sistema anterisr que permitan mover el estado inicial . a
través de trayectorias rectilineas y en una direccién prefija

da.

En otras palabras, dada una constarte m y un punto (xo.yJ
del plano, el objetivo es determinar, si existe, una solucién

x = x(t) , y = y(t) del sistema (1) tal que

(2)

Este problema de controlabilidad direccional conduce a so
luciones que son Gtiles, por e jemplo, para la controlabilidad
con restricciones de estado de tipo poliédrico, cuestidn que
puede originar la necesidad de determinar secciones de trayec-

torias sobre la frontera del poliedro.
Reemplazando (2) en el sistema (1) resulta

x = (a + bm) x + b (yo - mxo) (3)
Yy=mx =max +#mby =cx + dy + u

de donde

Uin (bms + am - dm - c) x + (mb = d)(y°--l°) (4)
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Esta Gltima relacién, junto al acotamiento de u, indica
que la trayectoria rectilinea estd sujeta a restricciones que
dependen de la condicién inicial y de las constantes a, b, c,m

d, M. Lo cual nos induce a resolver el problema por casos.
SOLUCION DEL PROBLEMA.

Caso A.
Para a + bm = 0 se obtiene de (3) que

X w by =k k% momxe . A By ) e
o o o o o 0

Si el estado inicial (xo.yo) pertenece a la recta ax+by=0
resulta x(t) = A y(t) = ¥, para todo t, Es decir, desde
tal punto no es posible salir mediante una trayectoria recti -
linea. En otras palabras es un punto "estable" para nuestro

problema.

Notar ademds que, en este caso, m es igual a la pendiente

de la mencionada recta de puntos estables.

Si ax, * byo # 0 se obtiene informacién inmediata en cuan

to al sentido del movimiento de la trayectoria puesto que
\ .
X = (alo + byo) y=m (ax° + byo)

Por otra parte, de la relacidén (4) resulta

u = -(c+dm) ((ax°~by°)to-°) + (a + d)(mxo - yol (5)

y se concluye lo siguiente:
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A.1.- 84 c4dm = O, a+d = O entonces u = O , ad-bc = 0 lo cual
transforma (1) en un conocido sistema detallado, por

ojemplo, en Engel ([2]).

A.2.- Si{ c+dm = 0 , a+d # 0 entonces u = (aoa)(mxo-yo)

en consecuencia

(6)

Es decir, los puntos iniciales (xo.yo) deben estar ubi -
cados en la franja determinada por (6). Tal informacién
como las que se obtendrdn en los casos siguientes, es
Gtil s{ se desea trabajar con una restriccién de estado

de tipo poliédrica.
A.3.,~ Si c+dm # O, a+d = 0 entonces de (5) se obtiene

M
|(u-°0 b’o’ t - 'oli A con A = ————
|c+dm]|

de donde se concluye que

= < < >
A L CA.s8i n-oobye 0

- A:Io <A, si |1°0by°< 0
A.4,- S{ c+dm 4 O , a+d # 0 entonces de (5) se obtiene

- M+B :(c'd')("o‘byo) t SM+B con B = (am-c)x ~(a+d)y
i ]

de d - - -
onde M < (am c)x° (a+d)y° <M, si (cod-)(|l°¢byo) >0

= M<(am-c)x -(at+d)y <M,si (c+dm)(ax +by, ) <O
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Caso B.
Para a + bm # O se obtiene de (3) que

1 {a+bm)t
X B m———— ( (uxoﬁbyo) . + b(mxo-yo) )

Entonces, nuevamente, si (:o.yo) pertenece a la recta

ax + by = 0 resulta

x(t) = ———————— -— = X ; y(t) = y para todo t
° o
a + bm
Ahora si ax_+ by # 0 y L = >0
o o
bm™ +am-dm-c
(el caso L <0 se trata por analogia)
Entonces de (4) se obtiene
e(nwbm)!: 8 (7

A< (llo + Dyo)
donde A = L(-M + (d-mb)(y -mx )) + by -mx )

o ) 0 o
B = L(M +(d-mb)(y°-mx°)) + b(yo-muo)

Finalmente de (7) y denotando

E = (ad-bc)(mnn-yu) 3 F - (nm-c):o + (bm-d) ve

Se concluye que

B.1, ax, + byo >0 ; a + bm >0 implica
~M(a+bm) <E< M(asbm) ; -M<F <M

B.2. axo . byo >0 ; a+bm <O implica

M(a+mb) <E < -M(a+bm) ; -M <F <M
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B3¢ ax_ ¢ by°< 03 a + bm> 0 implica
o

~M(a+bm) < Eﬁlﬂaﬂm) i} =M< F<M

B.4., ax_ + hy°< 0 ; a + bm< 0 dimplica
o

H(lbbl)iE<-I(a¢bm) i SM<F<M

8.5, ad - bc = 0 dimplica

|ll°0by°|

.(nob-)t<__ L

de donde
|lx° + "Yoliu' si a+bm< 0

l(“o + by | <Lw si atbm>0

B.6. bn2¢.--d--c = 0 entonces de (4) se obtiene

- - < M
| mb d||u° --ol_

61 ademids mb-d = O resulta u = 0, lo cual transforma (1)

en un sistema cuyo retrato fase es conocido en sus dife -

rentes casos, como aparece por e jemplo en Hirsch ([3]) .

EJEMPLOS:
1.~ Consideremos el sistema que usa Blagodatskikh ([1]) para

aplicar su resultado sobre cero controlabilidad optimal
con restriccién de estado

imy

I u en [-1,1]

En este caso, ax + by = y = O es la recta de puntos esta

bles para nuestro problema y a + bm = m = 0 implica para-
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lelismo al eje x (Fig. 1).

Blagodatskikh considera la restriccién de estado {lyl<

allf es factible el deslizamiento rectilineo sobre la frontera

de tal regién (Fig.2). Sin embargo, ello no es posible si

considera por e jemplo la restricciébn 0 Sy ST

se

y

u=0
Gem— /
8 ]
L ey e 3
R ]
u=0
Fig. 1 Fig. &

La dinamica del oscilador lineal amortiguado tiene como mo-

delo el sistema

X = y x(0)= L

. 2

y= -p°x = 2qy + u y(o) =y, luls ™
P , g constantes positivas (Knowles (4 ])

En este caso

a+bm=m ; c+dm = -p2~2qm i a+¢d = -2q: ad-bc = 92
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0 se obtiene de A.4 que

Sime=

M 2 + 2 < M si -pz

-M< px ¥, < v
2 2

- M =

MS p Xy + 2qy°< s i P Y,

84{ m>0 se obtiene de B.1 que para ax,

2 2
- < - < . - <
Mm € p (muo yo) e ; £ prny +

<
84 Au°0by° 0 se aplica

(Fig. 4).

andlogas

(m*Zq)yo

>0

<0

vbyo

(Fig. 3)

>0 se cumple

<M

B.3 y se verifican desigualdades

2
R I M
\1\)'} meoq 14.‘2‘1
/ S
\\
e Sl
/U
\/ yomx -l

Fig. 4. ~
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COMENTARIO FINAL:

Creemos que la informacién anterior constituye una motiva-
c4i6n para iniciar un camino de generalizaciones al caso lineal
considerado. AS{, la extensién del problema presentado a siste-
mas lineales de control multiparamétrico y a sistemas no linea-
les en el plano y su posterior adaptacién a R" estd en proceso

de estudio.

REFERENCIAS:

1.- V.I. Blagodatskikh, "Sufficiente Conditions for Optimali -
ty in Problems with State Constraints", Appl. Math, 7,

1981.

2.~ A. Engel, "Elementos de Biomatemdtica", O.E.A. Serie de Ma
tematica N° 20, 19078.

3.~ M. Hirsch and S. Smale, "Differential Equations, Dynamical
Systems, and Linear Algebra™, Academic Press, Inc. 1974,

4.~ G. Knowles, "An Introduction to Applied Optimal Control™
Academic Press, 1981,



