
Al trabajar en problemas concretos ma.temiticos o de 
apl icaci6n uno se encuentra m.Jchas veces con la existencia 
teórica de funciones continuas, valores de el las en alg\..llos 
puntos, etc .. ., obtenidos ya sea por Jmtodos experimentales 
o canp.rtac ionales, F.s en esos m:mentos en que adquiere 
importancia el espacio de las funciones continuas y el 
Teore:na de \tleierstrass, e l cual pretendo presentar, junto 
con algunas aplicaciones en este curso . 

Q.Jiero agradecer a mis colegas de la lhiversidad de la 
Frontera, por su gent i l invitación a d ictar este curso y a 
canpartir con ellos algt.mos dias en esta tan agradable 
ciudad de Tem.lCO, 



El espacio .fundamental en t odo este curso ser!!. el 
espacio de las funciones continuas sobre un intervalo. 

OCF!NlC!al _1. -

e [a, b) º (f: [a, bJ-~lf es continua) 
Notem::is que C[a, l:i>] es un espacio vectorial sobre 

IR y ademis su dimensión es infinita, ya que 
1, x, x2 ... , eX, e2x ... sen x, sen 2x, . etc., son linealmente 
independientes . 
CCJDO sobre un ccrnpacto el!lalquier función continua tema su 
máxim:> y miniloo, entonces está bien definida. 

OCF!NlC!al _?,. -

llfllº max !f(x)¡ nonna de f 
a~xSb 

Con esta dei inición se satisfacen 

PllOP!EllAIES: 

1) llfll w 

2 ) llfllºº = f:() 

3 ) llºfllº lºlllfll donde CEIR 

4 l llf+gll ~ llfll•iigll 
Al cllilp l ir estas propiedades la noÍ"ma el espacio 

vectorial C[a. t:i) se le llama un espacio nonnado. 
En f orma natural se puede definir el concepto de distancia o 
métrica para un espacio norma.do. 

OCFINIC!al ;! . -

que cunplen 
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POOPIEilAIES: 

1) d(f, f )'O 

2 ) d(f,g)>O para f;ig 

3 ) d (f,g),d(g,f) 

4) d(f, g)~d(f, h)+d(h, g) 

que son consecuencia de las propiedades de la norma. O sea, 
e l espacio C[a, b) al satisfacer estas propiedad.es timt>ién es 
un espacio métrico. 
Al estar provisto de una métrica podem;:is definir el concepto 
de convergencia que es uno de los~ dif1ciles de daninar 
en matemática. 

Sea HnlnElN una sucesión de funciones en 
C[a. b]. Direnos que esta suces ión converge a una funci6n 
fEC [a, b) en nonna, fn-l>f <=> cuando n-1<11 d(fn, f )-.0, o sea 

llfn-f¡l-9'0 · 
tsta 8efinici6n es equivalente a la convergencia ~ 
funciones o sea, 'V~>O 3'1(~) tal que Vh>N 
1 fn (x )-f (x) 1 <• \la~x~b 

ya que 1 fn (x )-f (x) 1 <• \la~x~b 
<=> sup ¡fn(x)-f(xli<• 

a $x$b 

<=> llfn-fJI<• 
fiebeoos notar que esta convergencia no es equivalente a 

la convergencia~ o punto a ptm.to . . o sea V ~>O 
3 N C•,x)E IN tal que\/ n>N lfn(x)-f(x)¡ < 'donde el 
indice N depende del ?Jnto x en consideración 

Ejemplo: 

Sea fn(x)=x" para 0$xH. 
La sucesión lfn(x)) converge puntualmente a O para x 1 1 y 
a 1 si x:l, sin embargo no es convergente en norma. 

Si {fn)~C[a,b) y (fnJ- •f uniformemente = >f E C[a,b) 
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$1 (f n J~f uniiormemente <:::::::> V E,>0 3N (E, )EIN tal que 
lfn (x ) -f (x ~<E,/3 V a $x$b, por lo tanto Vx, y E [a ,b) se 
t iene 
jf (x )-f (Y)j! jf(x )-fn(x)j+ jfn(x)-fn(y) ¡+ jfn(y)-f(y) i<' 

si adem~s de la convergencia usamos la continuidad de fn. 

DEFINICION: 

Un espacio métrico es completo <=> toda sucesión de 
CAUCHY es convergente. 

Por supuesto toda sucesión convergente es una 
sucesión de CAUCHY, pero a la inversa no siempre es cierto 
como veremos en los ejemplos, pero nuestro espacio C[a,b] s1 
lo es. 

C(a,b) es un es.pacía métrico completo. 

Solo debemos dermstrar que si {fn) e C[a, b) es una 
sucesión de CAU'.llV entonces 3fEC[a, b) tal-que llfn-fll-11<> 
o sea, s1 "' :JN(f; ) t al que n, m>N • >iifm-fnll<'<' > max 

a$x$b 
1 fm ( x )-fn (x ) 1 <f;<• >jfm( x )-fn(xll<'VxE[a,b) 
Por lo tanto VxE[a,b f1jo 1 la sucesión (fn(x)lnEIN es 
una sucesión de CAUCHY en IR, el cual es .un espacio completo, 

por lo tanto 3X°EIR tal que fn(x)-•X cuando n-•m. 
Esto nos permite definir una función f , de [a,b) a los reales , 

tales que f(x)=~ y la forma en que es definida nos asegura 
que {fnl- •f pe ro puntualmente. 
Pero \fm(x )-fn(x)I< e; 'v'xE [a,b) por lo tanto s i tomamos 
m-•m, se tiene lf(x)-fn (x) l<e;Vx€(a,b) l o qu e es 
convergencia uniforme, de acuerdo al Teorema 1 f EC[a,b). 
C(a,b) es por lo tanto un espacio métrico completos, los que 
reciben el nombre de Espacios ~ Banach 

Obviamente no todos los espacio métricos son Banach1 
como por ejemplo 
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Ejemplo !.: -

P={polinomios en xJ e C(a 1b] no es completo, ya que 
como veremoa"aproximan"cu~lquier función continua y basta.ria 
considerar una no suave en algún punto para que no sea un 
polinomio. 

Ejemplo g.-

F=(f:[011)-._IRlf continua) con la norma definida por 

llfll ' r1 lf(xJ¡ctx 
1 Jo 

es un espacio ,métrico, pero la sucesión lfnlnEINi 
definidas por el gr~fico 

fonnan una sucesión de CA!IliY, ya que llf-gll •r1¡f(x)-g(x)¡ctx 
1 Jo 

COM""esponde al área del tri!ITTgulo ach.Jrado 

Q:Yi + 1/ n 

ain embargo converge a una función no continua. 
La completaci6n de C(a 1b) con esta norma corresponde al 
Espacio de Banach 

Ll[a,b) • lf: (a,bJ-!llRjJojf (x)jdx<ool 
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En general, SGA espac::ios de Banacl;i los espacios 
para pU 

[Jl [a, b] " (f: [a, b] -l>!Rfj. f f (X 11 Pdx<rol 

la nonna 

otros espacios de Ba·AaeA q\!Ie nos interesan scm 

C* ={f: [a, b)-•[c, c:l.0 jf es e0AtiAua) 

) 

Es un subespacioc;¡ <:!el espado de Banacl:i C[a,b~ y s6lo basta·ria 
demost r ar !!¡·\:le eg cerra·d0 1 0 sea, {fnle C11 e C sucesión de CAUCHY 
;:)3 f E e, tal qUie !fn1J-IH W·niformeiñenti, por lo tanto (f nJ-•f 
puntua l mente , 0 sea Vx E(a ,b] fijo fn(x) - •f(x), pero cada 
fn E C* o sea, e ~ fl'il(x) $ d, 10 que implica por el teorema 
de acotamient0 (sanGwi,cA) que C f·(X):$'d o sea fEC* 

ck¡a,bJ" if: [a,loJ-~¡f,f1, ... ,f(k ) eoAtlAuasl 
son espacios de BaAat::fli can la norma 

K 
1fí 1f "E sup¡fiil¡x)[ 

i =O X 

Si desi gn amos p0r 
P (x )= !a

0
+\x+ ... +aux"¡r.1 E [NU( ol, x E [a,b) Jc C[a,b] 

el conjunto de los p0 linom1 os con s i derados co mo func i ones 
r eales, entonces se t ier:ie que P(x )cC[a,b)1 pero C ~ P[a,b} ya 
que como mencionamos a ntes , ba s t-a r1a tomar una f unción 
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continua no derivable en algún punto, para que no se trate 
de un polinomio, pero si se tiene que toda función continua 
en C[a,b) es aproximable por polinomios, este se conoce como 
el Teorema de Weierstrass, que se puede enunciar: 

1 ) \>' f E C[a, b] , \>' E; >O 3 p E Pn (X) 
tal que ¡p(x)-f(xJ¡< E;\>' a<x<b 

11 ) En toda vecindad de f existe algún polincmio 
p E Pn(X) 

111) P(x) es denso en C[a,b] 

O si consideramos una familia de vecindades de 
radio 1/n 

111 ) \>' f E C[a, b], 31pnln E IN !;P(x) tal que 
lpnJ-ll'f en C[a,b] o sea ¡¡pn-fll~• o pn(x)-ll'f(x) 
uniformemente. 

Este Teorema es válido para todo intervalo [a,b] c IR, pero 
para la demostración es suficiente sólo considerar -solo [0,1) 
ya que f E C[a,b] '' g(y)' f(a+(b-a)y) con OSyS! '' g E C[0,1] 
Si se tiene una aproximación Q de g en C[011]¡ entonces 

P(x)::Q (~=:) sería la aproximación f en C[ai b] 

Tomemos los polinomios de Bernstein de orden n 1 

definidos por: 

donde O$xH, n E rN 

queres:oos dE!OOstrar que VE,>03N(i:,) tal que n~N, 

entonces ¡¡f-llnii<E;. 
n 

DebE!OOs recordar que (p+q)n ::r:(k) Pk qn-k 

(n) K n-K 
de donde E k x (1-x) ::1 Y si derivams 2 veces 

respect o a p y reemplazaoos, se tiene 
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Tanando la definición, se tiene 

f (x)-Bn(x)~~ lf (x)- f (~)] (") xk(1-x¡n-k 
K:ol A k 

euma que desc0mpondrem0s en 2 sumandos E1 +r:2. 
Como f es continua, dad0E,>013a>O tal q•\:le si 
¡x-y¡<o entonces lf(x)-f(Y)l<V2. 

Taneroos N, tal qme 1 <él y 1 < -L 
---¡¡;;¡¡ ~ 4llfll 

I:e-finireroos CCIIIO r:11 tedes les sunand0s d011de se tenga que 
l~-xJ<~ y r:2 c0ntieF1.e el resto. 

n l!.Jn 
Si ¡~-x i ~ 1 entonces (k-ruc)2~n2¡~-x¡2~;n3 

n lIJñ n 
o sea (k-~)2 ~ 1 

Jn 

Por lo tant.o 

¡E2 ¡ 5 E[jf(x) ¡+ lf (k/n)¡J (:) xk(1-x¡n-k 

(n) k n-k 
5 211fllE k X (1-x) 

2 (n) n-k 
5 211f11E(k-nx) k (1-x) 

Jn3 

21~11 nx(l-x) de la igualdad del CC111ienzo 

Pero de las condiciones para N t.enem>s 
¡E2 1 '.:Jl:J!nx(1-x)5=11~jl<'-12 

Jn3 Jn 
Para r:1, se tiene 
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por continuidad de f y que la suma del resto de los términos 
es menor que uno. 

Al aproximar funciones continuas en la práctica aparecen 
algunas preguntas: 
Hasta qué grado se deben considerar los polinomios? 

ó Es necesario tomar todas las potencias en x? 
Para responder la primera pregunta debemos tener en cuenta 
la condición impuesta en la demostración 

_1_ -'---
JN ~llfli 

la cual nos permi te1 al definir el error obtenido el grado 
necesario del p0linimo. 
Para la segunda pregunta se tiene 

<D 

Entonces fN es denso er.i. C(O, i)<=>I:: 1/n¡:::ro 
i =1 

lo que n0s permite por ejemplo tomar sólo los pares o 
impares, etc., no es posible tomar p(¡)tencias de n mayores 
que 1 ya que E 1 es convergente para p > t. 

nP 

III.- APLICACIONES 

3.1.- ECUACIONES DIFERENCIALES 

Cualquier ecuación diferencial de orden n 
yO=f(x,y 1y1,,,, 1y(n - 1)) hac iendo e ·l cambio de 
variables Y1=Y,Yz. = y 1 ,y 3 =y 11 , ... ,yn=Y(n) 
se puede transf(Drmar en un sistema de n ecuaciones de primer 
orden, del tipo 

Y1 FY2 
Y'2°Y 3 
Y1n -1=Yn 
Y1n=f(X .Y1.Y21''.1Ynl 

lo que nos motiva a estudiar sistemas en general de 
ecuaciones de primer orden de la forma 

Y' =f (X ,y) 
y(xo )=Yo 

(3 . l) 
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REVISTA CUBO NQ~ APROXIMACION POLINOMIAL 

donde y 0, y son vect0res en!Rn y f una función de 
!Rn+t a CRº 

DEFINICION: 

1f> es una solución 10cal de la ecuación (3.1) si est.i 
definida en un interva1·0 
Ia=(x 0 -a1x 0 +3), satisface la ecuación sea 

'f' 1 (x) :f (x ,¡¡ (x)) y cumple la condici ón inicial (f (x0 ) =Ya. 
Integrando la ecuaci6r:i (3. 1) de x0 a x se obtiene 
•(x)-y 'fí(t.•(t))dt 

O JXo 

(3. 2) 

Previo a. est\!lc:l.iar la existencia file estl1diar la 
existencia de tal•es sc:>1lacicrnes, dam0s wn lema q·ue seri 
nuestra herram~en·ta t>ás.il:::a. 

DEFINICION: 

T:B-•B1B espacio n0rmaG0,T se llama una contracción en 
B ,,, llT(x)-T(y)11s K 11x-r11 'V x, y E B, O<k<! 

LEMA(contracción) 

Si T:B- 9J,B es \ll•Aa contracción y B es un espacio 
completo, entonces T tioer.ie un único punto fijo, o sea, 
3! pEB tal q1.:1e T(p)::p, 

Sea xE~ x0 ='Ifi (x) 

entonces 1Jxn+r-\l\"ll'J"+r(x)-'I"(x)ll K'l¡¡Tr(x)-x¡¡ 

5Kn 11Jx-T(x lll+ llT(x )-T2 (x ll!+ . 

. . . +¡¡r1 (x)-Tr(xl¡p 
(por des igt.:aldad triangul ar ) 

5 K'l(!+K+ ... +~ lllx-T(xlll 
(usando defrnic16n de cont..racc16n) 

5 ~ 11x-T(xlJI 
1-K 
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(usando la suna de la serie geanétrica) 

O s ea,la s uces1ón lxnl es una sucesión de CAUCHY en B, por 
complet1 tud de B exis te x 0 E B, t al que 1xnJ-•x0 . 

Además T (x0 ) :;T (limxn ):;limT (Xn ):;lím Xn+ 1 :;x0 

Con este lema podemos demostrar 

S1 f es continua en el rect~gulo la x lb E [Jtl+i donde 
\'lx l llx-\11!•1 ¡b,IYl llY-Y0 11!bl t a l que fes lipsch.!iziana 

en y, o s ea 

llf (x, y! )-f (x, y2111 $ K1iy1-y2ll K E IR' 

Entoncee existe una Clruca solución y = \P (X) definida 
en la, donde 
a ' mrn la. b/ml y aK < 1, M ' maxllf (x, Ylll 

X E la 
y E la 

~!Ctl 

Ya virms que C* :.C(la1 lb) es un espacio de Banach, 
deí inarms 
'!': C"-• C" medi ante 
1'(•l(x) 'Yo+ rl' f (t,•(t))dt 

Jxo 
Entonces 
i ) T(C")_<:: C" 
ya que 

~ 1-b. ~ b 
i 1 ) T es una cont.racc ión 
ya que 
l\1' (fr1'('1'l ll!f"l\f(t,• (t))-f(t, ,..(t)\\dl $ Kl\•~11\x-x I\! Ka\\•~\\ 

J~ o 

donde Ka < 1 por lo tanto, se sat.1sfacen las condiciones del 
lema y el punt.o fi j o es la solución buscada. 
Se puede debilitar, perdiendo la umc1dad, las cond iciones 
de \a función f, como por e j emplo solo solicitando 
cont.inu1dad. 
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lha fan1 l ia y e C(a, b) se dice equicontinua <=> V E,, 

3ó(.; I > o tal que ¡x-y¡«l '' lf(xl-f(y)I' .' Y f E y 

Note que E, es independiente de f,x,e y. 
ra:EEl-IA ARZ.ELA-As:llU 

Toda suces16n equicont.!.nua y acotada en C[a,b) tiene una 
subsucesi6n convergente a una función en C[a,b] en forma 
uniforme. 
Con esto demostraremes 

S1 f E e [la, lb) y llfll ! M en la x lb entonces 

existe solución definida en Ix, donde a: min ta+ b¡M}. 

Como f es una -función continua por el Teorema de 
Weierstrass es aproximable por polinomios, o sea, 3 {p0 l tal 
que lPn 1-.f uniformemente. Si n es grande Pn satisface las 
condiciones del Teorema de P1card, por lo tanto 

3 lfn solución de la ecuación y 1 =Pn (x 1 y) con y (x0 ) =Yo 

llP )forman una familia equicontinua y acotada, ya que 
x2 

11~ (x 1-~ (x 111! r llP (t, ~ (t) l //dt! M/X -x i 
n 1 n 2 Jxt n n 2 1 

Por Arzela-Ascol i existe una subsuces.i6n que 
converge a IP E C(I0, IfJ)· 
Ad..W. 

llPn (t.,~ n (t) 1-f (t, ~(t l lll!llP n (t, ~ n (t ))-f (t., •n (ti lll 

•Uf (t, •n (ti l-f lt.. •n (ti 111 

de la convergencia y cont.inu.idad de f se ve que {Pn(l,<fn(t))l 

converge un 1fonnemente a f(l,IJln (l)) . 
por lo t anto, si temamos l 1m1 te a 
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~ (x ) ~y +("p (t,~ ( l))dt 
n o J xo" n 

obtenems qi (x) =Y + r« f (t, ~ ( t) )dt 
o Jxo n 

lo que deruestra la existencia de soluc16n. 

g:..::_ INTERPOLACION 

Si se conoce la ex1stenc1a de una :función continua y 
los valores que ella toma en algunos puntos podemos 
determinar a proximaciones de dicha función mediante 
poli nom1os. 
Un método alternativo para este problema es el uso de 
mínimos cuadrados, donde puede ser aproximada por funciones 
no necesariamente polinomiales, sin embargo, esta 
aproximación no pasará exactamente por dichos puntos, como 
ocurre en la interpolación. 
En resumen, nuestra idea queda manifiesta en el siguiente 
teorema 

Dados (n+t) puntos x0, x 1,, .. , x0 E {R y (n+1) valores 
Wo,ui1, · · ·• Wn• exist e un Cln ico polinanio de grado 1\ p (x), 
tal que p(xi )=w1 i = 01 1, .. ., n 

i::e=rRAC ION 

Sea p (x)= a0 +a1x+ ... +3nx" si le unponenos las condiciones 
obtenaoos 

p(x1 )=4a+a1x i+a2x2 ¡+ .. . +aoxn 1 
i:O, 1, 2, ... , n 

que es un sistema de {n+1) ecuac1ones con (n+1) 
incognrtas, cuya matri"Z. de los coef.(Van-Der-Monde) 
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1 X x2 , .. xn 
o o o 

1 X x2 ... xn 
1 1 1 

1 x x2 ... xn 
n n 

es convert ible. 

Para tral:lajar en la práctica este no es el c::amino 
mas indicado siem:lo más ser.:i.cillo determinar l:lases par:-a los 
pol i nomios en c:p.!1.e el cál•t::ul0 de 10s c0ef1cientes sea ma•s 
simple. Las bases mas l!.ISl!la1les es t án dadas p0r: 

Polinomios de LagraA1ge de grado n 

!1 (x ) = (x-x0 ) .. . (x-x¡- 1 )(x-x¡+1 ) ... (x-x0 )= TI~ 

(x1-xo) ... (x1-\-1)(x 1-xi+t ), ·<\-xn) i:fj (xi-xj) 

para i=O, 1,2, .. ,n. 
los cuales satisface¡;¡ 
11 (x 0 ) ::0, I i (Xt ) ::0, 
pero 1 i (x 1 )=1 

o sea 1 1 (Xj::ó 1J 
por lo que en fonna simpl e se cunple 

n 
p(x)o E W l (X) 

t::O i i 

es e l poi tncmio buscad0, ya que 

Otr a manera de escribir los pol mcm1os l a obteneros s1 

de-fin uros 
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w(x ) : IT(x-x ¡ l 

entonces 
1 1 (x ) '~ 

(x-xi )M 

por l o tanto 
l un 11 (x ):lim ~: ~ 11 (Xi)=1 

x-•xi x-•xi M M 
o sea rn=w' (x i) 
l o que resulta l j(X ) = ~ 

(x- xi )w' (Xi ) 

La ventaj a miB importante1 aparte de su í ~e il construcc i6n 
es que si quereroos camb iar algün valor Wj por otro es 
fácil detenninar el nuevo pol incrnio 

p (X)=E w1 i 1 (x ) 

L L>de part1c1ón 
>valores dados 

desventaj a la 
cambiar los pLmtos 1 

poi inani os. 

c0nst i tuye que si se quiere agregar o 
se deben reconstruir ccrnpletamente l os 

Tooiarernos cano base 

t , (x-x0 ), (x- x 0 ) (x- x 1 ) ... {x-x0 ) (x-x1 ) . , . (x-x0 ). 

Por l o t anto 
p (x )=a0+a1 (x-x0 )+a2 (x - x 0 ) (x-x1 )+ . .. + ~ (x - x 0 ) (x-x1 ). · (x-Xn) 

se quiere detenninar aa. ª1· .. . ~ 
pero 

p (Xo ):ao=wo 
p (x1 J=ao+a1 (x1 - x 0 ) =w1 
=> ª1=~ 

x 1-xo 

p (X2) :ll>2 : ) a2: W?-Wo W1-Wa 

(x 2 x 0 )(x 2 x 1 ) (x 1- x 0 )(x2- x 1 ) 
et.e .. 
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S1 def1nuoos {wi,WJ) : ~ 
Xj-Xl 

(w1, wJ, w,..J: [w, , W?]-(Wa, W1 ] 

x2- xo 

etc ... 

dehmcion que es invar ia n te a l cambio de orden de los 
puntos. 
Se obt.1ene, for ma ndo las diferencias en for ma progresiva 
(d1 fe r enc ias di vid idas) 

Xo "'o 
>[Wo, W\) 

x, W¡ 

) rw1,'"2l 
)("'o,W¡ , '"2 ) 

)rw1· '"2·"'Jl 
> [wo>wl •'"2•WJ) 

xz '"2 
> r'"2.WJl 

x3 "'J 
)¡w;¡, w4] 

>('"2•"'J•W4} 

X4 W4 

donde Al : (11.>w1, .. . w1) 
lo que se encuentr a ca l cu lado en la prunera d iagona l . 
El error est .á dada por e l resto ~ (f, x ) 

R,i (f, x )d (x)-Pn (f, x )• (x-x0 ) •• (x-x0 ) f (n•I ) (2z ¡ 
(n+l )1 

Son usados cu a ndo son dados los valor es de la fu n ción 
en n puntos y sus res pecti vas deriv adas, lo q ue h ace 
necesario con siderar polinomios de grado 2n-t. 

r (x) ·[1-w'' (x) (x-x i]1 2 (X) 
k ~ k K 
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El po l inaTIJ.o buscado queda dado por 

n n 
p (x) 'B w Kf'J<(X) +B W'Kf'J< (X) 

K'1 K'1 

donde wi.c y w1 K son los valores dados 
para l a ftmc i6n y su derivada en xk. 

Su uso es importante cuando se necesita ademis de una buena 
aproximación de la función que pase por determinados puntos, 
de que sea suave, Cz a l menos 
lo c ua l es necesario, por ejemplo, en diseño aerodinimico, 
como barcos, aviones, etc. 
La idea es aproximar la función por tramos, para eso 
consideremos tres puntos consecutivos 
Xi-1• X¡' Xi+1 

a ) lineal 
Si las interpolaciones 
son rectas, o sea. 

y =ax+b 
Y=CX+d 

S e tiene J.!. incógni tas y q. condiciones, no teniendose 
suavi dad. 

b)cuadrát.icas 

En este c aso estar!m 
dadas por 

y=a+bx+cx2 
y:d+ex+fx2 
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REVISTA CUBO N04 

Con lo que se t i ene 6 incógnitas y q. condiciones para 
continuidad, !o que nos deja 2 grados de libertad, la 
sohc1t ud de suavidad nos agrega 3 condiciones, lo que nos 
obllga a excluir una, obteniendo asimetría. 

e) cú.b1cas 

Ahora d1sponemos de 8 incógnitas, que al imponerle q. 
cond1c1ones para la continuidad y 3 para la suavidad, nos 
permite toda.vi.a agregar una extra, como continuidad de la 
segunda derivada en xi, t ransform!i.ndolas por esto en las 
mas útiles. 

Una forma s imple de obtener es considerar polinomios tales 
que 

F¡ 

w 
wf' 

~ 
º I' 
TITO 

S1 h1=X¡-X¡-1 
un s pline que satisfac e las cond1c1ones ser!i. 

G¡ 

~ 
ºIº 
urr 

Un eJemplo para tales funciones lo constituyen 

F0 (x ) : 1-Jx2+2x3 
F 1 ex J , Jx2-zx3 
<lo (x ) ' x-2x+3x3 
G¡ (X) ' - x2+x3 

ª:SPLINES 

Lo que se pretende es una base que generen Splines que 
sean c2. Para eso asumiremos q ue 

1 ) Pun tos eq uidistantes, o sea h 1 =h\ti. 
2 ) Cúbicos. 
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B-Sp l mes cúb icos s unétr 1cos (Bernste in ) 

que tiene la forma 

Lh-' ' ' 
' ' ' 

. 1 

Es ·hc1 l ver1f1car que son c2 y que cun:pl en 

B 1 (X¡ ); l.t 

B1 (Xi :!:1 ); \ 
81 (X1!2 );0 

91 ¡(Xi );Q 

9•¡(Xi-\) ;3/h 
9 11(Xi+1);-J/ h 

S1 s e tiene n puntos, son afectados por (n+2 ) B-Spl ines. 
Por e J enp l o, s l n ;5 

112 



REVlSTA Clm Nll4 

8 
-1 

8 
t 

8 
2 

8 
3 

8 

" 

8 
s 

---i~~t-¡ ---r¡ -i¡-¡--
0 1 2 3 " 

I~ 

l~I 

Dado (n+J) valores 
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D<.iste una única c001binac16n lineal S(X ) de 
B-1· 80, B1•· · ·18n+t tal que 

I:IMlS'l'RAC 1 ON 

Sea S(x) : a_ 1 a_ 1 (x)+aaB0 (x)+ ... +.3n+18n+ 1 (x) 
s1 tabulamos en los puntos se obtiene un sistana de (n+3 ) 
ecuaciones con (n+3) incógnitas, cuya matriz de c0ef icientes 
es: 

- J/h o 3/h 

-3/h o 3/h 

(n+3 )X (n+3) 

\a que no es singular, por ser diagonal dominante. 
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