REVISTA CUBO No4 ALGEERAS DE BERNSTEIN DIMENSION 4

AVELED SIAD (640

Una K-ilgebra, A conmutativa de dimensgién finita con
caract (K) # 2, se dice que es una K-ilgebra de
Bernstein, si existe un homomorfismo no nulo de K-ilgebra
wiA —b K tal que todo elemento de A verifica la ecuacién
(XE)Z: wa(x)x a5 El homomorfismo w:A —p K es
@inico y el ntcleo de W es un ideal de A. Dado que toda
algebra de Bernstein posee un idempotente e, A se puede
descomponer en la suma directa A=< e > ® U & Z donde:
U={ey,y € Ker w], Z={x € A, ex=0}; ademas las dimensiones de
los subespacios U, U2 y UZ+Z2, no dependen del
idempotente e, es decir, estos ntimeros son invariantes del
algebra A.

La ilgebra de Bernstein A se dice que es de tipo (r+l,d)
si dim U=r y dim Z=d.

Considerando el tipo (r+l,d) del A4lgebra y las
dimensiones de los subespacios U2 y UZ+Z2 de A, se
mostrara una clasificacién de las algebras de Bernstein de
dimensién 4; entregando ademas los casos en que las ilgebras
de Bernstein son Normales;esto es, satisfacen x2y=w(x)xy;
X,y € A; y los casos en que las algebras de Bernstein son
Special Train; es decir: M:izKer w es nilpotente y las
potencias principales Ml; i € N son ideales de A.

1).- Sea A de tipo (4,3); dim U=0 y dim Z=3
Uz< 0 >, Z=<z4, 2p, 23>
e2ze, ez;:0, zjzj € Z° c U=<0>
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Se sabe que si A es de Bernstein y UZ=Z2-<0> entonces
A es normal, ademas toda dlgebra de Bernstein normal es un
special train 4lgebra y la ecuacién rango es x3-w(x)x2 = 0

0 X2-W(x)x = 0
([4), capitulo 9)

En este caso: UZ=Z2 = <0> => A es normal y special

train, ecuacién rango de A: x3-w(x)x2 = 0

Sea A de tipo (4 0); diniJ=3 y dimZ=0

e
U=<uy, up, uz> , Z=<0>
e2=e, euj= — Uj, Ujuj € B c Z:=<05
2
UZ=72:<0> =>A es normal y special train
Ecuacién rango: X2-w(x)x=0
3).- Sea A de tipo (2, 2); dinD=1 y dimZ=2
dim (UZ+Z%) ¢ 1, dim 2 ¢ g

Us=<uy >, Z=<24, Zp>}

a).- Supongamos que dim (UZ+Z2)=0 y dimi}2=0
1

2
e2ze, uyz;=0, ug=0, 2Zj=0, euy= uy
2

UZ=7Z2-<0> => A normal y special train
Ecuacién rango: x3-w(x)x2=0
b).- Sea dim (UZ+Z2)=0 y dimJ2=1
d 2
elze, eujz — Uy, Wyz=0, 242j=0, Uj=azy+ B z,
2

con (@ B)#(0,0)
Si X=e+XqUy+Y|Z4+Yp2p; entonces (x2)2=“2(x)x2 y A

de Bernstein

UZ=78=<0> => A normal y special train
Ecuacién rango: 303w (x)x2=0

c).- Supongamos dim(UZ+2Z2)=1 y diniJ®=<0>
1

2
el=e, €ugz — Uy, uy=0, U4zZe= auy, Uyzp= Buy,

2 2
zg=yuy 247p=dUy, Zp=€uy con (a, B ¥, & €)¥(0,0,0,0,0)
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A es un Algebra de Bernstein y camo dim(Uz+22)-1, A no
es normal.

Sea X=W(X)e+X{uy+y1Z4+YpZp ¥ Ly!A — A la funcién linea]
definida por:
Ly(y)=xy Wy € A
1
Lx(e)=w(x)e + — Xq uy
2

1
Lx(ug )= — W(X)ug+yy @ ug+yp B ug
2

IX(2q)=Xy Q Ug+yq Y Ug+yp S Uy
Ly (22)=Xy B Ug+yy & Ug+yp € Uy

De lo anterior se obtiene que la matriz M(Ly) de Ly con
respecto a la base {e, uy, 24, 22} de A es:

w(x) (¢] (] 0
1 1
— X — W(X)+ a+y B X a+ Bty &
i ) }'1 2 h Yi Ya xisoylé.yee
ML)
Xlo 0 0 0
0 0 (0] 0

El polinamio caracteristico de Ly es:
1
p(x):xE (xw(x)) (x-( — W(x)+s G+¥ B)) ¥ el Polinamio rango
2
del dlgebra es un divisor de xp(x) ([4]), capitulo 2), luego:
1).-8i @ = B = 0, el dlgebra es train, ademis
Mecug, 24, 293, MB=cyuy, duy, € ugpd=<ug> y M=¢03, de donde
A es special train (dado que M2 es ideal de A)

3 1
Ecuacién rango en este caso:x* - —— w (x)x3+ — we(x)xazo
2 2

1i).-8i (@, B) # (0,0), MP=<uy> en general
M’-:(u,) para t 2 2; A no es special train.

d) Supongamos que A es un Algebra de Bernstein, ta] que
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dim (UZ+22)=1 y dim UR=1

! 2
e2=e; euy= —— Uy, Uyzq=auy, UqZp=puy, Z4=yuy
2

2 2
242p=0uy, Zp= €uy; (@ B, v, & €) # (0, 0, 0, O, O 0) yuy
es un vector no nulo de Z.

2
(ugz4)2=atug=0 => a=>0
Bla
(ug2p)°=p%y=0 => B=0; ([5))
2 2 2
(24 )2=yBug=0 => y=0 => 74 =0

2 199 2
(2p )2=€2u4=0 => €:0 => 2p=0 ([4), capitulo 9)

Se cumple que: x2y2: -2(xy)2 W&, y € M ([2))

22 2
-2(242)2=242p=0 => (2425)2:0 => SPuy=0 =>3-0
Se obtiene: a = B =y =8 =€ =0 (b 4)
No existe 4lgebra de Bernstein de dimensién 4 con estas
caracteristicas

4).- Sea A de tipo (3,1), dimJ=2, dimZ=1
Uscugup> , Ze<zg>, dim (UZ+Z2) ¢ 2, dim® ¢ 1

a).- Sea dim(Uz+Z2)=0 y dimJ2=0

¢ 2
elze euj= — uj, uj24:=0, 24=0, uju;=0
2

A es ilgebra de Bermstein, UZ=72=<0> de donde A es
normal y specila train.
Ecuacién rango: x3~w(x)x2:0
b).- Sea dim (UZ+22)=0 y dim U2=1
¢ 2 2 2

e?ze, eujz — uj, ujz4=0, 24=0, ug=azy, Up =B 1y,
2

ugup=yzy, (& B, ¥) # (0, 0, 0)
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A es ilgebra de Bernstein, UZ=22:<0>, es decir A es
normal y special train.

Ecuacién rango: x3-w(x)x2:0
c).~ Supongamos dim (UZ+Z2)=1 y dim U2=0
1

e2ze, euj: — uj, Uyzqz QqUy + QUp, UpZg=Pyus+Baup,
2

2
Z1=Y(Ug+YpUp, UjUy=0; (ay, By Y1) (@ B Y2)
linealmente dependientes y no ambos nulos.
dxm(U'bZa):i => A no es normal
Sea X=W(X)e+XqU+XpUp+y1Zy ; Ly:A-PA lineal
1 1
Ly (e)=w(x)e+ — xquy + — Xpup
2 2
b
Ly (ug)=( — w(x)+yq ay) ug+yy apup
2
i)
Ly (up)=yq Byug +( —— wW(x)+yy Bp)up
2
Li(zq)=(xy ay+xp By+yqyy Jugt (X1aa+xaBaryyya up

La matriz M(Ly) de Ly con respecto a la base
{e, ug, up, 24] de A es:

w(x) 0 0 0
1 1

— — WX}y a Y B X Q +X B +
2 1 2 A 14 4l 11 Zai yiy

M(L )
= 1 1

—X Yy « — wW(x)+y B X a+X B +
38 o 2 t2 42y
0 0 [} 0

L
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El polinomio caracteristico de Ly es:
1

P(x)= (xw(x)) (3= ()t (ay+Bp g JxBe ( — wE (x)+
4

L 2
— w(x)yy (@4+Bp )+yq (@4Bp=B1ap) )x)
2

ay fp- By ap=0, dado que uyzy,Upzy son linealmente
dependientes.
i) Si a4+Bp=0; A es train y special train.
M=<uy, up, 24>, Si }&:’=<Q1u1¢azu2> entonces M3:=<0>; puesto que:
74 (@guy+apup )= @y (@guq+apUp )+ @a (Byuy+Bpup)

S (afﬂxzﬂi Jug+ (@gap+apBp Jup

5 (afmiﬁa Jug+ (aqapt+apBp Jup

= (eq+Bp) (aquq+apup)=0

Si M=<Byu +Bpup>, se obtiene MP:<0>
Si uyz4=upz4=0 entonces M?=<y1u1+y2u2>, de donde M:<0>

ii).- Si ay+Bp # 0 no es special train, en este caso
uyzy # 0 0 wpzy # 0
Supongamos Ma=<a1u1+ﬂeu2> con (ag, @) # (0, 0)
24 (@qug+apUp )=ayq (@quy+apup J+ap (Byug+ Bpup)
=z (afma By Jug+ (agap+anBp Jup
8 (ﬂ§+ﬂlﬁa Jug+ (@gap+apBp Jup
= (ag+Bp) (@qui+apup) yMa=<u1u1+cx2u2>
En general Mt-=<ﬂ1u1+cx2ug> Wt 2 2 es decir: M no es nilpotente.

d).- Supongamos que A es de Bernstein con dim (UIAZZ)=1,
dim U2=1., Camo dimi2=1, (U2)2=<0> ([2) proposicién 6)

U2 ¢ 7, dimi=dim Z=1, entonces U2-Z; de donde Z2 =<0> y 24=0
2
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2 e
Sean uy =Kz, up=mzy, ugup=tzy con (kK m t)#(0,0,0)

Y uyz4, upzy vectores linealmente dependientes no ambos
nulos. No se pierde generalidad al suponer uyzy # O

3 e

ug=Kuyz4:0 => k=0 => uy=0 ([4] capitulo 9)

Los elementos de U satisfacen la identidad de Jacobi, esto es:
(ugup Jug+ (upug Jug+ (uzug Jup=0 V uy, uUp, uz €U

2 ([2))
Luego: 2(uqup )ug+uqup=0

(uqup)uyg =0
tugz4=0 => t=0 => uqup=0
2
2(uqup Jup+upug =0
2
Upuy =0
myz4=0 => m=0

Se tiene K=m=t-0 (-p 4-)
No existe Algebra de Bermstein con estas caracteristicas.

e).- Sea dim (UZ+Z2)=2 y dim2=0
1
92=E, €Uj= — Uj, U4Z4= Q4U4+QpUp, UpZq=Biuy+Boup
2
Z4=YqUi+YpUp, con (ay, By, ¥y), (@ Bp Yz) 1, independientes

dim (Uz+Z2)=2 => A no es normal.

El polinamio caracteristico de Ly:A-PA definida por
Ly(y)=xy V Y € A es:

1 1
(xW(x) (3= (w(x )+ag+Bp )y )2+ ( — w2 (x)+ —— W(x)yy (ag+Bp )+
4 2

2
Y1 (ayBp-Byaz))x)

1).- 81 ay+Bp=0 y uyzy, upzy i dependientes, es train y
special train.

Ms<ug, up, z¢> ; M ¢ Uy dim MB=2, se tiene
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Mezcuy, upd, MB=<ayuptapup>
74 (@yuy+apup )= (@q+Bp ) (aguy+apup=0 y ME=<0>

i1).- 8i ugzy, upzy son i, independientes o ay+B2 # O
no es special train.

£).- Supongamos A de Bernstein con dim (UZ+Z2)=2 ¥ dim UP=1
W2 ¢ 7y dim UR=dimZ => U2 = Z => (U2)2:22 =<0> => zf =0
Sea uqzq=aquq+apUp, UpZ4=Bquy+Bpup con ayBprFB1dp

uf:kzp uf:mzb uyup=nzy con (k,mn) # (0,0,0)

2 (uqup )upufuezo => (ugup)ug=0 => nuyz4=0 =>n=0

Se obtiene: k:=m:=n=0 (-b 4-)
No existe Algebra de Bermstein con estas caracteristicas.

Sea A una K-algebra de dimensién 4, A:=<e> ® U ® con respecto
a un idempotente e € A. Supongamos dimJ:=r, dimZ=d y
escojamos una base {e,ujg, ..., Um 24, ...y Zg) de A con uj € U
Al 2y s 2 € s, @) e

Entonces se pueden distinguir las siguientes clases de
algebras:

i i )
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tipo Multiplicacion de los elemen-
(r+l,d)| dim(Uz+2*) | diml* | tos de la base. Propiedades
orma
(1,3) 0 0 |etwe, ez0, 222 0 kpectal tratn algebra
Ec.rango:x* -w(x)x =0
1 pormal
. 2
(440) 0 07 |etae, euj= —-uyupu = 0 kpecial train
Fc.rango:x' -w(x)x=0
TR ormal
0 0| PSR bpectal traln
upz =0, u)t-0 Ec.rango:x’ -w(x)x* =0
5 1
el me,eu = —u,ez.= 0 hormal
(2,2) 0 U fuyz=0, 222 0 kpectal train
azy+ Bz, con (a,B)4(0,0) [Ec. rango:x’ -w(x)x*
a 1 2
elee eus ——u ez, 20,u = 0 ho es normal
i o |u1ze @upiuege Bupe e e L as a0 es
2)2,m buj,z,0= cu) con lspectal train y st
(a , B, v,6,c)6(0,0,0,0,0) [(a,B)s0,0) no lo es
T lnormal
3 = - =
o 0 CARe R ey ot 10162, AT RO S PR Eratn
2)"=0, uu =0 |ec. rango:x’ -w(x)x! =0
5 1
eue,eun —u ez 20,u.2 =0 fnormal
0 1 |z -D,ul'- azl,u2'=ﬂxl,ulul-71, special train
con (&, B, y)4(0,0,0) Ec.rango:x’ -w(x)x* =0
5 1
elee,eu o ez =0 no es normal
U)Z = @)Ut agu) Uz eBiu eBoufel o)t Bym O o8
G.1) 0l 0 {2y = mpup v upu =05 special train, y
(a),B),0)),(ay,B,, v,)l.depend sl )+ Byh 0 no lo
¥ no_ambos nulos es.
e eu = = ez =0, no es normal
5 " uyz)= n]ulvnluz,uzllahlu‘vﬁzuz St a)+ By 0y
3 2\ 5
GRS RGP U 4121092 1. dep.
Copy B (e By w)Le os spucial train
tndepundientos.

St apvs, 400
) upey 1o tudep.

no es wpecial train.
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