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REVISTA CUBO ND'I 

"Clasificación ~ las Algebras ~ Bernstein ~ Dimensión ~" 

Una X:-álgebra. A conmutativa de dimensión finita con 
caract (K) 1 2, se dice que es una IC-ilgebra de 
Bernstein, si existe un homomorfismo no nulo de X:-álgebra 
w:A -~ K tal ~ue todo elemento de A verifi ca la ecuación 
(x2¡2, w2(x)x . El homomorfismo w:A -• lt es 
(mico y el núcleo de W es un ideal de A. Dado que toda 
álgebra de Bernstein posee un idempotente e1 A se puede 
descomponer en la suma directa A=< e > e U e Z donde: 
U::{ey,y E Ker w), Z=tx E A, ex=Ol¡ además las dimensiones de 
los subespacios U, u2 y UZ+Z2 1 no dependen del 
idempotente e, es decir, estos nümeros son invariantes del 
álgebra A. 

La álgebra de Bernstein A se dice que es de tipo (r+l,d) 
si dim U=r y dim Z=d. 

Considerando el tipo (r+l,d) del Ugebra y las 
dimensiones de los subespacios u2 y UZ+z2 de A, se 
mostrará una clasificación de las .Ugebras de Bernstein de 
dimensión 4¡ entregando además los casos en que las álgebras 
de Bernstein son Normales¡esto es, satisfacen x2y=w(x}xy¡ 
x,y E A¡ y los casos en que las álgebras de Bernstein son 
Special Train¡ es decir: M:=K.er w es nilpotente y las 
potencias principales Mi¡ i E N son ideales de A. 

1 ).- Sea A de tipo (1, 3); dim U'O y dim z,3 
U=< o > , Z=<z1, zz, z3> 
e2:e1 ezt=O, ZiZj E z2 e U=<O> 
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Rli:V!ST A CUBO llQ'I 

Se sabe qw.e si A es de Bemstein Y t1l=Z2=<0> entonces 
A es normal, además toda 11gebra de Bernstein normal es un 
special train Algebra y la ecuación rango es x3-w(x)x2 = 0 
o x2-w(x )X = © 

( ['I], cap•lt"1lo 9) 

En este casc:>: UZ=Z2 = <O> => A es nonna.1 y specia.J 
trairlt ecuación rango de A:. x3-w(x )x2 = 0 

2). - Sea A de tipo (IJ, O); dilli.J•J y dintl•0 
U=<u1, l:lz, u3> , Z=<O> 

1 
e2=e, eu¡ = - w¡, t:t¡t:lj E u2 e Z=<G» 

2 
UZ=Z2=<0> =>A es normal y special train 
E<ruac i 6r:i rango: x2-w(x )X=O 

3). - Sea A de tipo (2, 2); dilli.J•l y dintl•2 
U=<l!l.J. >, Z=<z1, z2>i dim (t1Z+Z2) ~ 1, dim u2 

a ) ,- S..pongamos 'l'le dim (Ul+Z2 )•0 y dinU•0 
2 1 

e2:e, 1:11z¡:0, u1; 0, z¡zj=O, el!l1--- u¡ 
2 

UZ=Z2=<0> => A normal y special train 
Ecuaciión rango: x3-w(x)x2=0 

b).- Sea dim (Ul+z2¡.o y cti.rrift'.i 
1 2 

e2=e, el.!11= - 1!111 u1z¡=O, z¡Zj=Q, u1=az1+ ~ z2 
2 

con (a, ~)f(O, O) 

de sernstein 

lll=Z2=<0> => A mirmal y spec ial train 
Ecuación rango: x3-w(x )x2=o 

e). - supongamos dim·(\Yl+Z2)•1 y d inift?• <O> 
1 2 

e2=e, eu1 = - u1, u1 =0, u1 z1 = au11 u1z2= f:h.iti 
2 

2 2 
z1=yu11 z1 z2::ó.J1, z2=Eu1 con (O.~ Y.~ E).#(0, 010, 0,0) 
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A es un iJgebra de Bemstein Y caoo dim(tJL+ZZ);1, A no 
es nonna.J. 

Sea x;w(x)e+x1u1+Y1z1+Y2Z2 Y I...x:A-+ A la función lineal 
definida por: 

1..x(Y)•xy W E A 
1 

l.x(e)•W(X)e + - Xj Uj 
2 

1 
Lx(u¡ )• -W(X)U¡+Y¡ a Uj+Y2 ~ Uj 

2 
l.x(Z1 )::x1 a U1+Y1 y U1+Y2 d u1 

De lo anterior se obtiene que la matriz M(l.x) de 1x con 
respecto a la base (e, u11 z1, z2J de A es: 

W(X) o o 

-x -w(x)+y a+y ~ x a+y ~y ó x ~y ó+y E 
! 2 1 2 1 1 2 1 1 2 

M(L ) 
X 

o 

El po l inanio característico de 4c es: 
1 

o 

o 

p(x )•x2(x-w(x)) (x-( -w(x)+Y¡ a+yz ~)) 
2 

Y el pol inanio rango 

del .11gebra es un divisor de xp(x) ((4), capitulo 2), luego: 

i ).-Si a; f3 : O, eJ álgebra es traill¡ además 
M::<u1, z11 z2>, W:<yut, dl.11, E u1 >::<Ut > Y W::<O>, de donde 
A es special train (dado que M=- es ideal de A) 

3 1 
Ecuac i6n rango en este caso: x4 - -- w (x )x3+ - w2 (x ¡x2,o 

2 2 

ii ).-Si (a, ~); (O, O), M'•<u¡>; en general 
W;<u1> para t ? 2¡ A no es special train. 

d) 9.Jpong<m?s que A es un Ugebra de Bemstein, tal que 



2 
eu1 = - u11 1.!11 z1 =cru.1, u1 z2=ffü11 z1 =Yll1 

2 

2 2 
z1 z2=du1, z2= €\:i1; (e:, ¡a, y, ó1 E) # (O, o, 0, ©, 0, ©) y l!lt 
es l:II1 vector n0 rn!l.•l o de Z. 

(z~ ¡2,(2u~'© ,, E'©,, z~,Q ([~] . capitulo 9) 

Se cunple que: x2y2, -2(xy)2 'v'x, y E M ([2]) 

Se obtiene: a = ~ = y = d = E = O (-• 1111-) 
No existe ilgebra c:ie Bernste~n de dizmt:tsi6n .q. een est.a.B 
caracter1sticas 

4). - SeaAdetipo (3,1), c::l.i.ni.J=2, dimZ=i 
U=<U1u2> 1 Z=<z1>1 Gi.m ~z2¡ ~ 2, dinll2 ~ 1 

a) - Sea dim(UZ>z2 ¡,© y oiníft,o 

1 2 
e2:e1 e1:1¡ = - l:l¡, uiz1:o, z1=0, l!li\:lj =O 

2 
A es á.lgebra de Bernst.ein. l1Z=Z2=<0> de donde A es 
nonnal y specila train. 
Ecl:laci6n range: x3-w(x)x2=0 

b 1. - Sea dim (UZ>z2 ¡,0 y dim ti',i 

1 2 
e2=e, eui= - \:lii u¡z 1:0, z1=0, u1=az1, u2 =fl z1, 

2 

u¡u2'YZ¡, (o., ~. y) 1 (O, O, 0) 
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A es 11 gebra de Bernste irli UZ=Z2:<0>1 es decir A es 
normal y special train. 

Ecuac i6n rango: x3-w(x )x2:Q 

e).- Supong<lllCs dim (UZ>Z2 )d y dim ¡J'!,Q 
1 

e2=e, eui= - u1, u1z1= a 1u1 + azuz, u2z1=fl1u1+P2uz, 
2 

2 
Z1=Y1U1+Y2uz, U¡Uj:O¡ (a1, 131 Y1)1 {az, 1321 Y2 ) 

1 inealmente dependientes y no anbos nulos . 

dim(UZ+z2 ):1 = > A no es nonnal 

1 1 
L,c(e)•w(x)e+ - x1u1 + - x2u2 

2 2 

1 
L,c(u¡)•( -w(x)+Y¡ a¡) u¡+Y¡ a2u2 

2 
1 

L,c(u2)•Y1 ~1u1 +( -w(x)+y¡ ~2)u2 
2 

La matriz M(Lx) de Lx con respecto a la base 
(e,u1,uz,z1l de A es: 

w~) O 

-x 
2 1 

-W(X)+y a 
2 1 1 

X a +X j3 +y Y 
1 1 2 1 1 1 

M(L) 
X 

-x 
2 2 

Y a 
1 2 

- W(X )+y fl X Q +X fl +y Y 
2 12122212 

o 
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El Polincmio característi<::o Ge Lx es: 

1 
p(x)•(X-w(x)) ¡x3-(w(x)+(a1+$2)Y¡)x2+( -w2(x)+ 

4 

1 2 
- w(x)yj (a1+$2 )+Y¡ (a1$2-$1a2) )X) 

2 

ª1 ~2- 1=1 1 a2=01 dacl0 qw.e w.1 z11 u2z1 s0n linealmente 
dependientes, 

i) Si a 1+132=D; A es train y spe<::ial tra·in. 

M=<u1, u21 z 1 >. Si ~=<a1w.1+a2u2> ent.or:ises W=<©>¡ ¡:Jl.!lest.Q que: 

z1 (a1u1+azu2)= a1(a1u1+a2w.2)+ a2(fil1u1+fil2u2) 

2 
1a1+a2a1 )u¡+ (a1a2+a2a2 )u2 

2 
fa1+a11Fl2 )U1+ (a1a2+a2l3·2 )u2 

(u1+$2) (a1~1+a2u2)•0 

Si M2=<131u 1+132u2>, se 0bt.iene W::<O> 
Si u1z 1=u2z 1=D er.J.tQnces :t#=<Y1U1+Y2u2>, de d0nde W=<©> 

ii).- Si a 1+132 1 O nQ es special train, en este <::aso 

u1z1 1 O 0 u2z1 1 ID 

Supongam::is ?-f?:<a1u1+a2u2> c0n (a1, az) ~ (q1 O) 

z1 (a1u1+azu2)=a1(a1u1+azu2)+a2 (fl1u1+ a2u2 ) 

2 
(a1+a2 l31lw.1+(a1a2+a2l32lu2 

2 
(a1+a1l32 )W.1+ (a1a2+a2fl2 )u2 

(a1+132 ) (a1u1+a2uz) y M1=<a1u1+azuz> 

En general Ml:<a1u1+a2u2> Vt. ~ 2 es decir: M no es nilpot.ente. 

d).- Supongaroos que A es de Bern.stein con dim (UZ+Z2 )=1, 
dim u2.i. Caoo dinl.J2d, ¡u2¡2o<O> ( (2) proposición ó) 

u2 ~ z ctiIIiJ2:dim Z=11 entonces u2=Z¡ de donde z2 =<0> y z1 =0 
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2 
Sean u1 =kz11 u2=mz11 u1u2=tz1 con (kim.t)¡{(0,0,0) 

y Ufz.11 u2z1 vectores linealmente dependientes no aubos 
nulos. No se pierde generalidad al suponer u1 z1 1 O 
3 2 

u1'1<u1z1:D ,, k'O ,, u1'º (['I] capítulo 9) 

Los elementos de U satisfacen la identidad de Jacobi1 esto es: 

2 
Luego: 2 (u1 u2 )u1 +u1 u2=0 

tu1z1 =0 => t=O => u1u2=0 

2 
2 (u1 u2 )u2+u2ul'O 

2 
u2u1=0 

Se tiene k'm't'O (-IJ> ~-) 
No existe .1lgebra de Bemstein con estas caracter1sticas. 

e).- Sea dim (Ul+z2¡,2 y diniJ2,o 
1 

e 2=e, eui= - u¡, u1z1 = a1u1+a2uz, u2z1 =l31u1+l32u2 
2 

([2]) 

z1 =Y1U1+Y2u2, con (a1, 1311 Yt ), (a21 1321 Y2) 11 independientes 

dim (UZ+z2 )=2 = > A no es nonnal. 

El pol incmio caracterist.ico de Lx:: A- W.. dei in ida por 
Lx (Y)'xy 'I y E A es: 

1 1 
(x-w(x) (x3-(w(x)+a1+~2)Yi )x2+ ( -w2 (x)+ - w(X)Y1 (a1+~2)+ 

'I 2 

2 
Y! (a1~2-~1a2))x) 

i).- Si a1+l32=0 y u1z11 u2z1 1 dependientes, es train y 
spec ial train. 
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i i). - Si u1 z11 u2z1 s0n 11 independien:t.es o a:1+f32 1 Gl 
no es special traioR. 

f). - Supongarms A de Bernstein cen dim (l1l+Z2 )=2 Y c:l.im lF= 1 

u2 ~ z y dim u2,dintl •> u2 , z •> ¡ue,2,z2 •<O> •> z~ 'º 
Sea 1.:11z1 =a1u1+a:21.:121 1!12Z1 =tl11.!11+t:l2u2 cen a1l321131t:X21 

2 2 
u 1=kz1, u 1=mz 1, 1.:111.:12::r:i.z1 c0R (k,m.,n) 1 (O,O,©) 

2 
2(u1u2 )u1+1.:11u2=ü => (1.:ltl!.12)1!1.t=O => nu1z1=0 =>n=O 

Se obtiene: l<=m=n=O (-9J¡> ~-) 
No existe ilgebra <:le BernsteiA eon estas earact.erí.st.i·c::a.s. 

Caracterización~ las Algebras ~ Bernstein ~ dimensión!! 

Sea A una K- áolget>ra de c:iimer:isión ll, A=<e> G U IS c0F1 respecto 
a un idempet er.ite e E A. Supongarms diniJ=r1 dimZ=d y 
escoj aroos 1.ma !::>ase (e, \!I ~, .•. , 1.:.iri z1, ... , zel <:le A c::en l!li E q 
i:: 1, 2, .. ., r; Zi E Z, i::1, 21 •• ., c:i. 
Eil;tcmces se pl!lec:ier.i disti-ngwir las si1guient.es c::lases de 
álgebras: 
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tipo Hu lt l ptl ... 11.:J .)nlle 101 e! Cllltn-
(r . l U) dlm( uz.z• ) <Hmli' t o 11 d., la b1111e . 

(l,)) 

(4 , 0 ) 

( 2,2) 

() ,! ) 

.,1 .. 0, "" ¡ · ~-u !,<11. \ •U 
U¡ 'il. \ •0 , U¡' . Q 

lor m11 l 
pe( l .,l tr11tnal¡¡ebra 

·( .ran¡¡o : x' -w( x ) x' .. o 
orm11l 
ped al tr a tn 

.c .r1ns o : x' -w{x)x .. Q 

m r ma l 
pucl u l u ·11 l11 

·c . r unso: .' - w(x),¡• .. o 

c' •c,cu1 .. + 1 ,e.¿ 1 .. 0 tiormu l 

"¡ z1 - 0, ~ 12 ! • O ~pee t a l tra l n 

u 1• • <>'l.¡ • ~z2 con ( e> , 8 )1H O, O) 'e . rango : ... -w( x )x' 

e'•e ,eu 1-+u1 ,ez1• 0,u1• . o 
O u 1i1 ~ o u ! , u 1 ' ;i: " Bu I' i ¡' • yu1 

·¿ 1 ¿ 2 .. 6u 1 , 2 / • c u 1 con 

( o , b , y, o . e ¡ ,¡ ( o, u,0,0,U) 

e' •e,eu1 .. +u1 ,e21 .. o,u1z 1., o 

2 1''"º· " i"J"º 

1oc1 11o r111ul 

t º " s-o u 
peci 11l tr11 lny 11 \ 

( o , 8 ) /. (0 , 0) m1 l o ot 

normal 
~pecl a l tral n 
l::c. rango : x' -w(x h' - O 

c' • e. ,eu1-+ 1 , ,,., 1 .. o,u1z 1,.o norma l 

z 1• "º•"¡' • 02 1,u2•,. B:i ¡ ,u1\ltYZ.1 1 pecl a l tra l n 

con ( o, B, 1 ),1(0 ,0 , 0l Ec .rango : x' - w( x h ' · O 

e'•e, eul•+u1 ,e21 .. o no e a no rnoa l 

U¡l¡ " º ¡U¡ • º 2"2· " il.1 • íl 1u1•$2u , 1 l º1• 82· o OI 

Z¡' • l ¡ "¡ • 12u 2 , u1uj · O; 1pec l a l tr11 l n, y 

( o 1 ,81 ,o1) , ( o 2 ,82 , 12 )1. depend a t 01 +112,i. ono lo 

c' • c, cu 1• T"¡ •"~ ¡ ·O, no e1 norraal 

11 1z 1• a 111 1 • °.2112 • u2z 1 ~s1u 1 •82u2 SI a 1 • 82'• O y 

l ¡' ~ l ! U [ 'l2"2 "'t" ¡- O' U J ¡ J ' U2 l l l. <Jcp , 

( º 1· b! ' l¡ >.<o.¡. b:i:· l 2)1 . 

l ndap t1mltar1t a•. S l a1• b2 ,IOo 
u 11 1,u2z 1 L l ollop. 

no e • ~ ¡.>eC tal uol n , 
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