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INTEllRABILIDAD Y BIFURCAC!ON DE HOPF EN SISTEMAS 
HAMILTONIANOS EN IR'f{i) __ _ 

RESUMEN. En este trabajo se estudia la integrabilidad de la 
deformación versal de un Sistema Hamiltoniano lineal de tipo 
Hopf, es decir, una resonancia no-semisimple (1¡-1). Para 
cada elemento de la deformación versal se encuentra una 
familia a 2-parámetros de integrales primeras, del mismo 
tipo de la deformación versal. 
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C'I INTEXlRABILIDAD Y BIFURCACION 

SI. B!FURCACION DE HOPF EN SISTEMAS llAMIL TO!llANOS. 

1.1 Sea (IRi.¡.,w ,H) Sistema Hamiltoniano, con w forma 
simpléctica canónica, es decir si (x, y )EIR4, x = (x 11 x2) 1 

Y=(Y11Y2)1 w=dx(dY1 + dx2''dy2 1 HEC00 (1Ri.¡. 11R) función 
Hamiltoniana 1 X8 (x1y)campo vectorial Hamiltoniano 
asoci ado, es decir XH(x,y):J•dH(x,y) 

con J, ~:2 :
2
]doncle I 2es la matriz unidad en M(2,IR). 

Supongam:is H(x, y) :función cuadrática. entonces ~(x, y) 
es lD1 campo lineal. 

X¡¡ (x, y¡, a(~)Besp(2,IR), sp(2,IR),1Beg1 ('l,IRl/BtJ,-JB¡ 

algebra de Lie de las matrices infinitesimalmente 
simplécticas1 con grupo de Lie Sp(2, IR)={Af.GL(.ll:¡ !R)/AtJA:J) 
de las matrices simplécticas. 

Si Besp(2,!R) y).. es t.m valor propio de Si entonces 

-A, "i, ->: son valores propios de B de las mismas 
rwltiplicidad de >.. Nos interesa el caso de valores 
propios puramente imaginarios, y en este caso se tienen las 
siguientes fonnas r.iormales. 

1.2:. Proposición. Existe cambio de coordenadas simpléctico 
en tRq. tal que B en la nueva base tiene la forma 

( 1) _, 
l 

o bien 

_, 
2 

-a 
o 
o 

a 

A O 
1 

o 

A 
2 

o A y A no nulos 
1 2 

a¡{O, E, =±i 
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con Hamiltonianos euadriticos 

2 2 2 2 
H1 (X, y¡~•1(X1•Y11••2(x2+Y21 6 bien 

2 2 
H2(x, Y ) ~a (x1y2-•2Y1)-§ (x1+x2 ) 

2 

DEFINICION. El sistema (1) se d ice en resonancia s i existen 
p, q ent eros relativamen:t.e priloos, p > O tal que q>.1-p>.z:O. 
En tal caso se hat>•la de u·na resonancia del tipo (p¡q). 
El s i stema (2) siempre está en resonancia y se llama 
resonancia del tip0 no-semisimple (1¡-1). (Esto esti m0tivado 
considerando l es valores propios ia, -ia de la parte 
semisimple 

CUando >. 1=>.2 en (1) la resonar.ic ia se l lama semisimple (1¡ 1 ) 
CUando >.1:->.z en (1) la res01:1ancia se l lama SE!Disimple (1¡ -1 ) . 

1.3. TEOREMA. Exceptt:lando las resonancias semisimple(1¡1) 
y semisimple (1;-1) las matrices (1) y (2) tienen las 
siguientes deformaci0r:ies versales dentro de sp(2,lR) . 

p (J) 

1 1 

o - >. -µ 
2 2 

-a- v V 
l 2 

a+v 
l 

X +µ 
1 1 

o 
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. :" J 2 2 

o µ , µ E IR 
l 2 

o 

V , V E [R , f;=±i 
1 2 

( 



Para la resonancia semis1mple (1;-1) se puede tomar ~ 

como parimetro. (Para las resonancias sem1simple (1;1) y 
sem1s1mple (1¡-1) el desdoblamiento versal necesita m.h de 
dos parámetros). 

DEMOSTRACION. Demostremos el caso que nos interesa, es decir 
el no-semisimple (1;-1). El ot r o caso es m.h o menos análogo. 
Sea Pz:Espacio de polinomios homogéneos cuadrit1cos en 
IR". 

5 2 2 
Para Hz (x, y):a(x1Y2- x2Y1 )- 2 (x1+xz) defmaoos el 
s1gu1en t e endomorTismo ad (Hz): Pz-.Pz, P-.,.ad(Hz)(P): 
:(Hz.PI, donde !Hz,Pl: :w (Xp,XH ) es el paréntesi s de 
Po1sson. 2 
El grupo de Lie Sp (2 ,IR) actfia sobre P2 por composición , 
Sp(2,IR)xP2-• P2;(A,P)-• P• A. 
Sea 0¡..¡2: Orb1ta de H2 bajo la acc16n de Sp(2, IR): 

( (l·J,,, PI /PEP21 . 
Para detennrnar un desdoblarnento hay que determinar un 
canp lement ar io de la imagen de la adjunta Hz 

:e 

T 0 dm ad (H ) 
H 2 2 

p 
2 

Van de Meer en [11, c a lcu la en forma general estos 
complementarios y obtiene: 
e :Complemento de l m ad (X) en ker ad (S ) , donde 

2 2 
X:Y,:(Xt+X2) 

~X corresponde a la parte nilpotente en la desccmposic16n 
de (2) y as corresponde a la parte sem1sunple. 
ad (S): Pc-+P2 es un endcroori1~ y ker ad (S) es una 
subalgebra de Lie de P2 isaoorfa a l centralizador de 
X8 en Sp(2,IR). Además ker ad(S ) est.i generado par: 

3& 
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S'x! r2-x2Y1 
2 2 

x,¡¡(x1• x21 

2 2 
y,¡¡(Y1.Y2 1 

Los polinomios X,Y,Z generan una subalgebra de Lie isomorfa 
a s l (2, IR) : !A E: gl (21 IR)/traza A ; OJ, donde X e Y son los 
generadores nilpotentes. Luego la representac ión adj lD'lta de 
ker ad(S) es i somorfa a sl (2,IR)xlR donde ad(X) y 
ad(Y) corresponden a los generadores nilpotentes de. 
sl(2,IRJ. Además, P2'Ker ad(x) G Im ad(Y), Ker ad(Y) 
Q Im ad(x). Lo que implica C=ker ad(S)()ker ad(Y). Luego 
el desdoblamiento de Hz está dado por 

2 2 2 2 
Hy (x, Y) ' (a•v¡) (X1Y2-x2Y1 )-5 (x 1•x2 )•~ (Y1• Y2 ) 

2 2 

1.~ . DEFINICION. Los a u to va lores de la matri2 
inf 1ni t es 1malmente si mpléct1ca DXHv (O) a s oc iada a 
Hv (x,y ) son en <r . 

t +2) +· 
( 2 ) • • 

E; Vz<O E; V z;O E;Vz>O 

Que es Ja tra nsición de u n conducta el1pt i ca a una 
h iperb61lca. Esta bifurcación se llama Bifurcación de Hopf 
Hamilt on iana. 

S2. S!SIEMAS LINEALES DE HOPF IN'l'EGRABLES 

2. 1. m'INICICJt Sean F, GECX>(itl, IR ) s e dicen en involución 
s 1 IF. GJ : w(Y.(J, Xr l : O. Y se dicen independientes si 
m(f~/df y dG son linealmente dependientes) )=0. donde m es 
la med ida de Lebesgue de ~. 
lh sistema Har11 l t on1ano (~, w, H) se dice inteVa.ble s1 ex ist e 
F'EC::O~, !R) en involución e independi ent e con H. 
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Por Teorema de Arno ld-Kolroogorov~ser, [2), estos sist emas 
tienen una geanetrI.a bastante simple: Para ca.si todo(c11 cz )EI#, 
los conjLmtos M = (x€1Jtl-;H(x )=c 1, F(X )=c2J intersecciones de 
h i persuperficies de nivel , son variedades diferenc iabl es de 
d imens i 6n 21 cuyas canponent es conexas ccnipactas son t oros, ~ 
y las no canpactas s0n c i l indros S1:xffi. Estas variedades son 
invariantes por el fluj o X¡..¡ (y por su¡:uesto Xr) y sobre ellas 
exi sten c;:0ordenad.as si.mplécticas ( l ¡,8¡) i: i,2 tal que el 
sistema (IR4, w, H) tmia la fonna 

dt 
d8¡ 
-- :: w¡ (l 1 1lz ) i :;i, 2 
dt 

2 . 2 Demostrareroos que los sistemas Hamiltoni anos 
catl",w, H.y) dad<:>s er.i 1. 3 son integrables, lo que nuestra 
que dentro de la deformación vers a l en sp(2,ffi ) de l a 
resonanc i a no-semisimple (1; -1 ) los c ampos Hamil t on i anos 
l ineales que aparecen son t odos integrabl es, en particu lar 
la b ifurcación de Hopf dentro de los Hami l toni anos l inea les 
es int egrable. 
Observams que si (~1 w,H) es un sistema lineal ~i ltoniano 
entonces 0<¡.¡(0) Esp (2, IR) y reciprocamente, dado Af..sp(2, IR), 
ent onces ex iste HEPz (no necesari amente ún i ca ) 
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tal que A CJ ' Jdl-l(J. Denotemos es t.a igualdad caro 

A•Jdl-l. 
El isamrf i sroo natural entre las algebras de Lie (P21 f J ) 
con (sp (2:, CR), [, ) ) se traduce en el s1glJiente lema. 

~. Sea (Dl4-, w, H) sistema J ineal Hamiltoniano en~. 
Entonces denotando por A:JdH se tiene : (IR'*, w, H) ea 
integrable <=> existe B E sp(2, IR) tal que AB•BA. #IB 

VAEIR y el polinanlo p(A)•det(A-IB) no es i dentlcamente 
nulo. 

I:&CSTRACIC!l. Supongarros FE:P2 es una integral primera de 
(iR'!,w, H) entonces XF es un canpo lineal Hamiltoniano 
y la matriz B: .:JdF € sp(2, CR). Ademis cam el flujo 

de X¡¡ es ~(X )•etA•xy el flujo de XF es ~(x )•esB,x, t, sEIR, 
tenams por ser integral primera !X¡.¡ XFJ =0 

=~ 5 (x ) = 5 ·~(x )1 es decir etA•e5 B•x=esB,etA•x; 
pero :tJ.:.sY.x, [l+t(A+B)+t2 (A2+a2)+t2AB<t3( . . . )) •X. 

2T 2T 
Entonces ( etA•e5 B-esB,etAJ •x; [t2 (AB-BA.)+t3 ( ... )) •x.:O, 
Luego AB:BA., Caro además la med ida de lebesgue del conJunto 
{X E ~/dH(x ) y dF(x ) s on linealmente dependientes) es nula, 
se tiene que m(!xEIR'l/3 > E IR (A- IB)x•O) )•O, es dec i r , 

mfa¡er (A-IB) J ' O, l o que írnpl i ca #).B, V> E IR 

y que existe >0 E IR tal que p (>0 ) •det(A->oB)#O . 
Rec1procanente sea B E sp (2, IR) tal que AB=BA. Se t i ene 
entonces tA•sB = sB•tA para todo t, s, E ~ luego 

etA•esB= etA+sB: esB+tA= esB.et.A lo que llllPI ica que el 
campo Y(x): B•x es t al que fX1i YJ =Oi y por la observación 
anter ior ex iste FEP2 tal que B=J•dF, por lo t.anto fF, H) =0 . 
Por otro lado ccroo 
(X E JR'l13 >E ~dl-l(x ) •AdF (X )) • ( X E JR'l/3 A E IR Ax• ABx) 
• (X E JR'l13 > E IR x E Ker(A-IB) I ' U Ker (A-).B ) 

>EIR 

ent onces m1~x:er {A- .~.El) Lo, p.1es caoo Al>.B, V>. E [R: > 

dl.m CR Ker (A->.13) $ 3, V >. E IR y ademis p(A ) no es 
ident1canent e nulo, por lo tant o, tiene a lo más cuatro 
ceros, lo que implica que a lo más exis t en >. 1, A.2, >.3, >.4 
EIR tal que dim [J¡Ker (A->iB) ! J, 1• 1, . . .. ~. 
Lo que dmuestra lo a:f innado. 
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2.3. Apliquemos el lema: 

Sean A= 

b' 

a+v 
1 

b 
11 

b 
21 

b 
31 

b 
ql 

-a-v 
1 

b 
12 

b 
22 

b 
32 

b 
~ 

b 
13 

b 
23 

b 
33 

b 
q3 

BE.sp(2,CR)1 si sólo si, atJ= -JB. s i s ólo si 

y 

b 

b 

b 

b 

Luego AB=BA si sólo s i ll amando a =a+V t , v=v2 

q Q 

1q 

2q 

Jq 

qq 
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-ab21•Vh:l1 •ab12•b¡3 -ab14-vb11 : vb11•a.b14 

a.b11+Vb3z •ab22•b¡4 ab13-vb12 =vb21•ab24 

b11-ab32 •ab3z-b11 b13•a.b12 'vb:i1-ab21 

bz1•ab31 'ab'IC-b12 b14-ab1 1 •vb32-ab22 

-ab2z+vb32 ,-ab11•b14 -abz4-vbz1 'vb1z-ab13 

ab1z+vb42 =-ab21+bzq. abzq-vbzz •vb22-ab14 

b12-ab'IC · -ab3¡-b21 bz4-ab21 :vb42+ab12 

bzz•ab32 ,-ab32-b22 

Di ténninos de matriz de coeficientes 

b,, b,? bq b111 b21 b22 bn1. b,, b32 buz 

o 

o - 1 -a V 

o o o -2a 

o -a 

-1 

o o 2a 

-2v o o -2a o o 

-v -v - a o o 

2• -2v o o o 

y hac 1endo transformaciones elementales, obteneDX>s dos 
coef icientes independientes: 
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-b vb 
21 '12 

b o vb 

B' 21 '12 

b -b 
'12 21 

b b o 
'12 21 

Por lo tanto la integral primera F debe satisfacer 

aF (x,y)'b2¡x¡ - vb'l2Y2 
ay2 

ar (x,y).:-b 42 x 1 +b2 1 Y2 
ax1 

U: (x,y),-b'12x2-b21Y1 
ax2 

2 
Entonces F(x, Y)=Ytvb42y1-bz1X2Y1+G(x1, xz, Y2>· 

CCIOO~ (X11 X21 Y2)=~(X, y)=b21x1-vb42Y2 

ay2 °Y2 
2 

teneros G(x1, xz, y2 )=bz 1x 1y2+~b42y2+1 (x 11 xz ), es decir 
2 2 

F(x, y ¡,y,vb'l2 IY1+Y2 )+b21 (X1Y2-x2Y1)+1 (x1, x21. 

CanoE'b21Y2+ 2,.1. ,-b'12x1+b21 Y2 
ax1 ax1 

2 
implica l(x1,xz)- ~x1+K{xz) . 

2 
Tanbién!E=-b21Yi+.!!.=-b42xz- b21Y1 l.Dlpl ica 

ax2 ax2 
2 

~=-bl.(.2x2, por tanto k (xz) = -~qcxz 

dx2 

QJed.ando f inal~nte la integral primera 

2 2 2 2 
F(x, Y )'-Y.b'!2 (x1+x2 )+Y,Yb'l2 (y¡+Y2 l+bz¡ (x¡y2-x2Y1 ) 
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que es el m1sm:i tipo de 1. 3 con bqz, bz1 EIR. 
Luego f1Jados v11 vz en la deformación versal lineal 
de Hz ex. y) obteneoos una fami 1 ia a dos par~t.ros 

de integrales primeras para el Hamltoniano Hv(>t, y). 
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