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INTEGRABILIDAD Y BIFURCACION DE HOPF EN SISTEMAS
HAMILTONIANOS EN ‘(l)

JORGE BLLEXE G4 - HYRA WALLACE €2

RESUMEN. En este trabajo se estudia la integrabilidad de la
deformacién versal de un Sistema Hamiltoniano lineal de tipo
Hopf, es decir, una resonancia no-semisimple ({;-1). Para
cada elemento de la deformacién versal se encuentra una
familia a 2-parametros de integrales primeras, del mismo
tipo de la deformacién versal.
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INTEGRABILIDAD Y BIFURCACION

Si. BIFURCACION DE HOPF EN SISTEMAS HAMILTONIANOS.

1.1 Sea (R4,w,H) Sistema Hamiltoniano, con w forma
simpléctica canénica, es decir si (x,y)E€R®, x=(xy,Xp),
y=(y{,¥p), w=dxqrdyy + dxpAdy,, HEC®(R%,R) funcién

Hamiltoniana, Xpy(x,y)campo vectorial Hamiltoniano

asociado, es decir Xpy(x,y)=J+dH(X,y)

(S
2
con J= —I2 0 |donde Izes la matriz unidad en M(2, R).

Supongamos H(x, y) funcién cuadritica, entonces Xy(x,y)
es un campo lineal.

X
t
X% y)= B(y)BeSP(Z.[R), sp(2,R)=(Begt (4 R)/B J=-JB}

algebra de Lie de las matrices infinitesimalmente
simplécticas, con grupo de Lie 8p(2, R)={A€GL (4 R)/AtJA=T)
de las matrices simplécticas.

Si Besp(2,R) y A es un valor propio de B entonces

=N A —\ son valores propios de B de las mismas
multiplicidad de A. Nos interesa el caso de valores
propios puramente imaginarios, Yy en este caso se tienen laz
siguientes formas normales.

1.2. Proposicién. Existe cambio de coordenadas simpléctico
en R* tal que B en la nueva base tiene la forma

0 0 \ 0
1
0 0 0 PN
2
(1) |=» (6] 0 (] A ¥y A no nulos
i i 2
0 =\ 0 0
2

o bien

0 o (6] 0

a 0 0 [¢]
(2) |s 0 0 -a a#0, g =*{

0 3 a 0
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con Hamiltonianos cuadraticoes

ege 2B
Hy (X, y)=)q (Xq+Yq )+ \p (Xp+Yp) 6 bien

BB
Hp (X, y)=a(X{Yp=XpYq )6 (X4+Xp)
2

DEFINICION. El sistema (i) se dice en resonancia si existen
P, q enteros relativamente primos, p > O tal que gAy-pAp=0.
En tal caso se habla de una resonancia del tipo (p;q).

El sistema (2) siempre esti en resonancia y se llama
resonancia del tipo no-semisimple (i;-1). (Esto estid motivado

considerando los valores propios ia, -ia de la parte

semisimple

©ooQq o
ccogd
2 © © o
ogd co

Cuando Ag=Ap en (1) la resonancia se llama semisimple (4;1)
Cuando A\¢=-Ap en (1) la resonancia se llama semisimple ({;-1).

1.3. TEOREMA. Exceptuando las resonancias semisimple(;1)
y semisimple (1;-1) las matrices (1) y (2) tienen las
siguientes deformaciones versales dentro de sp(2,R).

0 (6] A +p 0
1
0 0 0 A +p
3) 21742
=\ = 0 0 0 p,rER
(T d!
0 SN S (6] 0
e
0 -a-v v (0]
{ 2
a+v (] 0 v
(4) 1 2
3 (6] 0 -a-v v,vER, g=%1
1 i
0 13 a+v 0
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-194 INTEGRABILIDAD Y BIFURCACION

Para la resonancia semisimple (i;-1) se puede tomar g
como parametro. (Para las resonancias semisimple ({ji) y
semisimple (1;-1) el desdoblamiento versal necesita mas de
dos parametros).

DEMOSTRACION. Demostremos el caso que nos interesa, es decir
el no-semisimple (i;-1). El otro caso es mas o menos analogo.
;e*a Pp:=Espacio de polinomios homogéneos cuadraticos en

5 &5 8
Para Hp (x, y)=a(xqYa=Xpyy1 )~ 2 (Xy+Xp) definamos el
siguiente endomorfismo ad(Hp):Pp-»P,, P-pad(Hp)(P)=
={Hp,P}, donde (Ha,Plz:w(Xp,XH ) es el paréntesis de
Poisson. 2
El grupo de Lie Sp(2,R) actGa sobre P, por composicién,
Sp(2,R)XP2-PP2;i(A,P)-pPeA.
Sea e,.,a: Orbita de Hp bajo la accién de Sp(g,R)=

{{Hp, P)/PEP,) .
Para determinar un desdoblamiento hay que determinar un
complementario de la imagen de la adjunta Hp

T 8 =im ad(H )
Ne &

B

Van de Meer en (i), calcula
complementarios y obtiene:
C=Complemento de Im ad(X) en Ker ad(S), donde

en forma general estos

R &
K=Y (Xq+X2)
S=XyY{~XpY2

eX corresponde a la parte nilpotente en la descamposicién
de (2) y aS corresponde a la parte semisimple.

ad (S):P;»P, es un endomorfismo y Ker ad(S) es una
subalgebra de Lie de P, 1somorfa al centralizador de
Xg en 5p(2,R). Ademas Ker ad(S) esta generado por:
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S=X{Ya2"XaY1
2ME
X=§(Xq+Xp)
2 2
Y=4(y1+y2)
Z=X1Y1+XaYe

Los polinomios X,Y,Z generan una subalgebra de Lie isomorfa
a sl(gR) = {A€ gl(2R)/traza A = 0}, donde X e Y son los
generadores nilpotentes. Luego la representacién adjunta de
Ker ad(S) es isomorfa a sl(2,R)xR donde ad(X) y
ad(Y) corresponden a los generadores nilpotentes de
sl(2,R). Ademias, Pp=Ker ad(x) © Im ad(Y)=ker ad(Y)
© Im ad(x). Lo que implica CzKer ad(S)NKer ad(Y). Luego
el desdoblamiento de Hp esta dado por

2h 12 2ENe
Hy(x, y)=(a+vy) (X1 Yp~XpY1 )76 (X4+Xp)+Vp (Y1+Y2)
2 2

1.4, DEFINICION. Los autovalores de la matriz
infinitesimalmente simpléctica DXHy(0) asociada a
Hy(x,y) son en C.

(2)

(2)

gV <0 EVp:=0 §V2>0

Que es la transicién de un conducta eliptica a una
hiperbélica. Esta bifurcacién se llama Bifurcacién de Hopf
Hamiltoniana.

S2. SISTEMAS LINEALES DE HOPF INTEGRABLES.

2.1, DEFINICION, Sean F, G€(_°’(Dl“. [R) se dicen en involucién
s1 (F,G] = w(Xg Xp) = O. Y se dicen independientes si
m((x€R*/df y dG son linealmente dependientes] )=0, donde m es
la medida de Lebesgue de R4,

Un sistema Hamiltoniano (¥, w, H) se dice integrable =i existe
FEC®®*, R) en involucién e independiente con H.

a7 < ,
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Por Teorema de Arnold-Kolmogorov-Moser, [2], estos sistemas
tienen una geametria bastante simple: Para casi todo(cy, ce)em?—,
los conjuntos M = (xeﬂ?’*/ﬁ(x)mi,l—‘(x):cal intersecciones de
hipersuperficies de nivel, son variedades diferenciables de
dimensién 2, cuyas componentes conexas campactas son toros,

y las no campactas son cilindros SixR. Estas variedades son
invariantes por el flujo Xy(y por supuesto Xp) y sobre ellas
existen coordenadas simplécticas (lj, 8;) i=1,2 tal que el
sistema (IR‘*.W.H) toma la forma

dl;
=10
dt
de;
s wily,lp) i=t,2
dt

2.2 Demostraremos  que los sistemas Hami ltonianos
(l#*,w,Hv) dados en 1.3 son integrables, lo que muestra
que dentro de la deformacién versal en sp(2,R) de la
resonancia no-semisimple (i;-1) los campos Hamiltonianos
lineales que aparecen son todos integrables, en particular
la bifurcacién de Hopf dentro de los Hamiltonianos lineales
es integrable.

Observemos que sSi (IR‘*.W,H) es un sistema lineal Hamiltoniano
entonces DXyy(0) €sp(2,R) y reciprocamente, dado A€sp(2, R),
entonces existe HEP, (no necesariamente Gnica)
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X
tal que A(y) =z JdH(y). Denotemos esta 1gualdad caomo

A=JdH.
El isomorfismo natural entre las algebras de Lie(Pp, { })
con (sp(g,R), [, )) se traduce en el siguiente lema.

LEMA. Sea (R% w H) sistema lineal Hamiltoniano en ¥,
Entonces denotando por A=JdH se tiene : (R%, w,H) es
integrable <=> existe B € sp(2,[R) tal que AB=BA, A¥)\B
VA€ER y el polinamio p()A)=det(A-AB) no es identicamente

nulo.

DEMDSTRACION. Supongamos FEP, es una integral primera de
(IR“ w,H) entonces Xp es un campo lineal Hamiltoniano
y la matriz B :=JdF € sp(2,R). Ademis camo el flujo

1 s
de Xy es m(x):emoxy el flujo de Xp es op(x):eSBO)g t, S€R
tenemos por ser integral primera {Xy Xpl=0

=>v:r = (x)= = wﬂ(x), es decir etAveSBix= eSBOeMox.

pero etAseS x.[l+t(A+B)+ta(A2+Be)¢t2AB+t3( L)) oK.
Entonces{etAreSB-gsBieth) ix- [ta(AB—BA)+t3( . )] #x=0.

Luego AB-BA., Camo ademis la medida de lebesgue del conjunto
{x € R¥/dH(x) y dF(x) son linealmente dependientes] es nula,
se tiene que m({x€R¥/3 A € R (A-AB)x=0})=0, es decir,
mx(gnl(er(A-AB)) =0, lo que implica A¥AB VA € R

y que existe Ao € R tal que p(\y)=det(A-AyB)#0.
Reciprocamente sea B € sp(2,[R) tal que AB=BA. Se tiene
entonces tAssB = sBetA para todo t, 5, € R luego

etAseSB: otA+SB. oSBHtA. eSBietA 1o que implica que el
campo Y(x):Bex es tal que [¥y Y)=0, Y por la observacién
anterior existe FE€P, tal que B:=J+«dF, por lo tanto (F, Hj=0.
Por otro lado como
{x € R4/3 A € RdH(x)=AdF(x))={x € R¥/3 \ € R Ax=\Bx}
<(x € R¥/3 X\ € Rx € Ker(A-AB)] = U Ker(A-AB)

A€ER
entonces mx(gRKer(A-AB)):O. pues camo A¥AB VA € R=>
dim i Ker(A-AB) €3, VA ER y ademis p(A) no es
1denticamente nulo, por lo tanto, tiene a lo mis cuatro
ceros, lo que implica que a lo mis existen Ay, Ap, A3, Ay
€R tal que dim RKer(A-AiB)<3, 1=1, ..., 4
Lo que demuestra lo af irmado.
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2.3. Apliquemos el lema:

0 -a-v v 0
1 2
Vv 0 0 v
Sean A= 1 2
1 0 0 a+v
i
0 1 a*v 0
i
b b b
11 12 13 14
b b
b= 24 22 23 24
b b b b
31 32 33 34
b b b
41 42 43 44

BEsp(2,R), si sélo sf, BU:--UR si sélo si

ba3 = byy
b3p = by
y
B bl b ]
gai il Tl e
iy B J
43 4y 12 22

by3==byy  byy=-bpz
si sélo s  bygz-bjy  bpa: byy

byy=-bpy  b3a= buy

Luego AB=BA si sélo si llamando a=a+Vy, V=Vp
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-abp+Vb3y =zabyptby3  ~abyy-Vbyy =vbyy+abyy
abyy+Vb3p =abpptbyy aby3-Vbyp =Vbpy+aboy
byj-ap32  =ab327byy bygtabip  =vb3y-anoy
bpy+abyy  =abyp=byp byy-abyy  =vbzp-abpp
-abpp+vbzp =-abyytbyy  ~abpy-Vbpy =vbyp-abyg
abyp+vbyp =-abpytbpy  aDay~Vbpp =Vbpp-abyy
byp-abyp  =-abq-bpy bpy-abpy =vbyp+abyp

bpptabzp  =-abga~bpp

En términos de matriz de coeficientes

byy byp by byy Doy by bpy byy  bap  byp

0 -v a (o). = 0 -a 0 0 o

y haciendo transformaciones elementales, obtenemos dos
coef icientes independientes:

44 fame ™ @ A
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(6] -b vb 0
21 42
b 0 0 vb
B 21 42
b 0 0 -b
42 24
(0] b 0
42 24

Por lo tanto la integral primera F debe satisfacer

LE (¥ )==-bayXa+Vbuyayy
4
oF (x,y)=bagxy-vbyay,
Ay,
aF (X,¥Y)=-bypXy+bpayyp
axy
oF (x,¥)z=-bypXp-bayyy
ax;

2
Entonces F (X, Y)=Kvbypys-baiXpyi+G(Xy, Xp, Y2 )-

CamodG (X4, Xp) Y2 )=9F (X, ¥)=bpyX{-Vbyoyp
B e

2
tenemos G(Xy, Xp) Yo )=bpX{Ya+hvbypyo+l (Xg, Xp), es decir
2 2
F(x, ¥)=%vbyp (Y{+Yp )+bpy (X1 Yo=Xpyq )+ 1 (Xy, X2) .

CamodF=bp Yo+l ==byaX+bpyYp
Ay Xy

2
implica 1(x4, Xp)= bypx4+K(Xp).
2

TambiéndF=-bp4yi+dl=-bysxs-bpqyy implica
e &p

2
dK=-byoxp, Por tanto K(xp)=-Y#bysxp
axp

Quedando finalmente la integral primera

22 2e
F (X, ¥)==¥#byp (X1+xp J+4vbya (y1+Ya 1+bay (XgYp XpY1)

(W—P—\ 42
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que es el mismo tipo de 1.3 con byp, bpy€R.

Luego f1jados vy, Vp en la deformacién versal lineal
de Hp(xY) obtenemos una familia a dos parimetros
de integrales primeras para el Hamiltoniano Hy(x,Y).
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