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ARITMETICA Y GEOMETRIA
R. Bagza'

El propésito de estas tres charlas es explicar a
través de un ejemplo algunas interrelaciones gque existen
entre aritmética (teoria de numeros) geometria (geometria
algebraica) y el andlisis. No pretendemos dar demostraciones
de los resultados expuestos aqui, Qino que pondremos énfasis
en las relaciones gue existen entre ellos.

Denotaremos por Z el anillo de enteros racionales y
por @ los numeros racionales. R denotard el cuerpo de los

nimeros reales y C de los numeros complejos.

Uno de los problemas bdsicos de la aritmética es el
siguiente:

Sea f(x’,...,xn) I 4 [xl,...,xn] un polinomio con

coeficientes enteros, es decir

f(x‘,...,x“) =Za‘ N
1 n

1) FACULTAD DE CIENCIAS. UNIVERSIDAD DE CHILE.
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con a, € Z (o también en 0@ mds general). El problema

ool

1
es encontrar todos los tuplos (a‘,...,a“) € Ix...xZ tal que

(1) t(al,...,an) =0

O mas general, todos los tuplos de numeros racionales
(a,,..-,a) € Ox...x0 que satisfacen (1). si (a,...,a )€ z"
satisface (1), se 1llama solucién entera de la ecuacién
£(X,,..-,X) = 0; sl (a,...,a) € Q", se 1llama solucién
racional. Una ecuacién de este tipo se llama ecuacién
Diofédntica. Encontrar todas las soluciones enteras (o
racionales) de £(X,,.000x) = 0 © simplemente decidir si
existe una tal solucién, es uno de los problemas més
antiguos de las matemdticas y tal vez uno de los méas
dificiles.

En el estudio de este tipo de problemas es
necesario considerar también las soluciones reales,
respectivamente complejas de la ecuacién f = 0, es decir uno
se ve confrontado con el estudio de la variedad algebraica
compleja

V(f) = {(x‘...x") e c"| £(X,.00x ) = o}

o también con la parte real de ella

VR(£) = {(x‘...xn) e R"| £(x,...x ) = o}

Observacién. Si £(X,,..,X ) es un polinomio homogéneo de
grado m, es decir i‘+. . .+1“ =mV (5.I 2l ,in) ' entonces
obviamente (0,...,0) es una solucién trivial 1la cual
descartaremos. Ademds en este caso da lo mismo estudiar
soluciones enteras o racionales, ya que (a‘,...,a“) es
solucién si y sélo si Vv A = 0, también (Aa ,...,Aa) es
solucién de £ = 0.

En el caso de polinomios homogéneos es m&s natural
y conveniente estudiar las soluciones proyectivas de f = 0,
es decir identificando (al,...,an) con (xa‘,...,un), A ®0
(siendo (al,...,an) # (0,...,0)) es decir se estudian las
soluciones de f = 0 en el espacio proyectivo e

[fw—————-—
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sea (a,...,a) € Z" una solucién de f = 0, es
decir
(2) £(a,...,a) =0

Si p es un primo cualquiera, es claro que (2)
implica Vv r =z 1

(3) £(a,,...,a) = 0 (mod. p")

es decir las congruencias f(x‘,...,xn) = (mod. p") tienen
solucién V p primo V r = 1.

Notacién Si a divide b escribiremos b = 0 (mod. a). De modo
que resolver una congruencia de la forma f(x“...,xn) s 0
(mod.p") significa encontrar un tuplo (b‘,...,bn)el tal que
p'[f(b‘,...,b“). Esto también equivale a resolver la
ecuacién f(x“...,xn) = 0 en Z/p'Z. Si r =1, Z/pZ es el
cuerpo con p elementos y lo denotaremos por FV

Se puede hacer la pregunta_obvia:
Si para todo primo p y todo entero r = 1, la
congruencia

(4) £(X,,0000%) =0 (mod.p")

es soluble, es entonces la ecuacién
f(xl,...,xn) =0
soluble en Z?

Si es asi, diremos que f satisface el principio
local - global ( o también principio de Hasse-Minkowski). Se
sabe que si f es homogéneo de grado s 2, entonces f
satisface el principio local - global. Para gr(f) = 3, en
general f no tiene esta propiedad y es un problema
fundamental encontrar obstrucciones para que f satisfaga o
no el principio local global.

Ejemplo: La ecuacién dioféntica
x4+ SyJ +72° =0

no tiene solucién entera # (0,0,0), pero si las congruencias
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3%’ + 5y’ + 72° = (mod. p") para todo p primo, r = 1.

Otro ejemplo sencillo de una ecuacién que no admite
solucidén entera ( = global) es:
Sea p un primo. Entonces:

(5) X+ pya + pzz] =0

no tiene solucién en Z. Pues supongamos que la tuviera, y
sea (X,y,z) € z5 - {(0,0,0)} una tal solucién, y sin
restriccién (x,y,z) = 1, pues la ecuacién es homogénea.

Pero p|x necesariamente. Sea px’ = Xx. Reemplazando:
pJX'J + py’ + Pzz] )

es decir y® + pz’ + px’’ = 0
Esto implica p|y. Sea y = py’ se obtiene
Py’

es decir z’ + px': + pzy':' =0

de modo que p|z. Esto contradice (x,y,z) = 1.

+ pz3 ar pzx’] = 0

Como ya mencionamos el problema de resolver
ecuaciones Diofédnticas es uno de los mads dificiles y
atractivos de la teoria de numeros, particularmente porque
involucra gran parte de la matematica. El propésito de
estas charlas es mostrar con un ejemplo esta situacién.

Comencemos con un ejemplo particularmente simple,
cuya solucién se obtiene via divisibilidad elemental en los
enteros: encontrar todos los tridngulos rectdngulos con
lados racionales, es decir resolver en Q@ la ecuacién
(6) x*+y =2t 2

Como esta ecuacién es homogénea, basta resolverla
en enteros (x,y,z). Ademas podemos suponer que X, y, 2z son
relativamente primos (x, y, z) = 1 (se dice (x, y, z) es un
triple pitagdrico). De (6) se deduce que x e y tienen
diferentes paridad y que z es necesariamente impar. Sea x
par, y impar. Entonces:

x* = 2% - y* = (z-y)(2ty)

——
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con z:y pares con x = 2c, z +y, 2 +y = 2d, z - y = 2L 8se
obtiene ¢’ = dl, y por hipétesis (d,1) = 1. Del teorema
fundamental de la aritmética se deduce de ¢’ = dl que d y 1
son ambos cuadrados, es decir d = az, 1 = be. Tenemos
entonces z + y = 2a%, z - y = 2b%, c® = a’h?, es decir c =

ab (eligiendo un signo). De esto resulta:

x = 2ab

y = a® - b

z=a’+b
donde a,b son enteros arbitrarios. Hemos obtenido asi todos
las soluciones enteras (resp. racionales) de x* + y2 = 2%,
Este problema fue probablemente completamente resuelto por
Diofantos.

Alrededor del siglo R matemdticos arabes
formularon el siguiente problema: Encontrar todos los
tridngulos rectangulos con lados racionales, cuya &rea sea
entera.

DEFINICION

Todo entero n que es 4rea de un tridngulo
rectdngulo con lados racionales se llama un numero de
congruencia.

Por ejemplo: 6 es el area del triangulo (3,4,5).

Respuesta. 5 es el darea del triangulo (g, ?, ?),
es decir 5 y 6 son numeros de congruencia. Se puede
demostrar que 1, 2, 3, 4 no son numeros de congruencia.

En general: n es un numero de congruencia si y sélo
si las ecuaciones

2,

2 2
x* + y* = 2% x Zz

), Xy =n

tienen solucién (x,y,z) en Q.

En lo que sigue supondremos que n es un entero
libre de cuadrados.
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i

De (')" se obtiene [x—;x 2 = % & n, de modo que
con t = [% ?, vemos que si n es de congruencia, existe t € Q
tal que t, t+n, t-n son cuadrados. El inverso también es

cierto.

Por ejemplo si 1 fuese numero de congruencia,
existiria un t € Q tal que t-1, t, t+l son cuadrados. Se ve
que esto implica que existen numeros enteros u, v, w con u
-V = vz, w impar. Demostrar (ejercicio) que esto no es
posible.

Volvamos al caso general (')n. De las ecuaciones
xty)a . (z)2 %,
2 2

B (il

es decir, la ecuacién u‘-n’=y® tiene una solucién racional

2 2
con U = %, v = 3‘—?’— Multiplicando por u? y reemplazando
X 1= ul= [5]3
(XZ_ 2 z
Y i= uyv = _ax_)_

se obtiene que la ecuacién (cubica)

E: ¥ = X° - nX
tiene una solucién racional (X,Y), con la propiedad que X =
[;]: es un cuadrado racional y que el denominador de X es
par.

Se tiene en efecto que este hecho es una condicién
necesaria y suficiente para que n sea un nimero de
congruencia, es decir

TEOREMA. Sea n un entero libre de cuadrados. Entonces n es
un nuimero de congruencia si y sélo si la ecuacién cubica

Bn: y: = x* - n’x
tiene una solucién racional (x,y) con xcof cuadrado racional

()
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y tal gque el denominador de x es par.

Demostracién. Basta demostrar que esta condicién es
suficiente. Sea (x,y) e Q* con x € of, x con denominador

par y tal gque yznxj-nzx. Sea u-‘/_x—eo', v-%, de modo que
v?=x?-n?. Asi v’+n’=x’. Sea t el denominador de u, es decir
el entero > 0 mds pequeiio con tueZ. Por hipdtesis te2z.
Observemos gque vz, x? tienen el mismo denominador, pues n es
entero con vi+n’=x’. Este denominador es t'.

Se tiene entonces (t2v72+(t2n)2=(t2x)z, donde los
enteros tiv, tzn, t’ son relativamente primos. Ademas
t’ne2z es par. Por la solucién general de los triple
pitagéricos se obtiene

t?n = 2ab, ty = a® - bz, t’x = a’ + b’
con a, b enteros. Con x = u® se obtiene

t?? = a® + be, de modo que

)+ 22 - oo

define un tridngulo rectdngulo racional con &area
2a , 2b _ 2ab

=n

2 t
es decir n es un numero de congruencia.

Hemos reducido asi el problema (ﬁ)n a estudiar la
ecuacién cubica
E“: y= = x* - n’x

y encontrar todas las soluciones racionales (x,y) € o
con xmf , denominador de x par.

La ecuacién E define lo que se entiende por una
curva eliptica (racional). A continuacién estudiaremos
brevemente algunas propiedades geométricas y algebraicas de
este tipo de curvas, lo cual nos permitird traducir nuestro
problema original (*), en un problema bésicamente analitico.

Consideremos la ecuacién

E: y¥Y=x" +ax +b , a,be@

Se dice que E define una curva eliptica si el
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discriminante del polinomio cibico A=4a’-27b° es %0 (A veces
se usa 4x'+ax+b lo cual reduce el discriminante a: a3-27b2).

Se denota por E(C) el conjunto {(x,y)ecxc[yz=x’+ax+b} de las

soluciones complejas de E, al cual también se le agrega un
punto 0 = =, que corresponde a la solucién (O,I,O)EPZ(C) en
el plano proyectivo, si se considera la ecuacién homogénea
zy? = x° + axz® + bz’.

De este modo E(C) = {(x,y)scxc|y2=x]+ax+b}u{o}, 0
siendo la solucién "escondida" de la ecuacién en el
infinito. Denotaremos por e(Q) c'E(C) el subconjunto de las
soluciones racionales. En el plano RxR, el conjunto E(R) es
de la forma

yi=x"+ ax +b = (x-e,) (x-e,) (x-e,)

(eUO) (el,0)

.1 €, son las soluciones reales de la
ecuacién x’ + ax + b = 0. Por supuesto que esta curva solo
respresenta un pedazo de la curva eliptica compleja ya = x
+ ax + b. El punto 0 no se puede vizualizar en el plano Rz,
y representa como "el punto en el infinito". El conjunto
E(Q) son los puntos (x,y) del plano sobre la curva con
coordenadas racionales, incluyendo el punto 0.

Aqui e, e

A continuacién mencionaremos como es posible
parametrizar los puntos de una curva eliptica via la funcién
de Weirstrass.-

Sea A c C un reticulado, es decir un subgrupo de

(T
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rango 2, A = lwlm lw? con {w‘,w,} linealmente independientes

sobre R. Entonces C/A es un toro complejo, y como variedad
real, de dimensidén 2, es decir una superficie (compacta). Su

imagen es simplemente

C/A como variedad real

Asociada a A se tiene sobre C la siguiente funcién
1 il
&2 (2l =5+ ) |—— -
z Ten (z-1) 1
120
la cual es absolutamente y uniformemente convergente en todo

compacto k < C/A, de modo que define en C/5 una funcién

-

analitica como funcién sobre C se ve que todos los 1 € A son
polos de orden 2, es decir pA(l) es una funcién meromorfa
sobre € son polos de orden 2 exactamente en los elementos de
A. Asi Py induce sobre C/A una funcién analitica con un
solo polo en 0, o mejor, en C/A—{a}. p, es una funcién
analitica, pues se comprueba que pA(l) es una funcién
doblemente peridédica con periodos Wi W

El desarrollo en serie de potencias de pA(z)
conduce a ciertos coeficientes G, (8) que dependen sdélo de
A.

1t
iy 2 4 6
(8) pA(z) = = + 3G‘(A)z + SGS(A)z i 7G8(A)z + e
(sélo aparecen potencias pares de z, pues p, s par).

Si r > 2 es un entero, se define

led

1#0
y se comprueba que si r = 1(2), G.- = 0. Estas son los
coeficientes que aparecen en el desarrollo (8) de pA(z).
Esta series se llaman series de Eisenstein asociadas a A y
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definen funciones que dependen de A.
De (8) se deduce

3 s
(9) pA(z) = -;_: + 6G,z + 20G 2" + 42627 +...
de modo que
P £ 2
Pj(2)" = o 24G‘; - 80G, + (36G, -

2
16G,) 2z° + ...

También tenemos
us 20
BE ()= o + 66, + 10Gz" + ...

nl
pg(2)° =

i
oy BG‘; L2 15G6 + (216a +
2765)2° +...
y 8l comparamos coeficientes, usando la notacién
1
g, = 606, = soz o
leA
1#0

il
g, = 140G, = 1402: 7
€0

1=A
obtenemos la funcién

£(z) = pj(2)® - 4py(2)” + gpy(2) + g,
no tiene polos y es doblemente periodica y ademés £(0) = 0.
De la teoria elemental de funciones se deduce f(z) = 0, es
decir

(20) Pj(2)® = 4py(2)° - gpy(2) - g,

Obtenemos asi que los puntos (pA(z), p&(z)) estdn

sobre la ciubica
] A = 3 - -

Ey: Y 4x g X = g,

El hecho que A = g: C 2792 # 0, muestra que EA es
una curva eliptica. Se obtiene asi una aplicacién

a: C/A——m—— BA(C)

Z——————— (p,(2), Pj(2)) si Z#0

O— 0 = w si 7=0

(= \
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la cual se demuestra, es biyectiva. Ademas si se consideran
las estructuras de variedades analiticas de C/A y EA(C) se
ve que a es un isomorfismo de variedades analiticas.

Inversamente, dados dos numeros gz,gasc con 92—279:
#* 0 , existe un reticulado AcC tal que gz-gz(A), gg-qa(A),
de modo que la curva eliptica y2=-4x:'-gzx—gJ coincide con la
curva E,. Asi el procedimiento anterior sirve para
construir todas las curvas elipticas sobre C.

Por otro lado C/A tiene ,una estructura de grupo
abeliano, de modo que mediante la biyeccidén a: C/A — EA(C)
podemos traspasar esta estructura de grupo a E(C), es decir
a los puntos de la curva eliptica E: y2 = 4’ - g X = 9,.
El elemento neutro de E(C) serd& 0. Si P = «(Z), Q = a(W),
entonces

P+ Q = a(z+w)

Del hecho que p(-z)=p(z), p’(-z)=-p’(z) obtenemos
por ejemplo: Sea P=(x,y)=a(z). Entonces -P=a(-z) = (p(-z),
p’(-z)) = (p(z), - p’(z)) es decir -P = (X, - y) es el punto
simétrico de P sobre la curva E. Para encontrar las
coordenadas de P + Q en funcién de las de P y Q, se usa la
siguiente férmula clésica, llamada teorema de adicién para
la funcién p(z):

Para todo z, we C, z - weg A, (z, weld)
(1) ez +w) = -p(z) - p(w) + §[BrE= R
4 z)- p(w

S8i z-w € A, es decir lo que equivale a calcular
p(2z) se tiene

(12)  paz) = -2p(2) + 3[R

(Usando (10) se calcula p’’(z) en funcién de p’(z),
p(z)).

Se tienen también férmulas de adicién para p’, lo
cual dejamos de ejercicio.
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Poniendo P\'“‘Ny:)' PZ=(X2,yz) ' Pz==l7|+F'Z =
(xJ,yj) y obtenemos para X, la siguiente férmula

correspondiente a (11),si B o Pa (respectivamente a (12) si

l’I = Pz):

(11):x._x_x+luz (P, = P)
3 1 2 4x-x 1 2
1 2
2
- llzx,-gzz
(12) X, =Ry o Tt (B =)
2yl

Las coordenadas Yo an obtienen de férmulas
similares para p’(z+w) respectivamente p’(2z).

La interpretacién geométrica de estas férmulas es
evidente: Sean P‘, Pz €E(C). Se une l'»'l con l=2 por una recta
la cual corta a E en un tercer punto P’. El punto simétrico
de P’ es Pl L Pz. si Px = Pa se traza la tangente a E, la
que corta a E en un punto P’ y el punto simétrico de P es
2P . El inverso =-P de un punéo P es simplemente el
simétrico. E1 elemento neutro de E(C) es el punto 0 en el
infinito. Asi tres puntos P:' Pz, P:| sobre E(C) son
colineales si y sélo si By b Byik Bgel,

Geométricamente obtenemos la siguiente figur
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Una consecuencia de (11)’, (12)’ es la siguiente:
Sea Q < F < € un cuerpo con g_, g, € F ( por ejemplo si 9,
g, son racionales, formamos Q). Sea E(F) < E(C) el
subconjunto de los puntos racionales sobre F, es decir con
cooordenadas en F. De (11)’, (12)’ vemos que s8i P, Q e
E(F), entonces también P + Q, 2P, tienen cooordenadas en F,
es decir E(F) es un subgrupo de E(C).

En particular

si 9,0 9, € Q entonces E(Q) es un grupo abeliano.
Un teorema profundo de aritmética afirma

TEOREMA (Mordell)

E(Q) es finitamente generado, es decir existen
puntos Poyoveey Pq € E(Q) tal que todos los demads puntos de
E(Q) (es decir las soluciones racionales de yz=4x3—gzx-g3)
se obtienen a partir de Pl, ey P“ por el proceso de formas
secantes respectivamente tangentes y cortar la cubica.

En consecuencia podemos escribir
(13) E(Q) = E(Q),, © ZP® ... oZP

r

donde r = rango del grupo E(Q), 1’-:((1)'_“r es el subgrupo de
torsién de E(Q). Este subgrupo es finito, y recientemente
B. Mazur demostré que para toda curva eliptica racional E se

cumple ]B(Q)l"| s 16.

De (13) se deduce de inmediato
E(Q) es infinito e r = 1

El rango de la curva E es un invariante
extremadamente dificil de calcular. De hecho no es fécil
ncontrar curvas elipticas con rango suficientemente grande y
solo recientemente se han dado ejemplos de curvas con r = 14
(Mestre, 1987).

Con estos resultados volvamos a nuestro problema
original (*) . Vimos que n es un nimero de congruencia si y

solo si 1a curva alintica
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E: y? = x* - n’x
tiene un punto racional (x,y) con X € [ y denominador de x
par. En E (Q) se tiene fuera del elemento neutro los puntos
obvios (0,0), (n,0), (-n,0) y se puede demostrar

a0 e, = {o, 001, (,0), (-n,00}

De este resultado y del anteriormente mencionado se
deduce, ya que obviamente un punto racional (x,y) e E"(Q)
con X € QZ y denominador de x par, no puede ser punto de
torsién por (14), ya que si n es numero de congruencia,

entonces B“(Q) * IE"(Q)“’r Yy por lo tanto rz1. En efecto se
tiene:

Proposicién

Sea r = rango de En(Q). Entonces n es numero de
congruencia e rzl.

De este modo hemos reducido nuestro problema a
calcular el rango de En(Q) (o mejor, a solo estimarlo por
abajo).

Para estudiar este tipo de problemas introduciremos
un nuevo objeto la funcién Zeta asociada a una curva
eliptica. Esta funcién relaciona el comportamiento local de
la curva eliptica con su comportamiento global.

Sea E: y’ = x° + ax + b una curva eliptica definida
sobre Z, es decir a,beZ. Sea A=4a’-27b°#0 su discriminante.

Para todo primo plA sea Fv-l/pl el cuerpo con p elementos y
sea

Hp: y=x+ax+5b
la curva reducida médulo p, definida sobre Fp. Como plA, Ep
es eliptica.

Sea !p('y) el grupo de puntos racionales de Ev

sobre F , es decir Ep(rp) = {(i,?)lf: IR -§’+ﬁ+5} 3
!'(r’) es la versién local de E(Q).

(T
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Sea N‘-lEP(FP) el numero de soluciones de y2 = §3 3

ax + b en F, @8 decir usando congruencias tenemos:
% 0 s x s p-1

N, # {(x,y) € lxl]plya_)‘(x_m(_b } +1
(+ 1 pues hay que contar el elemento neutro). El entero N’
mide el numero de soluciones locales en p de la ecuacién ya-
x* +ax + b.
P+l =N
Definamos a = ———

2
para todo primo pltA

La funcién Zeta de E se define formalmente para seC
por
(5

(15 s -—|T SR R e
) EE( ) p! b za: p-l + pl-zl
»

Yy se comprueba facilmente que:

Proposicién:
El producto (15) es uniformemente y absolutamente
3
convergente sobre compactos en la regién Re(s) > —, de modo

5:(5) representa en este dominio una funcién analitica.

3
£€i Re(s) > -, podemos desarrollar los factores
e 1
locales —————————— - en serie respecto a - Yy
1-2ap Sy p

»
multiplicarlos para todo plA y obtenemos un desarrollo en
serie para EE(s).

®
b
(16) e:(a)-Z—‘:E conb, €Z Vm=z1
m=1 "
es decir £.(s) es una serie de Dirichlet en el dominio Re(s)
3
> - con coeficientes enteros. Estos coeficientes b, .
2 3
también reflejan el comportamiento local de E, pero toda la
serie refleja el comportameiento global de E. Por ejemplo

| \
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para E : y'= x* -x se tiene:
2 3
(17) E(m) = 1 = .
Yy para E : y® = x* - n’x, se tiene:
(18) 5 (B) - ——L—
1
donde
n
BT {E]bl,.
con b determinados por (17). Aqui |-| es el simbolo de
Jacobi y vemos que conociendo £.(s) obtenemos §.(8)
torciendo la serie por el caréacter [E] de Jacobi.
3
Explicitamente (Re s > —)
2
n =" 2,8
(19) €.(s) = 1-2[5]5 ~3[ J 9 +s[1 ]13 +2[ ]17 Lo

Una de las conjeturas mAs importantes en la
aritmética de curvas elipticas es:

(BSD): Et(s) admite una prolongacién analitica a
todo el plano complejo y satisface una ecuacién funcional.
Ademds si r = rango de E(Q), entonces r satisface

S,(s)
lim =
s—l (s-1)

®

es decir r = orden del cero s = 1 de €:(s).

Esta conjetura fue originalmente formulada por
Birch-swinnerton Dyer.

En particular se puede dar la siguiente formulacién
débil de esta conjetura:
E(Q) es infinito e 1) = o

()
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Respecto a la prolongacién analitica de E[(!) a
n
todo € se puede demostrar que £(s) tiene esta propiedad Vvnzl

y que satisface una ecuacién funcional. En consecuencia
obtenemos:

Teorema

Suponiendo la conjetura débil de Birch-Swinnerton
Dyer, se tiene para n = 1: n es numero de congruencia
£.(1) = 0.
n

Ejemplo. El valor de Ez(s)'en s=1 sepuede calcular
n

explicitamente via la teoria de formas modulares (de peso
fraccionario) y se obtiene:

LU -mm
n,m N
(20) € (1) = 22 e
m=1 i
2nv 2 sinesimpar
donde N =
2n sinespar

En particular

Sy S s/ 2 _ = o/ 2,

€,(1) = 2le

5 3
% e-mn/z/T +2_e-17n/2/2— b R'
13 17

El resto R se puede estimar y el del orden

|R| s 0,012
de modo que se obtiene, al calcular las expresiones en el
paréntesis

€.(1) = 0,6555143. .. *0,024
1
y es obvio que §.(1) # 0. Esto confirma el hecho que 1 no
b

es numero de congruencia.

La expresién que hemos usado ((20)) para calcular
@
b

§.(19) no proviene de la serie de Dirichlet }:
n
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3
esta serie sélo converge para Re(s) > —. La expresién que
2
usamos proviene de la demostracién de la prolongacién
3
analitica de §(s) a Re(s) s —, la cual se obtiene de manera
n 2

similar como se prolonga la funcidén Zeta cldsica de Riemann,
es decir introduciendo una funcién teta adecuada de modo que
E:(B) sea la transformada de Mellin de esta funcidn teta.

n

Consideremos el anillo de enteros de Gauss Z([i] =

Zozi, i = v -1 . Para todo entero n se define un caréacter
x. Z(i]—C
por

xx’ (x)[—(—)—] si (x,2n)=1
b 6 Tl

" si (x,2n)=1

donde N(a+bi) = a’ + b® es la norma de x = a + billy Y
x':Z[1)—C se define por x’(x) = i, donde i"x ®= 1 mod(2+2i)

sl (x,2)=1. Se comprueba que Ly e una funcidén
3

multiplicativa y que si Re(s) > —
2

1 X (x)
X —Z St
AXezri) (Nx))®
x %0
Tal como para la funcién Zeta de Riemann, se puede

preguntar si existe una funcién Fh(t), t € R, tal que la
transformada de Mellin de Fm(t) sea n''T (‘)E (s), donde

I(s) es la funcién I usual, es decir, [(s) = | e t'gt

Es decir, debe tenerse
(22)  nUr(s)E (s) = rc'r (e)gE
*n )

En efecto, tal funcidén existe y es la siguiente
funcién teta:

2
(23) 7, (e)m %Z mzn(x)-"“lxl

—
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a3
- %Z x“(m+ni)e'"t(n +n°)

m,nez

Tal como en el caso cldsico de la funcidn e.
®

2
o(t) = Z o EN

n=-w

que satisface la ecuacién funcional

R
o(t) = —o(d)

t
la funcién F. (t) que hemos definido también satisface una
n

ecuacién funcional.

-2 2

—=|Nt°F_ (t) ,no= 1(2)

(24) FoGGe) =1 10y L
n n—u Nt Fn(t) N = zn0

8n® si n = 1(2)
donde N es el entero 2
4n® si n = 0(2)

Usando esta ecuacién funcional y la expresidn (22)
se puede obtener la prolongacién analitica de EE (s) a todo

n

€ y su ecuacién funcional.

Supongamos n = 1, 2, 3 (8) para simplificar la

ecuacién funcional (24) de F i se obtiene:
n

(25) an[]l{—E] = NtaFEn(t)

pues [;—Z] =1s8ine1, 2 (8), respectivamente [;—l] =18in
o

@
=2n®2(mod 8). Usando (25) podemos escribir Fm(t)t'dFt- como
suma de dos integrales desde 1/¥ N hasta =, permitiendo asi
eliminar la singularidad en t = 0.

Se tiene
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5 & ROl bt wdt
Tr(8)E, () = | R (E)E'— - PR +
i G
1/ N s

Jo F:n(t)t T

Pero 1/V N es el centro de la ecuacién funcional

(25), de modo que si en la segunda integral hacemos la
i

transformacién t—ym;_ Yy usamos (25), para reemplazar Fcn[%f

por Nt’F (), obtenemos
n

g at
(26) ".-F(E)EELS) = L/fﬁ [t'F:r(’t) + N‘».Fzr(lt)];_

Se comprueba gque usando (26) se puede extender
Ez(s) analiticamente a todo € y ademds se obtlene de

inmediato la ecuacién funcional siguiente:

s 2-8

N
(27) — [r(s)g (s) = |— |r(2-8)€,(2-5)
n n n n

Estamos suponiendo n ®= 1,2,3 (8). Para n = 5,6,7,
(mod8) se tiene la misma ecuacién funcional, sélo que hay
Que poner un signo - en uno de los lados de la igualdad.

Haciendo s=1 en (26), obtenemos para n = 1,2,3 (4):

®
(28) € (1) = 2n F_(t)dt
n L./\/qN n
Recordemos que:
x, (%)
€.(s) = %Z LR (Re s > 2)
- xez1N(x)
X #® 0
respectivamente
2
() =5z xe X!
B XeZ (1)

A
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En particular la serie de Dirichlet gque define
®

£.(s), es decir £ (s) = Zb
n n

se obtiene con esta notacién

I
por
b =1 x
e 4 x, (%)
xez[i]
N(x)=m
Yy por lo tanto también
(29) F_ () = Zb“'me'"“"

m=1

Reemplazando (29) en (28) e integrando término a
término obtenemos finalmente:

Proposicién:
Sin=1, 2, 3 (8), entonces

(30) £.(1) =

il f Zn/; , n impar
londe -

2n , D par

Se puede ademds demostrar que:

Ib,, .l = oy n
donde (ro(m) = nuimero de derivaciones de m.

Esta uUltima cota permite a veces estimar el resto
de la suma (30) cuando se ha calculado hasta cierto entero
M, y asi poder deducir por lo menos que en ciertos casos

Ean(l)au.

Ejemplo. Para n = 1 se tiene:

e-n/Zv/;_ %e'f’"/z‘/;—

6 (1) =2
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iy g:x -l3m/2v2 | 2

-17n/2v2 |, g
17

%6-911/2‘/2-q

y se calcula que |R| s 0.023. Se obtiene entonces:
€ (1) = 0,6586 ... £ 0,023 ... 20
1

lo que coincide con el hecho que 1 no es numero de
congruencia.

Finalmente formularemos los resultados més
recientes conocidos respecto a este problema, los que se
deben a Tunnel (ver ([T]). Usando la teoria de formas
modulares de peso fraccionaria y 1la correspondencia de
Shinima con las formas modulares de peso entero, Tunnel
recientemente demostré la existencia de dos formas modulares
de peso 3/2.

£(z)=yaq"
respectivamente  _ * (q = ™=
f(z)= ad

tal que a través de la correspondencia de Shinima

sh(f) = sh(f) = ) b q"

donde £ (=) Ademds existe wuna constante
o

B=2.622... tal

ﬁﬁa: si n es impar
%Zzﬂ si n es par

(e E )

En particular

ai =0 sinesimpar

(32) o (=N OR @I =
n aMz—OSinaspar

En efecto las formas f, f se pueden construir

()
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explicitamente usando la funcién teta clasica

2
(32)  e(z) =) (q = e¥™%)
nez

Concretamente se tiene:
£(z) = (o(Z)-o(42))(o(322)-30(82))e(22)

E(z) = (o(z)-o(42)) (e(322)~30(82) o (42)

Reemplazando (32) en estas expresiones se puede
calcular explicitamente el valor de a., respectivamente En.
se obtiene: ’

a = #{(x,y,z)sz’ | 2x® + y® + 322° = n}

- % #{(x,y,z)el3 | 2x2 + y° + 82% = n}

Resp. para n par

a = #{x,y,z)el3 | ax® + y* + 322° = %}

n

- % i{(x,y,z)el3 | ax® + y2 + 82° = %}
Combinando este resultado con (31) y con la
caracterizacién de los numeros de congruencia a través de

los valores de E[ (1), obtenemos finalmente:
n
Teorema

Sea n un entero > 0 libre de cuadrados. Suponiendo
la conjetura débil de Birch-Swinnerton Dyer, se tiene la
equivalencia de:

i) n es un nimero de congruencia

ii) Si n es impar
i{x,y,z)el’|2x2+y2+32z2=n} = %#{(x,y,z)elﬂ2x2+y2+8z=-n}
Si n es par

f{x,y, z)ez’| 4x2+y2+32z2%} = %#{(x,y,z)elﬂ4xz+y3+ezz-%}

Observacion:
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Lo particularmente interesante de este resultado es que
dado un entero cualquiera n, las condiciones del teorema se
pueden comprobar efectivamente. La conjetura de
Birch-Swinnerton Dyer para E se ha comprobado por
Cross-Zagier para una clase grande de enteros, pero sigue
siendo un problema abierto comprobarlo para todo n.
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